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Введение

Ôèçèêà ïîâåðõíîñòè èçó÷àåò ÿâëåíèÿ, îáóñëîâëåííûå îãðàíè÷åííîñòüþ
ðåàëüíûõ òâ¼ðäûõ òåë, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷å-
ñêèõ êîíöåïöèé êðèñòàëëîãðàôèè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ôèçèêè òâ¼ðäîãî
òåëà íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííî-îãðàíè÷åííûõ êðèñòàëëîâ. Äîïîëíèòåëü-
íûì ñòèìóëîì ê ðàçâèòèþ ôèçèêè ïîâåðõíîñòè ïîñëóæèëà ïðàêòè÷åñêàÿ
ïîòðåáíîñòü â ñîçäàíèè èñêóññòâåííûõ ìèêðî- è íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ
ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå ìåòîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ.
Íàêîïëåííûå çíàíèÿ ëåãëè â îñíîâó ðÿäà ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé, ñðå-
äè êîòîðûõ óêàæåì êíèãè, âûøåäøèå â ïîñëåäíèå ãîäû [1�8]. Ñóùåñòâî-
âàíèå ýòèõ ìîíîãðàôèé è êëàññè÷åñêèõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïîçâîëÿåò íàì
îáîéòè âíèìàíèåì õîðîøî ðàçðàáîòàííûå â ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå âîïðîñû
è ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èçáðàííûõ àñïåêòàõ ôèçèêè ïîâåðõíîñòíûõ ÿâëå-
íèé, êîòîðûå íåäîñòàòî÷íî, íà íàø âçãëÿä, îïèñàíû â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå.
Â ïðåäëàãàåìîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïî ôèçè÷å-
ñêîé ñóòè ïðîáëåìû, âêëþ÷àþùèå ðàññåÿíèå êîðîòêîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ,
ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, ðîñò êðèñòàëëîâ è ôîðìèðîâàíèå
ãðàíèö ðàçäåëà (èíòåðôåéñîâ), ÷òî äåëàåò èçëîæåíèå ìóëüòèäèñöèïëèíàð-
íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Âûáîð ýòèõ çàäà÷
îáóñëîâëåí íàó÷íûìè èíòåðåñàìè àâòîðîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, è íàëè÷èåì
õîðîøî àïðîáèðîâàííûõ ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ìîäåëåé îïèñûâàåìûõ ÿâëåíèé �
ñ äðóãîé. Çíàíèå ýòèõ ìîäåëåé è óìåíèå ïðèìåíÿòü èõ íà ïðàêòèêå ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûìè äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû â îáëàñòè ôè-
çèêè ïîâåðõíîñòè. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïîëåçåí
êàê äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, íà÷èíàþùèõ ñâîè èññëåäîâàíèÿ â îáëà-
ñòè ôèçèêè ïîâåðõíîñòè, òàê è äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, ðàáîòàþùèõ â ñìåæíûõ
îáëàñòÿõ. Äàëåå äàäèì áîëåå ðàçâåðíóòîå îïèñàíèå âîïðîñîâ, çàòðîíóòûõ
â ýòèõ ëåêöèÿõ.

Ïåðâàÿ ãëàâà, ñîñòîÿùàÿ èç ïÿòè ëåêöèé, ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ îñîáåí-
íîñòåé âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî äèà-
ïàçîíà, íèçêîýíåðãåòè÷íûõ (¾òåïëîâûõ¿) íåéòðîíîâ è ýëåêòðîíîâ ñ òâ¼ð-
äûì òåëîì. Êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ, îáúåäèíÿþùåé âñå ïåðå÷èñëåííûå çà-
äà÷è, ÿâëÿåòñÿ ¾ñëàáîñòü¿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ èçëó÷åíèé ñ âåùåñòâîì.
Â ñëó÷àå ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ¾ñëàáîñòü¿ âçàèìîäåéñòâèÿ îáóñëîâëå-
íà âûñîêîé ÷àñòîòîé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ðåíòãåíîâñêîãî äèàïàçîíà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïëàçìåííîé ÷àñòîòîé, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âñåõ âåùåñòâ â ýòîì äèàïàçîíå áëèçêà ê åäèíèöå. Äëÿ
ýëåêòðîííûõ è íåéòðîííûõ âîëí êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ñóùåñòâåííî
ïðåâûøàåò èõ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, ñâÿçàííóþ â ïåðâîì ñëó÷àå ñ âçà-
èìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì ýëåêòðîíîâ è èîíîâ
â òâ¼ðäîì òåëå, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ñ ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì íåéòðî-
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íîâ ñ ÿäðàìè. Âñ¼ ýòî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ èçëó÷åíèé
ñ âåùåñòâîì â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü
äàåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ áåç äîïîëíè-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ðàññåÿíèå
èçëó÷åíèÿ íà øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè. Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò îïèñàíèå
îòðàæåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ îò ìíîãîñëîéíûõ ðåíòãåíîâñêèõ çåð-
êàë, ñòàâøèõ îñíîâíûì ýëåìåíòîì ñîâðåìåííîé ðåíòãåíîâñêîé îïòèêè. Ïðè
îïèñàíèè îòðàæåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ è íåéòðîíîâ îñíîâíîå âíè-
ìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèþ ¾ìàëîóãëîâîãî¿ ðàññåÿíèÿ, â êîòîðîì ïåðå-
õîä ê îïèñàíèþ êðèñòàëëà â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû îïðàâäàí. Äëÿ
ïîëíîòû êàðòèíû ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â øèðîêîì äèàïà-
çîíå óãëîâ è ýíåðãèé, âêëþ÷àÿ äèôðàêöèþ íà êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ
ðàçëè÷íîé ñèììåòðèè. Ýòè ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ ôè-
çèêè, ëåæàùåé â îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ïîâåðõíîñòè
ìåòîäàìè ðåíòãåíîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà, äèôðàêöèè ìåäëåííûõ è áûñò-
ðûõ ýëåêòðîíîâ. Îòäåëüíàÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ îòðàæåíèÿ íåé-
òðîíîâ îò íàìàãíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòåé, â êîòîðîé îñîáîå âíèìàíèå óäåëå-
íî ñïèí-çàâèñÿùåìó âçàèìîäåéñòâèþ íåéòðîíà ñ ôåððîìàãíåòèêîì. Ñóùå-
ñòâóþùàÿ àíàëîãèÿ â îïèñàíèè äâèæåíèÿ íåéòðîíîâ è ýëåêòðîíîâ ïðîâîäè-
ìîñòè â ôåððîìàãíåòèêàõ ïîçâîëèëà âêëþ÷èòü â ýòîò ðàçäåë çàäà÷ó î òóí-
íåëüíîì ìàãíèòíîì êîíòàêòå è ýôôåêòå ñïèíîâîãî âåíòèëÿ. Îáñóæäàåòñÿ
ïðèíöèï ðàáîòû ìàãíèòîðåçèñòèâíûõ çàïîìèíàþùèõ ýëåìåíòîâ â óñòðîé-
ñòâàõ ýíåðãîíåçàâèñèìîé ïàìÿòè.

Âòîðóþ ãëàâó ñîñòàâëÿþò òðè ëåêöèè, ïîñâÿù¼ííûå îñîáåííîñòÿì ýëåê-
òðîííîãî ñïåêòðà â ïîëóîãðàíè÷åííûõ òâ¼ðäûõ òåëàõ è îïèñàíèþ ìåòîäà
òóííåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ýòèõ îñîáåí-
íîñòåé. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî îïèñàíèþ ¾íåáëîõîâñêèõ¿ ïîâåðõíîñò-
íûõ ñîñòîÿíèé, êàê â ïðèáëèæåíèè ¾ñèëüíîé ñâÿçè¿ (ñîñòîÿíèÿ Òàììà),
òàê è â ïðèáëèæåíèè ¾ñëàáîé ñâÿçè¿ (ñîñòîÿíèÿ Øîêëè). Ñóùåñòâîâàíèå
ýòèõ ñîñòîÿíèé îáóñëîâëåíî ðåçîíàíñíûì (áðýããîâñêèì) îòðàæåíèåì ýëåê-
òðîíà îò êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ÷òî â èçâåñòíîì ñìûñëå îáúåäèíÿåò
ýòó çàäà÷ó ñ çàäà÷åé îòðàæåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ îò ìíîãîñëîé-
íûõ ñòðóêòóð. Ðàññìîòðåíà ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåê-
òðîííûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëå èçîáðàæåíèÿ. Âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîé
ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ëåêöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ èçó÷åíèþ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé íà
ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäûõ òåë ìåòîäîì òóííåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè. Èçâåñòíîå
ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ áåññïèíîâîé ÷àñòèöû â
ìàãíèòíîì ïîëå è ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó äëÿ
ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü âîçíèêíî-
âåíèå ïîâåðõíîñòíîé (ïðèêðàåâîé) ñâåðõïðîâîäèìîñòè íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà
¾ñâåðõïðîâîäíèê � èçîëÿòîð¿ èëè ¾ñâåðõïðîâîäíèê � âàêóóì¿ êàê àíàëîã
ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé. Îáîáùåíèÿ çàäà÷è î ïîâåðõíîñò-
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íûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñîñòîÿíèÿõ ïðèâîäÿò íàñ ê ýôôåêòàì ëîêàëèçîâàí-
íîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè íà ïëîñêîñòÿõ äâîéíèêîâàíèÿ èëè âáëèçè ìàãíèò-
íûõ äîìåííûõ ñòåíîê â ôåððîìàãíèòíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ãèáðèäíûõ
ñòðóêòóðàõ ¾ñâåðõïðîâîäíèê � ôåððîìàãíåòèê¿.

Òðåòüÿ ÷àñòü ëåêöèé ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ðàâíîâåñíûõ ñâîéñòâ ïîâåðõ-
íîñòè è ìîäåëÿì ðîñòà êðèñòàëëîâ. Â ïåðâîé ëåêöèè ýòîé ÷àñòè ðàññìîòðå-
íà çàäà÷à î ðàâíîâåñíîé îãðàíêå êðèñòàëëîâ, èçâåñòíàÿ êàê òåîðåìà Âóëü-
ôà. Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû â ïðîöåññå ôàçîâîãî
ïåðåõîäà àòîìàðíî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà ìîæåò ïåðåéòè â øåðî-
õîâàòîå ñîñòîÿíèå. Äàíû ïðåäñòàâëåíèÿ î ðåëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè ê ðàâíî-
âåñíîé ôîðìå, îáóñëîâëåííîé ïðîöåññàìè àäñîðáöèè/äåñîðáöèè è ïîâåðõ-
íîñòíîé äèôôóçèè. Îòäåëüíàÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñó î âíóòðåííèõ äå-
ôîðìàöèÿõ, âîçíèêàþùèõ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ
ïë¼íîê ñ íåñîîòâåòñòâèåì ïàðàìåòðîâ ðåø¼òîê. Ýòà çàäà÷à ðàññìîòðåíà
â ðàìêàõ ìîäåëè Ôðåíêåëÿ � Êîíòîðîâîé, êîòîðàÿ äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ôà-
çîâîì ïåðåõîäå â ñîèçìåðèìóþ ôàçó è äèñëîêàöèÿõ íåñîîòâåòñòâèÿ, âîçíè-
êàþùèõ ïðè ïñåâäîìîðôíîì ðîñòå ïë¼íîê. Ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò îöåíèòü
êðèòè÷åñêîå ðàññîãëàñîâàíèå è êðèòè÷åñêóþ òîëùèíó ïñåâäîìîðôíîãî ðî-
ñòà. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ëåêöèè ýòîé ãëàâû ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ðîñòå ñè-
ñòåìû îñòðîâêîâ íîâîé ôàçû. Â ðàìêàõ ìîäåëè Êîëìîãîðîâà äàíà îöåíêà
ìèíèìàëüíîé òîëùèíû ñïëîøíîé ïë¼íêè. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì çàäà÷è
ñàìîîðãàíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ëèôøèöà � Ñë¼çîâà, â ðàìêàõ êîòîðîé
îïèñàí ïðîöåññ óêðóïíåíèÿ çàðîäûøåé, êîòîðûé õàðàêòåðåí äëÿ êèíåòèêè
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà.

×åòâåðòàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ìåæôàçíûõ ãðàíèö ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû. Âî-ïåðâûõ, ýòî ìåæôàçíûå ãðàíèöû, âîçíèêàþùèå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðè ðàñïàäå òâ¼ðäûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñòâîðîâ. Îïèñàíèå ñïè-
íîäàëüíîãî ðàñïàäà â ðàìêàõ òåîðèè Ëàíäàó ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ïðî-
áëåìó ¾ñîçðåâàíèÿ¿ çàðîäûøåé ïîä èíûì óãëîì çðåíèÿ. Îòäåëüíàÿ ëåê-
öèÿ ïîñâÿùåíà ìàãíèòíûì äîìåíàì è äîìåííûì ñòåíêàì ìåæäó îáëàñòÿìè
ñ ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñàì ôàêò
ðàçáèåíèÿ ôåððîìàãíåòèêà íà äîìåíû îáóñëîâëåí íàëè÷èåì ïîâåðõíîñòè.
Â êà÷åñòâå ìåòîäà èçó÷åíèÿ äîìåííîé ñòðóêòóðû ôåððîìàãíåòèêîâ èçëàãà-
þòñÿ ôèçè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà ìàãíèòíî-ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè. Åùå îäíà
ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà îñîáåííîñòÿì ìåæôàçíûõ ãðàíèö ìåæäó ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåé è íîðìàëüíîé ôàçàìè â ñâåðõïðîâîäíèêàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ðàñ-
ñìîòðåííûå ìåæôàçíûå ãðàíèöû åñòü ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åäèíñòâî ìåòîäîâ èõ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëè-
çà äåëàþò ýòè ðàçëè÷íûå çàäà÷è ñõîæèìè. Â çàêëþ÷åíèå ìû îáñóæäàåì
íåêîòîðûå ïðîÿâëåíèÿ âçàèìîñâÿçè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ïðîèñõî-
äÿùèõ â íåì ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Âîïðîñ ýòîò íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àáñòðàêò-
íûì, ïîñêîëüêó ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå óñëîâèé â íàíîñòðóêòóðàõ ìîãóò
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ðåàëèçîâûâàòüñÿ ñèòóàöèè ñ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòüþ. Â ïîñëåäíåé ëåê-
öèè ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå íå äàþò òî÷íîãî ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû, íî óêàçûâàþò íà å¼ íåòðèâèàëüíîñòü: ëîêàëèçàöèÿ êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû â ¾ìåëêîé¿ ÿìå, òåîðåìà î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ
Ïîëèà, ìîäåëü Èçèíãà è ìîäåëü ôàçîâîãî ïåðåõîäà Ïàéåðëñà.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå îñíîâàíî íà ìàòåðèàëàõ ëåêöèé, ïðî÷èòàííûõ
äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé Íèæåãîðîäñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, àñïèðàíòîâ Èí-
ñòèòóòà ôèçèêè ìèêðîñòðóêòóð ÐÀÍ, à òàêæå äëÿ ñòóäåíòîâ Ìîñêîâñêî-
ãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà. Ìû áëàãîäàðíû ñîòðóäíèêàì Èíñòè-
òóòà ôèçèêè ìèêðîñòðóêòóð ÐÀÍ è ìåæôàêóëüòåòñêîé êàôåäðû ¾Ôèçè-
êà íàíîñòðóêòóð è íàíîýëåêòðîíèêà¿ çà îáñóæäåíèå è ïðîÿñíåíèå ìíî-
ãèõ âîïðîñîâ, çàòðîíóòûõ â ýòîé êíèãå. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü
Ä.Â. Ãðóçíåâó, Ñ.Â.Ìèðîíîâó, Ì.À.Ôàääååâó è ß.Â.Ôîìèíîâó çà âíèìà-
òåëüíîå èçó÷åíèå ðóêîïèñè è êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ.
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Глава 1

Отражение рентгеновского

излучения, тепловых нейтронов

и электронов

Лекция 1. Отражение рентгеновского излучения

в приближении сплошной среды

Модель свободных электронов для расчёта диэлектрической проницаемо-
сти. Приближение однократного рассеяния. Поляризационные эффекты.
Приближение сплошной среды. Полное внешнее отражение. Отражение
рентгеновского излучения от шероховатой поверхности.

Îòðàæåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îò ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñ ðàç-
ëè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ 𝑛1 è 𝑛2 ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ýôôåêòîì,
ñâÿçàííûì ñ íàëè÷èåì ïîâåðõíîñòåé è èíòåðôåéñîâ. Êàê èçâåñòíî, ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ, âûòåêàþùèå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, òðåáóþò íåïðåðûâíî-
ñòè íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè 𝐷𝑛 è 𝐵𝑛,
à òàêæå íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé 𝐸𝜏 è 𝐻𝜏 íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä ([1.1,
�6 è �29] è [1.2, �8]). Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïî
ìîùíîñòè îò ïëîñêîé ãðàíèöû ðàçäåëà äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé Ôðåíåëÿ ([1.1, �86] è [1.2, �25])

𝑅 =

⃒⃒⃒⃒
𝑛1 − 𝑛2

𝑛1 + 𝑛2

⃒⃒⃒⃒2
=

⃒⃒⃒⃒√
𝜀1 −

√
𝜀2√

𝜀1 +
√
𝜀2

⃒⃒⃒⃒2
, (1.1)

ãäå 𝜀1 è 𝜀2 � äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè äâóõ ñðåä. Äàëåå ìû ïîêàæåì
[ñì. ñîîòíîøåíèå (1.5)], ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà íà
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âûñîêèõ ÷àñòîòàõ (𝜔 ≫ 𝜔𝑝) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝜀 = 1−
𝜔2
𝑝

𝜔2
, (1.2)

ãäå 𝜔𝑝 ≡
√︀

4𝜋𝑛эл𝑒
2/𝑚0 � òàê íàçûâàåìàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà

(𝜔𝑝 ∼ 1015 ÷ 1016 c−1), 𝑒 = −|𝑒| è 𝑚0 � çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà, 𝑛эл �
ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â òâ¼ðäîì òåëå. Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøå-
íèÿ (1.1) è (1.2), íàõîäèì, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà
ìåæäó âåùåñòâîì è âàêóóìîì (𝜀 = 1) â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò äîëæåí
áûòü ðàâåí

𝑅 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒1−

√︁
1− 𝜔2

𝑝/𝜔
2

1 +
√︁
1− 𝜔2

𝑝/𝜔
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2

≃ 1

16

𝜔4
𝑝

𝜔4
ïðè 𝜔 ≫ 𝜔𝑝. (1.3)

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå îáùèõ ïðåäñòàâëåíèé ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ äîëæåí ðåçêî óìåíüøàòüñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
÷àñòîòû.

Ðåíòãåíîâñêèé äèàïàçîí ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî
â èññëåäîâàíèè òâ¼ðäûõ òåë è, â ÷àñòíîñòè, òâåðäîòåëüíûõ íàíîñòðóêòóð.
Ïîä èçëó÷åíèåì ðåíòãåíîâñêîãî äèàïàçîíà ïîíèìàþò äîñòàòî÷íî øèðîêóþ
îáëàñòü ñïåêòðà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îò ýêñòðåìàëüíîãî óëüòðàôèîëå-
òîâîãî èçëó÷åíèÿ (äëèíà âîëíû 𝜆 ∼ 100íì) äî æ¼ñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî
èçëó÷åíèÿ (𝜆 ∼ 0.1íì). Âñëåäñòâèå ìàëîñòè äëèíû âîëíû ðàñïðîñòðàíå-
íèå ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíî ê îñîáåííîñòÿì ìèêðîñêî-
ïè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ðàññåèâàþùåãî îáúåêòà, ïîýòîìó èçó÷åíèå ðàññåÿíèÿ
ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ êîíäåíñèðîâàííûõ òåë. Â ïîñëåäíèå ãîäû òåíäåíöèÿ ê ìèíèàòþ-
ðèçàöèè ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ ïðèâåëà ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü
ìåòîäû ðåíòãåíîâñêîé ëèòîãðàôèè êàê ïåðñïåêòèâíûé ïóòü ðàçâèòèÿ ýëåê-
òðîíèêè (ñì., íàïðèìåð, [1.3]).

Îöåíèì ÷àñòîòó ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ æ¼ñò-
êîìó ðåíòãåíîâñêîìó èçëó÷åíèþ ñ äëèíîé âîëíû 0.1íì

𝜔 = 𝑐 𝑘 =
2𝜋𝑐

𝜆
∼ 2𝜋 · 3 · 1010 ñì/c

10−8 ñì
∼ 2 · 1019 ñ−1. (1.4)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó â ôîðìóëó (1.3), çàêëþ÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèÿ ïî ìîùíîñòè äîëæåí áûòü èñ÷åçàþùå ìàëûì (< 10−10). Èìåííî
ïîýòîìó ñîçäàíèå ýôôåêòèâíûõ îòðàæàþùèõ ýëåìåíòîâ äëÿ îïòèêè ðåíò-
ãåíîâñêîãî äèàïàçîíà ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ôèçè÷åñêîé è òåõíîëîãè÷å-
ñêîé ïðîáëåìîé. Â ýòîé è ñëåäóþùåé ëåêöèÿõ ìû îáñóäèì âîçìîæíûå ñïî-
ñîáû óâåëè÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ.
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1.1 Модель свободных электронов для расчёта
диэлектрической проницаемости

Ñðàâíèì òèïè÷íóþ ÷àñòîòó æ¼ñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ (1.4)
ñ ÷àñòîòîé âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà 𝜔ат íà ñòàöèîíàðíîé àòîìíîé îðáèòå.
Õàðàêòåðíóþ êâàçèêëàññè÷åñêóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ïî îðáè-
òå ìîæíî îöåíèòü êàê îòíîøåíèå ñðåäíåãî èìïóëüñà ê ìàññå ýëåêòðîíà:
𝑣 ∼ 𝑝/𝑚0. Íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà ýëåêòðîíà, ëîêàëèçîâàííîãî íà ðàñ-
ñòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàäèóñà ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòû (𝑎𝐵 ≃ 5 · 10−9 ñì) îò
ÿäðà, ìîæíî îöåíèòü èç êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå-
ëåííîñòåé: 𝑝 ∼ ~/𝑎𝐵. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðíàÿ óãëîâàÿ ÷àñòîòà âðàùå-
íèÿ ýëåêòðîíà íà îðáèòå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝜔ат ∼
𝑣

𝑎𝐵
∼ ~
𝑚0 𝑎

2
𝐵

∼ 10−27 ýðã · ñ
9 · 10−28 ã · (5 · 10−9 ñì)2 ∼ 4 · 1016 ñ−1.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà âîêðóã àòîìíîãî ÿäðà íà òðè
ïîðÿäêà ìåíüøå òèïè÷íûõ ÷àñòîò æ¼ñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî çà ïåðèîä èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû ýëåêòðîí íå óñïåâàåò ¾ïî÷óâñòâîâàòü¿ âîçäåéñòâèå
ïîòåíöèàëà ÿäðà è îêðóæàþùèõ ýëåêòðîíîâ, ïîýòîìó íà òàêèõ âûñîêèõ
÷àñòîòàõ (∼ 1017÷1019 ñ−1) âñå ýëåêòðîíû â òâ¼ðäîì òåëå (â ìåòàëëàõ, ïîëó-
ïðîâîäíèêàõ è äèýëåêòðèêàõ) ìîæíî ñ÷èòàòü ïî÷òè ñâîáîäíûìè [1.1, �78].

Äëÿ ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû
F = 𝑒E, ëåãêî ðàññ÷èòàòü âîñïðèèì÷èâîñòü è äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàå-
ìîñòü (𝑒 = −|𝑒| � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä). Ïðåäïîëàãàÿ ãàðìîíè÷åñêèé õàðàê-
òåð èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíå E = 𝐸0 𝑒

−𝑖𝜔𝑡 e𝑥 è çàïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ îäèíî÷íîãî
ýëåêòðîíà â âèäå 𝑚0�̈� = 𝑒𝐸0 𝑒

−𝑖𝜔𝑡, íàõîäèì, ÷òî ýëåêòðîí áóäåò ñîâåðøàòü
âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âäîëü îñè 𝑥 íà ÷àñòîòå 𝜔 c àì-
ïëèòóäîé 𝑥0 = −𝑒𝐸0/(𝑚0𝜔

2). Óìíîæàÿ 𝑥0 íà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä è ëî-
êàëüíóþ êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ 𝑛эл(r), íàõîäèì àìïëèòóäó èçìåíåíèÿ
ëîêàëüíîé ïîëÿðèçàöèè åäèíèöû îáú¼ìà (èíà÷å ãîâîðÿ, äèïîëüíîãî ìîìåí-
òà) 𝑃0(r, 𝜔) = −𝑛эл(r) · 𝑒2𝐸0/(𝑚0𝜔

2). Îòìåòèì, ÷òî 𝑛эл(r) åñòü ëîêàëüíàÿ
ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â òâ¼ðäîì òåëå, óñðåäí¼ííàÿ
ïî êâàíòîâûì ýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì è ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ èîíîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè. Ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî îòëè÷àåò òåîðèþ ðàññåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé â êðèñòàëëàõ îò
òåîðèè ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû.
Â ñàìîì äåëå, êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä îïåðèðóåò ïà-
ðàìåòðàìè, êîòîðûå óñðåäíåíû ïî ôèçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëîìó îáú¼ìó,
âêëþ÷àþùåìó â ñåáÿ ìíîãî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê êðèñòàëëà, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íåïðèìåíèìûì äëÿ îïèñàíèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà
ñòðóêòóðàõ ñ ïåðèîäîì ïîðÿäêà ïîñòîÿííîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè.
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Ââåä¼ì ëîêàëüíóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ âîñïðèèì÷èâîñòü 𝜒 è ëîêàëüíóþ
äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü 𝜀 äëÿ ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ1

𝜒(r, 𝜔) ≡ 𝑃0(r, 𝜔)

𝐸0

= −𝑒
2𝑛эл(r)

𝑚0𝜔
2

è

𝜀(r, 𝜔) ≡ 1 + 4𝜋𝜒(r, 𝜔) = 1 − 4𝜋
𝑒2𝑛эл(r)

𝑚0𝜔
2
. (1.5)

Äëÿ îöåíêè òèïè÷íîé ñðåäíåé âåëè÷èíû âîñïðèèì÷èâîñòè ⟨𝜒⟩ â äèàïà-
çîíå, ñîîòâåòñòâóþùåì æ¼ñòêîìó ðåíòãåíîâñêîìó èçëó÷åíèþ, âîñïîëüçó-
åìñÿ ôîðìóëîé (1.5), ïîäñòàâëÿÿ 𝜔 ∼ 1019 ñ−1 è çàìåíÿÿ ìèêðîñêîïè÷å-
ñêóþ ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü å¼ ñðåäíèì ïî îáú¼ìó êðèñòàëëà çíà÷åíèåì
⟨𝑛эл⟩ ∼ 1024 ñì−3, òîãäà

⟨𝜒⟩ ∼ −
(︀
4.8 · 10−20 åä. ÑÃÑÅ

)︀2 · 1024 ñì−3

9 · 10−28 ã · (1019 c−1)2 ∼ −2 · 10−6. (1.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå èñêëþ÷èòåëüíî ñëàáî ïîëÿðèçóåò
òâ¼ðäîå òåëî, ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà
ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû. Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé îïòèêîé ìîæíî
ââåñòè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû 𝑛 =

√
𝜀 ≃ 1+2𝜋⟨𝜒⟩. Ëåãêî óáåäèòü-

ñÿ â òîì, ÷òî â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå îòëè÷èå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ
îò åäèíèöû ïîðÿäêà 10−5, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå îäíî-
êðàòíîãî ðàññåÿíèÿ âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîä÷åðêí¼ì
åùå ðàç, ÷òî ìàëîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè îáóñëîâëåíà èíåð-
öèîííîñòüþ ýëåêòðîíà, êîòîðûé íå óñïåâàåò ðåàãèðîâàòü íà âûñîêî÷àñòîò-
íîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Èñïîëüçóÿ ýòó îñîáåííîñòü, ìîæíî ïîñòðîèòü
òåîðèþ ðàññåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ êàê òåîðèþ âîçìóùåíèÿ ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó 𝜒.

1.2 Приближение однократного рассеяния

Íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ 𝜔 ≫ 𝜔𝑝 ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü 𝜇 ìîæíî
ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå [1.1, �79], ÷òî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâëÿòü ìàãíèòíóþ
èíäóêöèþ B è íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ H. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïðîèñõîäèò áåç èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, èçìåíÿþùåãîñÿ ïî
ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, ââåä¼ì êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû E(r, 𝜔) è H(r, 𝜔)

E(r, 𝑡) = E(r, 𝜔) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 è H(r, 𝑡) = H(r, 𝜔) 𝑒−𝑖𝜔𝑡,

1 Здесь и далее мы используем знак ≡ для обозначения тождественного равенства
по определению.
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êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà

rotE(r, 𝜔) =
𝑖𝜔

𝑐
H(r, 𝜔) è rotH(r, 𝜔) = −𝑖𝜔

𝑐
𝜀(r, 𝜔)E(r, 𝜔). (1.7)

Èç óðàâíåíèé (1.7) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîìïëåêñíûå
àìïëèòóäû äëÿ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E è ýëåê-
òðè÷åñêîé èíäóêöèè D(r, 𝜔) = 𝜀(r, 𝜔)E(r, 𝜔)

rot rotE(r, 𝜔) = 𝑘2
0 D(r, 𝜔).

ãäå 𝑘0 = 𝜔/𝑐 � ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â âàêó-
óìå. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

D(r, 𝜔) = E(r, 𝜔)− 4𝜋𝑒2𝑛эл(r)

𝑚0𝜔
2

E(r, 𝜔)

è divD(r, 𝜔) = 0, ïîëó÷àåì (ñì., íàïðèìåð, [1.1, �124])

rot rotE(r, 𝜔) = rot rot

(︂
D(r, 𝜔) +

4𝜋𝑒2𝑛эл(r)

𝑚0𝜔
2

E(r, 𝜔)

)︂
=

= −ΔD(r, 𝜔) + rot rot

(︂
4𝜋𝑒2𝑛эл(r)

𝑚0𝜔
2

E(r, 𝜔)

)︂
èëè

ΔD(r, 𝜔) + 𝑘2
0 D(r, 𝜔) = rot rot

(︂
4𝜋𝑒2𝑛эл(r)

𝑚0𝜔
2

E(r, 𝜔)

)︂
. (1.8)

Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.8) èìååòñÿ ìàëûé áåçðàçìåðíûé
ïàðàìåòð 𝜒 = −𝑒2𝑛эл(r)/(𝑚0𝜔

2), ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.8) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8) â âèäå
ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó 𝜒

D(r, 𝜔) = D(0)(r, 𝜔) +D(1)(r, 𝜔) +D(2)(r, 𝜔) + . . .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ΔD(0)(r, 𝜔) + 𝑘2
0 D

(0)(r, 𝜔) = 0. (1.9)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàäàþùåé âîëíû

E(0)(r, 𝜔) = E0 𝑒
𝑖k0r è D(0)(r, 𝜔) =

E(0)(r, 𝜔)

𝜀(r, 𝜔)
, (1.10)

ãäå E0 � àìïëèòóäà ýòîé âîëíû. Ñëàãàåìûå D(𝑛), ïðîïîðöèîíàëüíûå 𝑛-é
ñòåïåíè 𝜒, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîïðàâêè, âîçíèêàþùèå ïðè 𝑛-êðàòíîì ðàñ-
ñåÿíèè. Â ñàìîì äåëå, ïðè âîçäåéñòâèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþùåé
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âîëíû E(0)(r, 𝜔) ýëåêòðîíû íà÷èíàþò êîëåáàòüñÿ è èçëó÷àòü (êîëåáàíè-
åì ìàññèâíûõ ÿäåð ïðè ýòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü), ïîýòîìó ðåàëüíîå ïî-
ëå, äåéñòâóþùåå íà äàííûé ýëåêòðîí, ðàâíî ñóììå ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû
è ïîëåé èçëó÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ. Âñëåäñòâèå ìàëîñòè àìïëè-
òóäû êîëåáàíèé ýëåêòðîíîâ íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ïîëÿìè ïåðåèçëó÷åíèÿ
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîíû âîçáóæäàþòñÿ òîëüêî ïîëåì
ïàäàþùåé âîëíû. Òàêîå ïðèáëèæåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïðèáëèæåíèÿ îä-
íîêðàòíîãî (èëè áîðíîâñêîãî) ðàññåÿíèÿ [1.4, �126]. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå,
äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî ïîëÿ D(1)(r, 𝜔) â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1.8) ïîä íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàäî ïîíèìàòü
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû (1.10)

ΔD(1)(r, 𝜔) + 𝑘2
0 D

(1)(r, 𝜔) = rot rot

(︂
4𝜋𝑒2𝑛эл(r)

𝑚0𝜔
2

E0 𝑒
𝑖k0r

)︂
. (1.11)

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâ¼ðòêè ôóíê-
öèè Ãðèíà 𝐺(r, r′) òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [ñì. Ïðèëîæåíèå 1
è ôîðìóëó (1.41)] è ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (1.11)

D(1)(r, 𝜔) =

∫︁∫︁∫︁
𝐺(r, r′) rot rot

(︂
4𝜋𝑒2𝑛эл(r

′)

𝑚0𝜔
2

E0 𝑒
𝑖k0r

′
)︂
𝑑r′ =

= − 4𝜋𝑒2

𝑚0𝜔
2

∫︁∫︁∫︁
1

4𝜋

𝑒𝑖𝑘0 |r−r′|

|r− r′|
rot rot

(︁
𝑛эл(r

′)E0 𝑒
𝑖k0r

′
)︁
𝑑r′, (1.12)

ãäå r � êîîðäèíàòà òî÷êè íàáëþäåíèÿ, r′ � òåêóùàÿ êîîðäèíàòà âíóòðè
ðàññåèâàþùåãî îáú¼ìà, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå (ðèñ. 1.1),
îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ðîòîðà ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê r′-êîîðäèíàòàì.

Äàëåå ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñòðóêòóðîé ïîëÿ â äàëüíåé âîëíîâîé
çîíå, ðàñïîëîæåííîé îò ðàññåèâàþùåãî îáúåêòà íà ðàññòîÿíèÿõ ìíîãî áîëü-
øèõ, ÷åì äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ è õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ðàññåèâàòåëÿ.
Äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè îáðàçöà, òîãäà âûðàæå-
íèå |r−r′| íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò îáðàçöà (𝑟 ≫ 𝑟′) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

|r− r′| =
√︀
𝑟2 + 𝑟′2 − 2𝑟𝑟′ cos 𝛾 ≃ 𝑟 − 𝑟′ cos 𝛾 = 𝑟 − r′ · n,

ãäå 𝛾 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r è r′, n = r/|r| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâ-
ëåíèè ðàññåÿííîé âîëíû (ðèñ. 1.1). Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì óïðóãîå
ðàññåÿíèå áåç èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû, òî |k| = |k0| = 𝜔/𝑐. Êðîìå ýòîãî, â äàëü-
íåé çîíå àìïëèòóäû âòîðè÷íûõ âîëí, èñïóùåííûõ âñåìè íåîäíîðîäíîñòÿ-
ìè ïîòåíöèàëà, ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè
ðàññòîÿíèþ 𝑟 îò îáðàçöà äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü
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Рис. 1.1. К постановке задачи о рассеянии электромагнитной вол-
ны на однородном образце с плоской поверхностью: k0 – волновой
вектор падающей волны, k – волновой вектор рассеянной волны
в точке наблюдения с координатой r, r′ – радиус-вектор, соот-
ветствующий положению текущего элементарного рассеивающего
объёма, 𝜃 – угол падения, 𝜙 = 𝜋/2− 𝜃 – угол скольжения

|r − r′| ≃ 𝑟 â çíàìåíàòåëå (1.12). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â òî÷êå íàáëþäåíèÿ âåê-
òîðû ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîâ-
ïàäàþò, ïîëó÷èì

E(1)(r, 𝜔) = − 𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟
×

×
∫︁∫︁∫︁

𝑒−𝑖k r′ rot rot
(︁
𝑛эл(r

′)E0 𝑒
𝑖k0r

′
)︁
𝑑r′. (1.13)

Cîîòíîøåíèå (1.13) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæíî ïðèâåñòè ê âè-
äó (ñì. Ïðèëîæåíèå 2)

E(1)(r, 𝜔) =
𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

[︀
k
[︀
k× E0

]︀]︀ ∫︁∫︁∫︁
𝑛эл(r

′) 𝑒−𝑖q r′ 𝑑r′, (1.14)

ãäå

q ≡ k− k0 (1.15)

åñòü âåêòîð ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé ðàâåí ðàçíîñòè âîëíîâûõ âåêòîðîâ k ðàñ-
ñåÿííîé âîëíû, êîòîðóþ â äàëüíåé çîíå ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíî ïëîñêîé,
è ïàäàþùåé âîëíû k0.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ àìïëèòóäà ïî-
ëÿ ðàññåÿííîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ôóðüå-îáðàçà ìèêðîñêî-
ïè÷åñêîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè 𝑛эл(r). Çíàÿ ôîðìó ðàññåèâàþùåãî òåëà
è ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ðàññåÿíèÿ
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äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë (1.14). Íå ìåíåå âàæíà îáðàòíàÿ çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè è ôîðìû òåëà ïî äàííûì
î ñòðóêòóðå ïîëåé â äàëüíåé çîíå. Êàçàëîñü áû, ÷òî ýòà ïðîáëåìà ìîæåò
áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îäíàêî â ýêñ-
ïåðèìåíòàõ èçìåðÿåòñÿ íå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ðàññåÿííîé âîëíû, à èíòåíñèâíîñòü ýòîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ ïðîïîðöèî-

íàëüíà
⃒⃒
E(1)(r, 𝜔)

⃒⃒2
. Ïîñêîëüêó èíôîðìàöèÿ î ôàçå ðàññåÿííîé âîëíû òåðÿ-

åòñÿ, çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â ðàññå-
èâàþùåì îáúåêòå ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé. Ýòà ïðîáëåìà ïîëó÷èëà
íàçâàíèå ¾ôàçîâîé ïðîáëåìû¿ è å¼ ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ
çàäà÷ ðåíòãåíîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà.

1.3 Поляризационные эффекты

Â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïîëÿðèçàöèîííûå ýôôåêòû
îïèñûâàþòñÿ ìíîæèòåëåì

[︀
k×

[︀
k× E0

]︀]︀
â ôîðìóëå (1.14). Åñëè ýëåêòðè-

÷åñêîå ïîëå â ïàäàþùåé âîëíå îðèåíòèðîâàíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè
ïàäåíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ 𝑠-ïîëÿðèçàöèÿ), òî ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

[︀
k×

[︀
k× E0

]︀]︀
= ±𝑘2

0E0 äëÿ ëþáûõ óãëîâ ïàäå-
íèÿ 𝜃.

k0

E0

P(t)

π/4

E(1) = 0

Рис. 1.2. Схематическое представление отсутствия отражения
электромагнитной волны с 𝑝-поляризацией при угле падения 𝜋/4.
Заштрихованная гантелеобразная область представляет диаграм-
му направленности излучения точечного диполя с дипольным мо-
ментом P(𝑡), ориентированным вдоль вектора электрического по-
ля E0 падающей волны

Åñëè ýëåêòðè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ïàäàþùåé âîëíû îðèåíòèðîâàíà
â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ (𝑝-ïîëÿðèçàöèÿ), òî ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè[︀
k×

[︀
k× E0

]︀]︀
= ±𝑘2

0E0 · cos 2𝜃. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 𝜃 = 𝜋/4 (òàê íàçûâà-

åìûé óãîë Áðþñòåðà) àìïëèòóäà îòðàæ¼ííîé âîëíû E(1)(r, 𝜔) ñòàíîâèòñÿ
ðàâíîé íóëþ [1.1, �86]. Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ñóùåñòâîâàíèÿ óãëà Áðþñòåðà
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Рис. 1.3. Схематическое представление процесса зеркального от-
ражения от электромагнитного излучения от идеальной плоской
поверхности, а также индикатрисы рассеянного излучения от об-
разца конечного размера с идеальной поверхностью, 𝛿𝜃1 – полу-
ширина диаграммы направленности, определяемая соотношением
(1.23)

ñâÿçàíà ñ àíèçîòðîïíûì èçëó÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ, êîòîðûé íå
èçëó÷àåò â íàïðàâëåíèè âäîëü ñîáñòâåííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà [1.5, �67].
Â ñàìîì äåëå, äëÿ 𝑝-ïîëÿðèçàöèè è 𝜃 = 𝜋/4 ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàäàþùåé âîëíû (à âìåñòå ñ íèì è âåêòîð ýëåêòðè÷å-
ñêîé ïîëÿðèçàöèè) ñîíàïðàâëåíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì ðàññåÿííîé âîëíû,
è ïîòîìó îòðàæåíèå îòñóòñòâóåò (ðèñ. 1.2). Ïðè óãëàõ ïàäåíèÿ áîëüøèõ
𝜋/4 ðàçíèöà ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè îòðàæåíèÿ âîëí ñ ðàçëè÷íîé ïîëÿ-
ðèçàöèåé óìåíüøàåòñÿ è ïîëÿðèçàöèîííûå ýôôåêòû ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

1.4 Приближение сплошной среды

Ìàëîñòü äëèíû âîëíû ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
êàðòèíó äèôðàêöèè îò êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè2 (òàê íàçûâàåìûå áðýã-
ãîâñêèå ðåçîíàíñû) ïðè óñëîâèè, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà ðàññå-
ÿíèÿ |q| îêàæåòñÿ ðàâíîé (èëè êðàòíîé) ïåðèîäó îáðàòíîé ðåø¼òêè. Äëÿ
æ¼ñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ óãëàõ ïàäåíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì óãëà ïàäåíèÿ 𝜃 âåëè÷èíà âåêòîðà
𝑞𝑧 óìåíüøàåòñÿ. Ïîñêîëüêó ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-
íà âåêòîðà ðàññåÿíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè, ðàâíà

|𝑞𝑧| ≡ |𝑘𝑧 − 𝑘0,𝑧| = 2𝑘0 cos 𝜃 =
4𝜋

𝜆
cos 𝜃, (1.16)

ðîëü ¾ýôôåêòèâíîé¿ äëèíû âîëíû èãðàåò âåëè÷èíà 𝜆/ cos 𝜃 èëè 𝜆/ sin𝜙,
ãäå 𝜙 ≡ 𝜋/2− 𝜃 � óãîë ñêîëüæåíèÿ. Ïðè ìàëûõ óãëàõ ñêîëüæåíèÿ (𝜙≪ 1)

2Особенности когерентного рассеяния волн на кристаллической структуре будут
рассмотрены в Лекции 3, посвящённой рассеянию электронных волн на трёхмерных
и двумерных периодических структурах.
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¾ýôôåêòèâíàÿ¿ äëèíà âîëíû 𝜆/ sin𝜙 ≃ 𝜆/𝜙 ìîæåò ñòàòü ñóùåñòâåííî
áîëüøå ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè, è òîãäà îñíîâíîé âêëàä â ðàññåÿíèå áóäóò
âíîñèòü êðóïíîìàñøòàáíûå èçìåíåíèÿ âîñïðèèì÷èâîñòè, à íå èçìåíåíèÿ
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè íà àòîìàðíûõ ìàñøòàáàõ. Â ïðèáëèæåíèè ¾ìàëî-
óãëîâîãî¿ ðàññåÿíèÿ (𝜙 ≪ 1) ìîæíî îïèñûâàòü ðàññåÿíèå ðåíòãåíîâñêîãî
èçëó÷åíèÿ â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû è èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (1.14),
ïîíèìàÿ ïîä âîñïðèèì÷èâîñòüþ óñðåäí¼ííóþ ìàêðîñêîïè÷åñêóþ âåëè÷èíó.

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîé ðåíòãåíîâñêîé âîëíû îò îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ èäåàëüíîé
ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ

𝑛эл(𝑧) =

{︂
0 ïðè 𝑧 < 0,
𝑛0 ïðè 𝑧 ≥ 0,

(1.17)

ãäå ïëîñêîñòü 𝑧 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè îáðàçöà (ðèñ. 1.3). Ïîäñòàâ-
ëÿÿ (1.17) â (1.14), íàõîäèì

E(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)𝑛0

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′
𝑑𝑥′

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑞𝑦𝑦
′
𝑑𝑦′

∞∫︁
0

𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧
′
𝑑𝑧′, (1.18)

ãäå

𝐴0(𝑟) =
𝑒2𝑘2

0𝐸0

𝑚0𝜔
2
· 𝑒

𝑖𝑘0 𝑟

𝑟
(1.19)

åñòü àìïëèòóäà ðàññåÿííîé âîëíû â òî÷êå íàáëþäåíèÿ. Ïðè çàïèñè ñîîòíî-
øåíèé (1.18)�(1.19) ìû ó÷ëè, ÷òî ïðè áîëüøèõ óãëàõ ïàäåíèÿ (èëè ìàëûõ
óãëàõ ñêîëüæåíèÿ) ïîëÿðèçàöèîííûé ìíîæèòåëü

[︀
k ×

[︀
k × E0

]︀]︀
ìîæíî

çàìåíèòü íà 𝑘2
0𝐸0. Ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííûì 𝑥′ è 𝑦′ ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì äåëüòà-ôóíêöèè (ñì. Ïðè-
ëîæåíèå 3). Ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà ïî 𝑧′ óäîáíî ôîðìàëüíî ââåñòè ñëàáîå
çàòóõàíèå 𝛾, à ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà óñòðåìèòü ýòî çàòóõàíèå ê íóëþ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà

lim
𝛾→0

∞∫︁
0

𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧
′−𝛾𝑧′ = lim

𝛾→0

𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧
′−𝛿𝑧′

(−𝑖𝑘𝑧 − 𝛾)

⃒⃒⃒⃒∞
0

= lim
𝛾→0

1

(𝑖𝑞𝑧 + 𝛾)
=

1

𝑖𝑞𝑧
. (1.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ îòðàæ¼ííîé îò ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà âîëíû ðàâíà

E(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)𝑛0

(2𝜋)2

𝑖𝑞𝑧
𝛿(𝑞𝑥) 𝛿(𝑞𝑦). (1.21)

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì àìïëèòóäû ðàññåÿííîé âîëíû ñîîòâåòñòâóåò íó-
ëåâûì çíà÷åíèÿì ïðîäîëüíûõ (âäîëü îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè) êîìïîíåíò
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âåêòîðà ðàññåÿíèÿ: 𝑞𝑥 = 0 è 𝑞𝑦 = 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîõðàíåíèå
ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ïðè ðàññåÿíèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññåÿíèå îò ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò òîëüêî â çåðêàëüíîì íàïðàâëåíèè: 𝑘𝑥 = 𝑘0,𝑥

è 𝑘𝑦 = 𝑘0,𝑦 (ðèñ. 1.3).

Ôîðìóëà (1.21) ñïðàâåäëèâà, ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ çåðêàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè, êîòîðàÿ íå èìååò ãðàíèö â ëàòåðàëüíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè îòðàæà-
þùàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò êîíå÷íóþ ïëîùàäü 𝑆 = 𝐿𝑥 · 𝐿𝑦 (çäåñü 𝐿𝑥 è 𝐿𝑦

åñòü ëàòåðàëüíûå ðàçìåðû çåðêàëà), òî àìïëèòóäà îòðàæ¼ííîé âîëíû áó-
äåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì (ñì. Ïðèëîæåíèå 3)

E(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)𝑛0

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′
𝑑𝑥′

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑦𝑦
′
𝑑𝑦′

∞∫︁
0

𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧
′
𝑑𝑧′ =

= 𝐴0(𝑟) ·
2 sin(𝑞𝑥𝐿𝑥/2)

𝑞𝑥
·
2 sin(𝑞𝑦𝐿𝑦/2)

𝑞𝑦

1

𝑖𝑞𝑧
.

Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèè âèäà

sin(𝑞𝑥𝐿𝑥/2)

𝑞𝑥
è

sin(𝑞𝑦𝐿𝑦/2)

𝑞𝑦

ïðè 𝐿𝑥 → ∞ è 𝐿𝑦 → ∞ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíàêîïåðåìåííûå áûñòðîîñ-
öèëëèðóþùèå ôóíêöèè (ðèñ. 1.6a â Ïðèëîæåíèè 3). Ïîëóøèðèíà ãëàâíîãî
¾ëåïåñòêà¿, ðàñïîëîæåííîãî ïðè 𝑞𝑥 = 0 è 𝑞𝑦 = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì
ïåðâîãî íóëÿ ôóíêöèé sin(𝑞𝑥𝐿𝑥/2) è sin(𝑞𝑦𝐿𝑦/2)

𝛿𝑞𝑥 ≃
2𝜋

𝐿𝑥

è 𝛿𝑞𝑦 ≃
2𝜋

𝐿𝑦

. (1.22)

Îöåíèì óãëîâóþ ïîëóøèðèíó ãëàâíîãî ¾ëåïåñòêà¿ 𝛿𝜃1, õàðàêòåðèçóþ-
ùåãî äèàãðàììó íàïðàâëåííîñòè (èíäèêàòðèñó ðàññåÿíèÿ) äëÿ çåðêàëüíîãî
îòðàæåíèÿ îò îáðàçöà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ (ðèñ. 1.3). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
ïëîñêîñòü ïàäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ (𝑦, 𝑧), òî äëÿ çåðêàëüíîãî îò-
ðàæåíèÿ ïîä óãëîì 𝜃 êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà ðàâíû 𝑘𝑥 = 𝑘0 sin 𝜃
è 𝑘𝑧 = 𝑘0 cos 𝜃. Åñëè ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âîëíîâîãî âåêòîðà îòðà-
æ¼ííîé âîëíû ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 𝑘*𝑥 = 𝑘0 sin 𝜃 ± 𝛿𝑞𝑥, òî ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà âñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè áóäåò ðàâíà

𝑘*𝑧 =
√︁
𝑘2

0 − 𝑘2
𝑥 =

√︁
𝑘2

0 − (𝑘0 sin 𝜃 ± 𝛿𝑞𝑥)
2 ≃

≃ 𝑘0 cos 𝜃 ∓ tg 𝜃 · 𝛿𝑞𝑥 ïðè óñëîâèè sin 𝜃 · 𝛿𝑞𝑥 ≪ 𝑘0 cos2 𝜃.
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Ñëåäîâàòåëüíî, îòðàæ¼ííîå èçëó÷åíèå áóäåò ðàâíî íóëþ ïðè óñëîâèè 𝛿𝑞𝑥 =
2𝜋/𝐿𝑥, òîãäà íàïðàâëåíèÿ íóëåâîé èíòåíñèâíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè

𝑘*𝑥 = 𝑘0 sin 𝜃 ±
2𝜋

𝐿𝑥

è 𝑘*𝑧 ≃ 𝑘0 cos 𝜃 ∓ tg 𝜃 · 2𝜋
𝐿𝑥

.

Ââåäåì ïîëóøèðèíó ãëàâíîãî ëåïåñòêà îòðàæ¼ííîãî èçëó÷åíèÿ 𝛿𝜃1, òîãäà
ëèíèè íóëåâîé èíòåíñèâíîñòè íà ïëîñêîñòè (𝑥, 𝑧) ñîîòâåòñòâóþò óãëàì îò-
ðàæåíèÿ 𝜃* = 𝜃 ± 𝛿𝜃1, ãäå

tg 𝜃* =
𝑘*𝑥
𝑘*𝑧

=
𝑘0 sin 𝜃 ± 2𝜋/𝐿𝑥

𝑘0 cos 𝜃 ∓ tg 𝜃 · 2𝜋/𝐿𝑥

≃

≃ (𝑘0 sin 𝜃 ± 2𝜋/𝐿𝑥)(𝑘0 cos 𝜃 ± tg 𝜃 · 2𝜋/𝐿𝑥)

𝑘2
0 cos2 𝜃

≃ tg 𝜃 ± 2𝜋/𝐿𝑥

𝑘0 cos3 𝜃
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ òàíãåíñà â ðÿä Òåéëîðà

tg (𝜃 ± 𝛿𝜃1) ≃ tg 𝜃 ± 𝛿𝜃1

cos2 𝜃
,

ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå

𝛿𝜃1 ≃
𝜆

𝐿𝑥

1

cos 𝜃
ïðè óñëîâèè 𝜆≪ 𝐿𝑥 cos 𝜃. (1.23)

Îòìåòèì, ÷òî 𝐿𝑥 cos 𝜃 åñòü ýôôåêòèâíûé ðàçìåð îáðàçöà (çåðêàëà), âèäè-
ìûé ïîä óãëîì 𝜃 ê íîðìàëè.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (1.22) è (1.23) îïèñûâàþò òàê íàçûâàåìóþ äè-
ôðàêöèîííóþ ðàñõîäèìîñòü âîëíû ïðè îòðàæåíèè îò çåðêàëà êîíå÷íûõ
ðàçìåðîâ (ðèñ. 1.3). Î÷åâèäíî, ÷òî äèôðàêöèîííûå èñêàæåíèÿ áóäóò òåì
ñèëüíåå, ÷åì ìåíüøå ýôôåêòèâíûé ðàçìåð çåðêàëà ïî îòíîøåíèþ ê äëèíå
âîëíû ðàññåèâàþùåãîñÿ èçëó÷åíèÿ è ÷åì áëèæå óãîë ïàäåíèÿ ê 𝜋/2 (èëè
𝜙→ 0).

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå 4), ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ðåíòãåíîâñêîãî äèàïàçîíà îò èäåàëüíîé ïëîñêîé
ïîâåðõíîñòè â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè (𝜙 ≪ 1) áåç ó÷¼òà äèôðàêöèîí-
íûõ èñêàæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝑅 =

(︂
𝜋𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2

· 1

cos4 𝜃
=

(︂
𝜋𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2

· 1

sin4 𝜙
. (1.24)

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò óãëà ñêîëüæåíèÿ â ïðèáëèæåíèè
îäíîêðàòíîãî ìàëîóãëîâîãî ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé 1 íà ðèñ. 1.4.
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Рис. 1.4. Зависимость коэффициента отражения 𝑅 от нормиро-
ванного угла скольжения 𝜙/𝜙𝑐, где 𝜙𝑐 =

√︀
4𝜋|𝜒0| – критический

угол полного внешнего отражения. Кривая 1 описывается прибли-
женной формулой (1.24), которая при малых углах скольжения
принимает вид 𝑅 ≃ (2𝜙/𝜙𝑐)

−4. Кривая 2 при 𝜙 ≥ 𝜙𝑐 описывает-
ся точной формулой (1.27), которая после нормировки принимает

вид 𝑅 ≃
(︀
𝜙/𝜙𝑐 −

√︀
(𝜙/𝜙𝑐)

2 − 1
)︀4

1.5 Полное внешнее отражение

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (1.24) äëÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðåäñêà-
çûâàåò ðàñõîäèìîñòü ïðè ìàëûõ óãëàõ ñêîëüæåíèÿ: 𝑅 ∼ 1/𝜙4. Òàêàÿ ñèí-
ãóëÿðíîñòü ñâèäåòåëüñòâóåò î íàðóøåíèè ïðèáëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ îò
ñðåäû ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ìåíüøåé åäèíèöû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîÿñíèòü ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó ðàñõîäèìîñòè, ðàññìîò-
ðèì îòðàæåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ 𝑠-ïîëÿðèçàöèåé îò ïëîñêîé ïî-
âåðõíîñòè, ðàñïîëîæåííîé ïðè 𝑧 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü ïàäå-
íèÿ ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ 𝑥− 𝑧 (ðèñ. 1.8). Çàïèøåì âîëíîâîå óðàâíåíèå
äëÿ 𝑦-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â íåìàãíèòíîé ñðåäå ñ äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ, çàâèñÿùåé îò 𝑧-êîîðäèíàòû(︂

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
𝐸𝑦 + 𝑘2

0 𝜀(𝑧)𝐸𝑦 = 0. (1.25)

Ïîñêîëüêó â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷à (1.25) äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-
íûõ è çàâèñèìîñòü îò ïðîäîëüíîé 𝑥-êîîðäèíàòû äîëæíà èìåòü âèä áåãó-
ùåé âîëíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì 𝑘0 sin 𝜃, äëÿ àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ïîëó÷àåì îäíîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝜕2𝐸𝑦

𝜕𝑧2
+ 𝑘2

0

(︀
𝜀(𝑧)− sin2 𝜃

)︀
𝐸𝑦 = 0. (1.26)

Ïîñêîëüêó äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâ â ðåíòãåíîâñêîì äèà-
ïàçîíå âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òàêîé óãîë ïà-
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äåíèÿ, ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå 𝜀(𝑧) − sin2 𝜃 ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì. Êàê
èçâåñòíî, óðàâíåíèå âèäà 𝐸 ′′

𝑦 − κ2𝐸𝑦 = 0 îïèñûâàåò ïîÿâëåíèå ýêñïîíåí-
öèàëüíî çàòóõàþùèõ âãëóáü îáðàçöà âîëí ñ íóëåâûì ïîòîêîì ìîùíîñòè
âíóòðè îáðàçöà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ýôôåêò ïîëíîãî
âíåøíåãî îòðàæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà äëÿ ìàëûõ óãëîâ ñêîëüæåíèÿ äîëæåí áûòü ðàâåí åäèíèöå!

Çàäà÷à îá îòðàæåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò ñðåäû ñ ïðîèçâîëü-
íîé ïðîíèöàåìîñòüþ 𝜀 ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî äëÿ ëþáûõ óãëîâ [1.1,
çàäà÷à 2 ê �86]. Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ïî ìîùíîñòè îò ñðåäû ñ ïëîñêîé
ïîâåðõíîñòüþ è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ 𝜀, áëèçêîé ê åäèíèöå
(1− 𝜀≪ 1), äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ðàâåí

𝑅 =

(︁
𝜙−

√︀
𝜙2 − (1− 𝜀)

)︁4

(1− 𝜀)2
, (1.27)

ãäå 𝜙 � óãîë ñêîëüæåíèÿ, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì. Îïðåäåëèì êðè-
òè÷åñêèé óãîë ñêîëüæåíèÿ

𝜙𝑐 ≡
√
1− 𝜀 =

√︃
4𝜋𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

(1.28)

èç óñëîâèÿ îáðàùåíèþ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (1.27) â íóëü.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè 𝜙 = 𝜙𝑐 ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì ïîëíîãî âíåøíåãî îòðà-
æåíèÿ (𝑅 = 𝜙4

𝑐/(1−𝜀)2 = 1). Â ïðåäåëå 𝜙≫ 𝜙𝑐 ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå
(êðèâàÿ 2 íà ðèñ. 1.4)

𝑅 ≃ (1− 𝜀)2

16𝜙4
≃ 1

16

(︂
4𝜋𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2
1

𝜙4
,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1.24), ïîëó÷åííîé â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàò-
íîãî ðàññåÿíèÿ, â ïðåäåëå 𝜙≪ 1.

1.6 Отражение рентгеновского излучения от шероховатой
поверхности

Óñëîæíèì çàäà÷ó è ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ
îò îáú¼ìíîãî îäíîðîäíîãî îáðàçöà ñ øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòüþ (ðèñ. 1.5).
Ïðåäïîëîæèì, ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé êîíöåíòðà-
öèè èìååò ñëåäóþùèé âèä

𝑛эл(𝑧) =

{︂
0 ïðè 𝑧 < 𝜉(𝑥, 𝑦),
𝑛0 ïðè 𝑧 ≥ 𝜉(𝑥, 𝑦),

(1.29)
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ãäå ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ 𝑧 = 𝜉(𝑥, 𝑦) îïèñûâàåò øåðîõîâàòóþ ãðàíèöó ðàçäå-
ëà ìåæäó âåùåñòâîì è âàêóóìîì. Áóäåì ñ÷èòàòü ãðàíèöó ðàçäåëà â ñðåä-
íåì3 ïëîñêîé: ⟨𝜉(𝑥, 𝑦)⟩ = 0. Ñ÷èòàÿ ñëó÷àéíóþ ïîâåðõíîñòü ñòàòèñòè÷åñêè
îäíîðîäíîé, äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå

⟨𝜉(𝑥, 𝑦) 𝜉(𝑥′, 𝑦′)⟩ = 𝜎2 exp

(︂
−(𝑥− 𝑥′)2

ℓ2
− (𝑦 − 𝑦′)2

ℓ2

)︂
, (1.30)

ãäå ïàðàìåòð 𝜎 õàðàêòåðèçóåò ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè îò
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è òèïè÷íóþ âûñîòó íåðîâíîñòè; ℓ åñòü ñðåäíèé ëàòå-
ðàëüíûé ðàçìåð øåðîõîâàòîñòåé (êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ). Èíûìè ñëîâà-
ìè, íåîäíîðîäíîñòè íà ðàññòîÿíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ ℓ, ìîæíî ñ÷èòàòü ñòà-
òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè. Îòìåòèì, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (1.30)
äëÿ ñîâïàäàþùèõ àðãóìåíòîâ (𝑥 = 𝑥′ è 𝑦 = 𝑦′) ýêâèâàëåíòíà äèñïåðñèè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì: ⟨𝜉2(𝑥, 𝑦)⟩ = 𝜎2.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.29) â ñîîòíîøåíèå (1.14), íàõîäèì, ÷òî

E(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′−𝑖𝑞𝑦𝑦

′
𝑑𝑥′𝑑𝑦′

∞∫︁
𝜉(𝑥,𝑦)

𝑛эл(𝑧
′)𝑒−𝑖𝑞𝑧 𝑧

′
𝑑𝑧′.

Âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ
𝑧′ → 𝑧′ − 𝜉(𝑥, 𝑦) è ïîëó÷èì

E(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′−𝑖𝑞𝑦𝑦

′
𝑑𝑥′𝑑𝑦′×

×
∞∫︁

0

𝑛эл(𝑧
′ − 𝜉(𝑥, 𝑦)) 𝑒−𝑖𝑞𝑧 𝑧

′
𝑒−𝑖𝑞𝑧 𝜉(𝑥,𝑦) 𝑑𝑧′. (1.31)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ìîäåëüíîãî âûðàæåíèÿ (1.29) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïå-
ðåìåííîé 𝑧′ ïðèâîäèì ñîîòíîøåíèå (1.31) ê âèäó

E(1)(r, 𝜔) =
𝐴0(𝑟)𝑛0

𝑖𝑞𝑧

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′−𝑖𝑞𝑦𝑦

′
𝑒−𝑖𝑞𝑧 𝜉(𝑥,𝑦) 𝑑𝑥′𝑑𝑦′. (1.32)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àìïëèòóäà øåðîõîâàòîñòåé ìàëà, à èõ õàðàêòåð-
íûé ëàòåðàëüíûé ìàñøòàá äîñòàòî÷íî âåëèê. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî

3Угловые скобки означают либо усреднение по ансамблю реализаций случайных
поверхностей, либо усреднение по площади зеркала.
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Рис. 1.5. Схематическое представление индикатрисы рассеянно-
го излучения от шероховатой поверхности, 𝛿𝜃2 – полуширина диа-
граммы направленности при диффузном рассеянии, определяемая
соотношением (1.39)

|𝑞𝑧 𝜉(𝑥, 𝑦)| ≪ 1, è ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè
(1.32) â ðÿä Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ïî 𝜉 ñëàãàåìûõ

𝑒−𝑖𝑞𝑧 𝜉(𝑥,𝑦) ≃ 1− 𝑖𝑞𝑧 𝜉(𝑥, 𝑦)−
1

2
𝑞2
𝑧 𝜉

2(𝑥, 𝑦). (1.33)

Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòðàæ¼ííîé âîëíû ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

E(1) =
𝐴0(𝑟)𝑛0

𝑖𝑞𝑧

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′−𝑖𝑞𝑦𝑦

′
𝑑𝑥′𝑑𝑦′×

×
(︂
1− 𝑖𝑞𝑧 𝜉(𝑥

′, 𝑦′)− 𝑞2
𝑧 𝜉

2(𝑥′, 𝑦′)

2

)︂
;

ñëåäîâàòåëüíî, средняя интенсивность ðàññåÿííîãî øåðîõîâàòîé ïîâåðõ-
íîñòüþ èçëó÷åíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
=

|𝐴0(𝑟)|2𝑛2
0

𝑞2
𝑧

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′−𝑖𝑞𝑦𝑦

′+𝑖𝑞𝑥𝑥
′′+𝑖𝑞𝑦𝑦

′′×

{︂
1 + 𝑞2

𝑧 ⟨𝜉(𝑥′, 𝑦′)𝜉(𝑥′′, 𝑦′′)⟩ −
𝑞2
𝑧

2
⟨𝜉2(𝑥′, 𝑦′)⟩ − 𝑞2

𝑧

2
⟨𝜉2(𝑥′′, 𝑦′′)⟩

}︂
𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥′′𝑑𝑦′′.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ èìååò äâà
îñíîâíûõ âêëàäà.

Êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïî÷òè çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíû îò øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè, ïðè 𝐿𝑥 → ∞ è 𝐿𝑦 → ∞
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå (ñì. Ïðèëîæåíèå 3)
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⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
зерк

=
|𝐴0(𝑟)|2𝑛2

0

𝑞2
𝑧

(1− 𝑞2
𝑧𝜎

2)×

×
𝐿𝑥/2∫︁

−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥(𝑥′−𝑥′′)𝑑𝑥′𝑑𝑥′′ ·
𝐿𝑥/2∫︁

−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑦(𝑦′−𝑦′′) 𝑑𝑦′𝑑𝑦′′ =

=
|𝐴0(𝑟)|2𝑛2

0

𝑞2
𝑧

(1 − 𝑞2
𝑧𝜎

2) · (2𝜋)2𝐿𝑥𝐿𝑦 𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦). (1.34)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ñëàáîé øåðîõîâàòîñòè êîýôôèöèåíò îò-
ðàæåíèÿ îò øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè â (1 − 𝑞2

𝑧𝜎
2) ðàç ìåíüøå êîýôôèöè-

åíòà îòðàæåíèÿ îò èäåàëüíîé ãðàíèöû ðàçäåëà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíå 𝜎 êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò øåðîõîâàòîé ïîâåðõ-
íîñòè èìååò âèä 𝑅 = 𝑅0 𝑒

−𝑞2𝑧𝜎
2

, ãäå 𝑅0 � êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò èäå-
àëüíî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî
íà ðàâåíñòâå

⟨︀
𝑒±𝑖𝑞𝑧𝜉(𝑥,𝑦)

⟩︀
= 𝑒−𝑞2𝑧𝜎

2

äëÿ ãàóññîâûõ øåðîõîâàòîñòåé (ñì., íà-
ïðèìåð, [1.6]), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
äëèíîé âîëíû è êîððåëÿöèîííûì ðàäèóñîì øåðîõîâàòîñòåé.

Êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò íåçåðêàëüíîå (äèôôóçíîå) ðàññåÿíèå
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòüþ, ñ ó÷¼òîì ñîîòíî-
øåíèÿ (1.30) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
дифф

= |𝐴0(𝑟)|2𝑛2
0 𝜎

2

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥′′𝑑𝑦′′×

× exp

(︂
−𝑖𝑞𝑥(𝑥′ − 𝑥′′)− 𝑖𝑞𝑦(𝑦

′ − 𝑦′′)− (𝑥′ − 𝑥′′)2

ℓ2
− (𝑦′ − 𝑦′′)2

ℓ2

)︂
, (1.35)

êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíîòèïíûõ èíòåãðàëîâ âèäà

𝐽 =

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑑𝑡′𝑑𝑡′′ exp

(︂
−𝑖𝑞(𝑡′ − 𝑡′′)− (𝑡′ − 𝑡′′)2

ℓ2

)︂
. (1.36)

Ïîñëå ââåäåíèÿ ðàçíîñòíîé è ñóììàðíîé ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ
𝑢 = 𝑡′ − 𝑡′′ è 𝑣 = (𝑡′ + 𝑡′′)/2 (ñì. Ïðèëîæåíèå 3) äëÿ èíòåãðàëà (1.36) ïîëó-
÷àåì

𝐽 = 2

𝐿/2∫︁
0

𝑑𝑣

(𝐿−2𝑣)∫︁
−(𝐿−2𝑣)

exp

(︂
−𝑖𝑞𝑢− 𝑢2

ℓ2

)︂
𝑑𝑢. (1.37)
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Ïðè 𝐿→ ∞ âíóòðåííèé èíòåãðàë â âûðàæåíèè (1.37) ñâîäèòñÿ ê ïðåîáðà-
çîâàíèþ Ôóðüå îò ãàóññîâîé ôóíêöèè, ïîýòîìó

𝐽 ≃ 2

𝐿/2∫︁
0

𝑑𝑣 ·
∞∫︁

−∞

exp

(︂
−𝑖𝑞𝑢− 𝑢2

ℓ2

)︂
𝑑𝑢 =

√
𝜋ℓ𝐿𝑒−𝑞2ℓ2/4.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôóçíàÿ êîìïîíåíòà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ áóäåò ðàâ-
íà4 ⟨︀⃒⃒

E(1)
⃒⃒2⟩︀

дифф
= |𝐴0(𝑟)|2𝑛2

0𝜎
2𝜋ℓ2𝐿𝑥𝐿𝑦 exp

(︃
−
(𝑞2

𝑥 + 𝑞2
𝑦)ℓ

2

4

)︃
. (1.38)

Â ñèëó áûñòðîãî óáûâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñîìíîæèòå-
ëÿ â âûðàæåíèè (1.38), îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàåò îáëàñòü√︀
(𝑥′ − 𝑥′′)2 + (𝑦′ − 𝑦′′)2 . ℓ. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà

äèôðàêöèè íà çåðêàëå ñ êîíå÷íûìè ëàòåðàëüíûìè ðàçìåðàìè, êîòîðóþ
ìû óæå îáñóæäàëè. Â ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ íà øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè
â êà÷åñòâå ðàçìåðà çåðêàëà 𝐿𝑥 è 𝐿𝑦 âûñòóïàåò êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ
íåðîâíîñòåé ℓ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (1.23), çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïîëóøèðèíà èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòüþ 𝛿𝜃2 äîëæ-
íà îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì äëèíû âîëíû èçëó÷åíèÿ è êîððåëÿöèîííûì
ðàäèóñîì:

𝛿𝜃2 ∼
𝜆

ℓ

1

cos 𝜃
ïðè óñëîâèè 𝜆≪ ℓ cos 𝜃. (1.39)

4Отметим, что при ℓ → ∞ выражение (1.38) представляет собой произведение
дельта-функций (см. Приложение 3)

⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
дифф

= |𝐴0(𝑟)|2𝑛20𝜎2 lim
ℓ→∞

{︂
𝜋ℓ2𝐿𝑥𝐿𝑦 exp

(︂
−
(𝑞2𝑥 + 𝑞2𝑦)ℓ

2

4

)︂}︂
=

= 4𝜋2|𝐴0(𝑟)|2𝑛20𝜎2𝐿𝑥𝐿𝑦 lim
ℓ→∞

{︂
ℓ

2
√
𝜋
exp

(︂
−𝑞

2
𝑥ℓ

2

4

)︂}︂
· lim
ℓ→∞

{︂
ℓ

2
√
𝜋
exp

(︂
−
𝑞2𝑦ℓ

2

4

)︂}︂
=

= (2𝜋)2|𝐴0(𝑟)|2𝑛20𝜎2𝐿𝑥𝐿𝑦𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦).

Следовательно, полное отражение от почти плоской поверхности будет описываться
соотношением

⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
зерк

+
⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
дифф

= |𝐴0(𝑟)|2𝑛20
(1− 𝑞2𝑧𝜎

2)

𝑞2𝑧
· (2𝜋)2𝐿𝑥𝐿𝑦 𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦)+

+ (2𝜋)2|𝐴0(𝑟)|2𝑛20𝜎2𝐿𝑥𝐿𝑦𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦) =
|𝐴0(𝑟)|2𝑛20

𝑞2𝑧
· (2𝜋)2𝐿𝑥𝐿𝑦 𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦)

и соответствовать зеркальному отражению той же интенсивности, что и от идеальной
отражающей поверхности.
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Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âñåõ âåùåñòâ
â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò áëèçêà ê åäèíèöå, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèÿ î÷åíü ìàë (çà èñêëþ÷åíèå ïðåäåëüíî ìàëûõ óãëîâ ñêîëüæåíèÿ).
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì è ïðåïÿòñòâóåò ñîçäàíèþ
êîìïàêòíûõ îòðàæàþùèõ ýëåìåíòîâ â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå. Âîçìîæ-
íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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Приложение 1

Ôóíêöèåé Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà Δ𝑈(r) + 𝑘2
0 𝑈(r) = 0 íàçûâà-

åòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

Δ𝐺(r, r′) + 𝑘2
0 𝐺(r, r

′) = 𝛿(r− r′), (1.40)

ãäå 𝛿(r) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà (ñì. Ïðèëîæåíèå 3). Àíàëèòè÷åñêèé âèä
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.40) çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è è çíàêà ïàðàìåò-
ðà 𝑘2

0.
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Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå è ïðè óñëîâèè 𝑘2
0 > 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.40)

èìååò âèä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí

𝐺(r, r′) = − 𝑒±𝑖𝑘0 |r−r′|

4𝜋 |r− r′|
. (1.41)

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â Ëåêöèÿõ 1 è 3 ìû èñïîëüçóåì ðå-
øåíèå ñî çíàêîì ¾+¿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, ïîñêîëüêó èìåííî òàêîå
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñôåðè÷åñêèì âîëíàì, óáåãàþùèì îò èñòî÷íèêà.

Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå è ïðè óñëîâèè 𝑘2
0 < 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.40)

èìååò âèä ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ è íàðàñòàþùèõ ðåøåíèé âèäà

𝐺(r, r′) = − 𝑒±κ0 |r−r′|

4𝜋 |r− r′|
, ãäå κ = Im 𝑘0. (1.42)

Òàêîå ðåøåíèå ñî çíàêîì ¾−¿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû áóäåò èñïîëüçîâà-
íî íàìè â Ëåêöèè 7 ïðè àíàëèçå îñîáåííîñòåé òóííåëüíîé ïðîâîäèìîñòè
êîíòàêòà, îáðàçîâàííîãî ïîâåðõíîñòüþ îáðàçöà è èãëîé ñêàíèðóþùåãî òóí-
íåëüíîãî ìèêðîñêîïà.

Приложение 2

Çàìåòèì, ÷òî âíå îáðàçöà, ðàññåèâàþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå,
𝑛эл(r) = 0 è ïîòîìó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå (1.13) ðàâíî
íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ôîðìàëüíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî áåñêî-
íå÷íî áîëüøîìó îáú¼ìó, âêëþ÷àþùåìó â ñåáÿ îáðàçåö.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð F(r′) = rot
(︀
𝑛эл(r

′)E0 𝑒
𝑖k0r

′)︀
, êîòîðûé

â îáùåì ñëó÷àå èìååò òðè êîìïîíåíòû è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîâåðõíîñòè
áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà. Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (1.13) â ñëåäóþùåì
âèäå

E(1)(r, 𝜔) = − 𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖k r′ rotF(r′) 𝑑r′ =

= − 𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑥

′−𝑖𝑘𝑦 𝑦
′−𝑖𝑘𝑧 𝑧

′
(︂
𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦′
−
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧′

)︂
e𝑥 𝑑r

′−

− 𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑥

′−𝑖𝑘𝑦 𝑦
′−𝑖𝑘𝑧 𝑧

′
(︂
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧′
− 𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥′

)︂
e𝑦 𝑑r

′−

− 𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑥

′−𝑖𝑘𝑦 𝑦
′−𝑖𝑘𝑧 𝑧

′
(︂
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥′
− 𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦′

)︂
e𝑧 𝑑r

′.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî ïî ÷àñòÿì ñ ó÷¼òîì òîãî îáñòî-
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ÿòåëüñòâà, ÷òî âñå ïîâåðõíîñòíûå âêëàäû îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïîëó÷èì

E(1)(r, 𝜔) =
𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑥

′−𝑖𝑘𝑦 𝑦
′−𝑖𝑘𝑧 𝑧

′ (︀−𝑖𝑘𝑦𝐹𝑧 + 𝑖𝑘𝑧𝐹𝑦

)︀
e𝑥 𝑑r

′+

+
𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑥

′−𝑖𝑘𝑦 𝑦
′−𝑖𝑘𝑧 𝑧

′
(−𝑖𝑘𝑧𝐹𝑥 + 𝑖𝑘𝑥𝐹𝑧) e𝑦 𝑑r

′+

+
𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑥

′−𝑖𝑘𝑦 𝑦
′−𝑖𝑘𝑧 𝑧

′ (︀−𝑖𝑘𝑥𝐹𝑦 + 𝑖𝑘𝑦𝐹𝑥

)︀
e𝑧 𝑑r

′

èëè

E(1)(r, 𝜔) = −𝑖 𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖k r′ 𝑑r′×

×
{︁(︀

𝑘𝑦𝐹𝑧 − 𝑘𝑧𝐹𝑦

)︀
e𝑥 + (𝑘𝑧𝐹𝑥 − 𝑘𝑥𝐹𝑧) e𝑦 +

(︀
𝑘𝑥𝐹𝑦 − 𝑘𝑦𝐹𝑥

)︀
e𝑧

}︁
=

= −𝑖 𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖k r′ [k × F] 𝑑r′.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû 𝑒−𝑖k r è ðîòîðà
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëó îò âåêòîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ [k × F]. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó âòîðîé ðàç, ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî

E(1)(r, 𝜔) =
𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖k r′ rot rot

(︁
𝑛эл(r

′)E0 𝑒
𝑖k0r

′
)︁
𝑑r′ =

=
𝑒2

𝑚0𝜔
2

𝑒𝑖𝑘0 𝑟

𝑟
[k× [k× E0]]

∫︁∫︁∫︁
𝑛эл(r

′) 𝑒−𝑖k r′+𝑖k0r
′
𝑑r′. (1.43)

Приложение 3

1. Äåëüòà-ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ Äèðàêà) 𝛿(𝑥) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáù¼í-
íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ 𝑥 = 0 è ðàâíà íóëþ äëÿ
âñåõ ïðî÷èõ çíà÷åíèé 𝑥. Äåëüòà-ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìè-
ðîâêè

∞∫︁
−∞

𝛿(𝑥) 𝑑𝑥 = 1. (1.44)

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ôèëüòðóþùåå ñâîéñòâî äåëüòà-ôóíêöèé
â îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥) 𝛿(𝑥− 𝑥0) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥0) è

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑓(r) 𝛿(r− r0) 𝑑r = 1. (1.45)
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Рис. 1.6. Графики функций (1.48) и (1.49), сходящихся к дельта-функции при 𝛼 → ∞

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äåëüòà-ôóíêöèé, âûòåêàþùèõ èç îïðåäåëåíèÿ (1.44)

𝛿(𝑎𝑥) =
1

|𝑎|
𝛿(𝑥) è 𝛿

[︀
𝑓(𝑥)

]︀
=
∑︁
𝑛

1

|𝑓 ′(𝑥𝑛)|
𝛿(𝑥− 𝑥𝑛), (1.46)

ãäå 𝑥𝑛 � êîðíè óðàâíåíèÿ 𝑓(𝑥) = 0. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äåëüòà-ôóíêöèè
îò ñëîæíîãî àðãóìåíòà áóäåò èñïîëüçîâàíî â Ëåêöèè 7 ïðè àíàëèçå îñîáåí-
íîñòåé êâàçè÷àñòè÷íîé èíòåðôåðåíöèè.

2. Íàïîìíèì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äåëüòà-ôóíêöèè

𝛿(𝑘) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒±𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥. (1.47)

Ñëåäîâàòåëüíî, äåëüòà-ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëàáûé ïðåäåë
âûðàæåíèÿ

𝛿(𝑘) = lim
𝛼→∞

1

2𝜋

𝛼/2∫︁
−𝛼/2

𝑒±𝑖𝛼𝑘𝑑𝛼 = lim
𝛼→∞

𝛼

2𝜋

sin(𝑘𝛼/2)

(𝑘𝛼/2)
, (1.48)

à òàêæå êàê ñëàáûé ïðåäåë ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

𝛿(𝑘) = lim
𝛼→∞

𝛼

2𝜋

sin2(𝛼𝑘/2)

(𝛼𝑘/2)2
, (1.49)

𝛿(𝑘) = lim
𝛼→∞

𝛼√
𝜋
𝑒−(𝛼𝑘)2, (1.50)
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𝛿(𝑘) = lim
𝛼→∞

𝛼

2

1

ch2(𝛼𝑘)
. (1.51)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ äåëüòà-
ôóíêöèè (1.48)�(1.51) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìèðîâêè (1.44) äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 𝛼. Âûðàæåíèÿ (1.49) è (1.50) èñïîëüçóþò-
ñÿ â Ëåêöèè 1 ïðè àíàëèçå îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îò ïëîñêèõ
è øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ îáðàçöîâ ñ êîíå÷íûìè ëàòåðàëüíûìè ðàç-
ìåðàìè. Âûðàæåíèå (1.51) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè â Ëåêöèè 7 ïðè àíà-
ëèçå òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ¾èãëà � îáðàçåö¿ ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

3. Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äåëüòà-ôóíêöèé, óïðîñòèì
âûðàæåíèå

𝐽 ≡ lim
𝐿→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2

,

êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

𝐽 = lim
𝐿→∞

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑒−𝑖𝑘𝑥′
𝑑𝑥′ ·

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑒𝑖𝑘𝑥
′′
𝑑𝑥′′ =

= lim
𝐿→∞

2 sin(𝑘𝐿/2)

𝑘
· 2 sin(𝑘𝐿/2)

𝑘
= lim

𝐿→∞
𝐿2 sin

2(𝑘𝐿/2)

(𝑘𝐿/2)2
. (1.52)

x′

x′′

L/2−L/2

L/2

−L/2

dx′dx′′

L− 2v−(L− 2v)

u

v

L−L

L/2

−L/2

dudv

dudv = dx′dx′′

Рис. 1.7. Области интегрирования для выражения (1.53) в координатах 𝑥′−𝑥′′ и 𝑢− 𝑣

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè 𝐽 ê çàäà÷å âû-
÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

𝐽 = lim
𝐿→∞

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑒−𝑖𝑘(𝑥′−𝑥′′) 𝑑𝑥′𝑑𝑥′′. (1.53)
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Ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå 𝑢 = 𝑥′−𝑥′′ è 𝑣 = (𝑥′+𝑥′′)/2 òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ áûë ðàâåí åäèíèöå: 𝑑𝑥′𝑑𝑥′′ = 𝑑𝑢𝑑𝑣 (ðèñ. 1.7).
Ïåðåéä¼ì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì 𝑥′ è 𝑥′′ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî
ñóììàðíîé è ðàçíîñòíîé êîîðäèíàòàì 𝑢 è 𝑣 è ïîëó÷èì ïîâòîðíûé èíòåãðàë
âèäà

𝐽 = lim
𝐿→∞

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑑𝑣

(𝐿−2|𝑣|)∫︁
−(𝐿−2|𝑣|)

𝑒−𝑖𝑘𝑢𝑑𝑢.

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò 𝑣, ìû ìîæåì îãðàíè-
÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà òîëüêî äëÿ 𝑣 > 0

𝐽 = lim
𝐿→∞

2

𝐿/2∫︁
0

𝑑𝑣

(𝐿−2𝑣)∫︁
−(𝐿−2𝑣)

𝑒−𝑖𝑘𝑢𝑑𝑢 =

= lim
𝐿→∞

⎧⎪⎨⎪⎩ 2

(−𝑖𝑘)

𝐿/2∫︁
0

𝑒−𝑖𝑘(𝐿−2𝑣)𝑑𝑣 − 2

(−𝑖𝑘)

𝐿/2∫︁
0

𝑒𝑖𝑘(𝐿−2𝑣)𝑑𝑣

⎫⎪⎬⎪⎭ =

= lim
𝐿→∞

{︂
− 1

𝑘2

(︀
𝑒𝑖𝑘𝐿 − 2 + 𝑒−𝑖𝑘𝐿

)︀}︂
= lim

𝐿→∞
𝐿2 sin

2(𝑘𝐿/2)

(𝑘𝐿/2)2
. (1.54)

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì îäèí
è òîò æå îòâåò [ñðàâíèòå âûðàæåíèÿ (1.52) è (1.54)].

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (1.52) è (1.54) ñ âûðàæåíèåì (1.49), çàêëþ÷àåì,
÷òî

lim
𝐿→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2

≃ 2𝜋𝐿 𝛿(𝑘). (1.55)

Приложение 4

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò èäå-
àëüíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè. Êàê èçâåñòíî,
ïîòîê ýíåðãèè ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó ìîäóëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ áåãóùåé âîëíû. Äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿííîé
âîëíû â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå [ñì. ôîð-
ìóëó (1.55)]

⃒⃒
E(1)(r, 𝜔)

⃒⃒2
=

(︂
𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2 (︀
𝑘2

0𝐸0

)︀2 1

𝑟2

(2𝜋)2

𝑞2
𝑧

𝐿𝑥𝐿𝑦 𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦). (1.56)
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Рис. 1.8. Рассеяние волны в сферической системе координат: 𝛼 –

полярный угол, 𝛽 – азимутальный угол, 𝜃 – угол падения. Плос-
кость падения совпадает с плоскостью 𝑥− 𝑧

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ìîùíîñòè îòðàæ¼ííîãî èçëó÷åíèÿ íóæíî âû-
ðàæåíèå (1.56) óìíîæèòü íà âîëíîâîé âåêòîð è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ýëå-
ìåíòàì òåëåñíîãî óãëà 𝑑Ω = 𝑟2 sin𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝛽. Çäåñü ìû ââåëè íåñòàíäàðòíûå
îáîçíà÷åíèÿ 𝛼 è 𝛽 äëÿ ïîëÿðíîãî è àçèìóòàëüíîãî óãëîâ â ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (ðèñ. 1.8), äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò óãëîâ ïàäåíèÿ
𝜃 è ñêîëüæåíèÿ 𝜙. Ïîñêîëüêó ïîòîê ïàäàþùåé ìîùíîñòè òàêæå áóäåò ïðî-
ïîðöèîíàëåí âîëíîâîìó âåêòîðó â òîé æå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ïëîùàäè
çåðêàëà 𝐿𝑥𝐿𝑦 è êîñèíóñó óãëà ïàäåíèÿ, äëÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïî
ìîùíîñòè ïîëó÷àåì

𝑅 = 4𝜋2

(︂
𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2

𝑘4
0

1

cos 𝜃

∫︁∫︁
1

𝑟2

1

𝑞2
𝑧

𝛿(𝑞𝑥) 𝛿(𝑞𝑦) 𝑟
2 sin𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝛽.

Âûðàçèì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ðàññåÿíèÿ ÷åðåç óãëû â ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò (ðèñ. 1.8):

𝑞𝑥 = 𝑘0 sin𝛼 cos 𝛽 − 𝑘0 sin 𝜃, 𝑞𝑦 = 𝑘0 sin𝛼 sin 𝛽 è 𝑞𝑧 = −𝑘0 cos𝛼− 𝑘0 cos 𝜃.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè äåëüòà-ôóíêöèé 𝛿(−𝑥) = 𝛿(𝑥) è 𝛿(𝑘𝑥) =
𝛿(𝑥)/|𝑘| è äëÿ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïîëó÷èì:

𝛿(𝑞𝑦) = 𝛿
(︀
𝑘0 sin𝛼 sin 𝛽

)︀
=

1

𝑘0 sin𝛼
𝛿(sin 𝛽) =

1

𝑘0 sin𝛼
𝛿(𝛽),

𝛿(𝑞𝑥) = 𝛿
(︀
𝑘0 sin𝛼 cos 𝛽 − 𝑘0 sin 𝜃

)︀
=

1

𝑘0

𝛿
(︀
sin𝛼− sin 𝜃

)︀
=

=
1

𝑘0

𝛿

(︂
2 sin

(︂
𝛼− 𝜃

2

)︂
cos

(︂
𝛼 + 𝜃

2

)︂)︂
=

1

𝑘0 cos 𝜃
𝛿(𝛼− 𝜃).
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Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (1.57) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑅 = 4𝜋2

(︂
𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2

𝑘4
0

1

cos 𝜃

∫︁∫︁
sin𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝛽

(cos 𝜃 + cos𝛼)2

𝛿(𝛼− 𝜃)

𝑘0 cos 𝜃

𝛿(𝛽)

𝑘0 sin𝛼
=

4𝜋2

(︂
𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2
1

cos2 𝜃

∫︁∫︁
𝑑𝛼 𝑑𝛽

(cos 𝜃 + cos𝛼)2
𝛿(𝛼 − 𝜃) 𝛿(𝛽).

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 𝛼 è 𝛽 ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â ìà-
ëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè (𝜃 → 𝜋/2 èëè 𝜙→ 0)

𝑅 =

(︂
𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2
𝜋2

cos4 𝜃
=

(︂
𝑒2𝑛0

𝑚0𝜔
2

)︂2
𝜋2

sin4 𝜙
. (1.58)
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Лекция 2. Отражение рентгеновского излучения

от многослойных структур

Многослойные рентгеновские зеркала: приближение однократного рассе-
яния. Приближение медленно меняющихся амплитуд. Эффект Бормана
и метод стоячих рентгеновских волн. Отражение рентгеновского излу-
чения от многослойных структур с шероховатыми границами раздела.

Êàê îòìå÷àëîñü â Ëåêöèè 1, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áîëü-
øèõ êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ðåíòãåíîâñêîãî
äèàïàçîíà îò ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäîãî òåëà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ýôôåê-
òà ïîëíîãî âíåøíåãî îòðàæåíèÿ. Îäíàêî, ïðè ýòîì óãîë ñêîëüæåíèÿ ïà-
äàþùåé âîëíû î÷åíü ìàë, ÷òî ñîçäàåò òðóäíîñòè ïðè ðàçðàáîòêå ñëîæíûõ
è êîìïàêòíûõ ìíîãîçåðêàëüíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóåìûõ â ðåíòãåíîâñêèõ ëè-
òîãðàôàõ, ìèêðîñêîïàõ è òåëåñêîïàõ (ñì., íàïðèìåð, [2.1�2.2]). Ìíîãîñëîé-
íûå èíòåðôåðåíöèîííûå çåðêàëà (ñâåðõðåø¼òêè), ïðèíöèï ðàáîòû êîòîðûõ
ìû ðàññìîòðèì â ýòîé ëåêöèè, ïîçâîëÿþò îáîéòè ýòè îãðàíè÷åíèÿ. Îñîáåí-
íîñòè ðàññåÿíèÿ âîëí íà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå áóäóò ðàññìîòðåíû
â Ëåêöèè 3.

2.1 Многослойные рентгеновские зеркала: приближение
однократного рассеяния

Ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ îò ïåðèîäè÷åñêîé
ñòðóêòóðû â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Ïðîôèëü ýëåê-
òðîííîé ïëîòíîñòè çàïèøåì â ïðîñòåéøåì âèäå

𝑛эл(𝑧) =

{︂
0 ïðè |𝑧| > 𝐿𝑧/2;
𝑛0 +Δ𝑛1 cos𝐾𝑧 ïðè |𝑧| < 𝐿𝑧/2.

(2.1)

Ñîîòíîøåíèå (2.1) ïðèáëèæåííî îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòè â ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðå îáùåé òîëùèíîé 𝐿𝑧, êîòîðàÿ ñîñòîèò
èç ÷åðåäóþùèõñÿ ñëî¼â ë¼ãêèõ è òÿæ¼ëûõ ýëåìåíòîâ ñ ëîêàëüíûìè ýëåê-
òðîííûìè êîíöåíòðàöèÿìè 𝑛0 − Δ𝑛1 è 𝑛0 + Δ𝑛1, ñîîòâåòñòâåííî, è ïå-
ðèîäîì 𝑑 = 2𝜋/𝐾, ãäå 𝐾 � âîëíîâîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäóëÿöèè
ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû (ðèñ. 2.1). Ïîäñòàâëÿÿ (2.1) â (1.14) è ñ÷èòàÿ, ÷òî
îòðàæàþùàÿ ïîâåðõíîñòü íåîãðàíè÷åíà â ëàòåðàëüíîé ïëîñêîñòè, íàõîäèì
àìïëèòóäó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàññåÿííîé âîëíû â áîðíîâñêîì ïðèáëè-
æåíèè

E(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′
𝑑𝑥′

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑦𝑦
′
𝑑𝑦′

𝐿𝑧/2∫︁
−𝐿𝑧/2

𝑛эл(𝑧
′)𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧

′
𝑑𝑧′,
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z
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Рис. 2.1. К постановке задачи рассеяния электромагнитных волн
на многослойной структуре с гармонической модуляцией элек-
тронной плотности по толщине, 𝐿𝑧 – толщина многослойной
структуры, 𝑑 – период

ãäå ïàðàìåòð 𝐴0(𝑟) îïðåäåë¼í ñîîòíîøåíèåì (1.19). Â ïðåäåëå 𝐿𝑥 → ∞
è 𝐿𝑦 → ∞ èìååì

E(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)(2𝜋)
2𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦)

𝐿𝑧/2∫︁
−𝐿𝑧/2

𝑛эл(𝑧
′)𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧

′
𝑑𝑧′. (2.2)

Âû÷èñëèì èíòåãðàë â âûðàæåíèè (2.2), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóðüå-
îáðàç îò ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, è ïîëó÷èì

𝐸(1)(r, 𝜔) = 𝐴0(𝑟)(2𝜋)
2𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦)

{︂
2𝑛0

𝑞𝑧
sin

𝑞𝑧𝐿𝑧

2
+

+
Δ𝑛1

(𝑞𝑧 −𝐾)
sin

(𝑞𝑧 −𝐾)𝐿𝑧

2
+

Δ𝑛1

(𝑞𝑧 +𝐾)
sin

(𝑞𝑧 +𝐾)𝐿𝑧

2

}︂
. (2.3)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (2.3) ñîîòâåòñòâóåò çåðêàëüíîìó îòðàæåíèþ îò
îäíîðîäíîé ñðåäû ñî ñðåäíåé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ 𝑛0. Âòîðîå è òðåòüå
ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè ýëåêòðîííîé ïëîòíî-
ñòè 𝑛1, èìåþò ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå,
êîòîðîå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè óñëîâèè 𝑞𝑧 ≃ 𝐾, îïèñûâàåò îòðàæåíèå
âîëíû, ïàäàþùåé èç 𝑧 = +∞, îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû. Òðåòüå ñëàãà-
åìîå ìàêñèìàëüíî ïðè óñëîâèè 𝑞𝑧 ≃ −𝐾 è îïèñûâàåò îòðàæåíèå âîëíû,
ïàäàþùåé èç 𝑧 = −∞ (ðèñ. 2.1).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî âåêòîð ðàññåÿíèÿ ðàâåí |𝑞𝑧| = 2𝑘0 cos 𝜃
[ñì. ôîðìóëó (1.16)], çàïèøåì óñëîâèå ðåçîíàíñíîãî ðàññåÿíèÿ â âèäå
2𝑘0 cos 𝜃 = 𝐾 èëè

2𝑑 cos 𝜃 = 𝜆, (2.4)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå äèôðàêöèè Áðýããà-Âóëüôà íà îäíî-
ìåðíîé ðåø¼òêå.
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θ

∆L = 2d cos θ

k0 k

Рис. 2.2. К выводу условия дифракции Брэгга 2𝑑 cos 𝜃 = 𝑚𝜆
для системы предельно тонких зеркально отражающих плоско-
стей, где 𝑑 – период сверхрешётки, 𝜆 – длина волны, 𝜃 – угол
падения, Δ𝐿 = 2𝑑 cos 𝜃 – оптическая разность хода лучей, отра-
жённых от двух соседних плоскостей (показана толстой линией
чёрного цвета), 𝑚 – целочисленный индекс

Çàìåòèì, ÷òî áîëåå ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ñ êîìáèíàöèåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê5

𝑛эл(𝑧) = 𝑛0 +
∑︁
𝑚

Δ𝑛𝑚 cos𝐾𝑚𝑧 ïðè |𝑧| < 𝐿𝑧/2, (2.5)

ãäå Δ𝑛𝑚 � àìïëèòóäà 𝑚-é ãàðìîíèêè ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäóëÿöèè ýëåê-
òðîííîé ïëîòíîñòè, 𝑚 � öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü îòðàæåíèå
âîëíû îò êàæäîé ãàðìîíèêè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â îòäåëüíîñòè, à ïî-
òîì ñëîæèòü ðåçóëüòàòû. Î÷åâèäíî, ÷òî àìïëèòóäó ïîëÿ ðàññåÿííîé âîëíû,
ñâÿçàííîé ñ îòðàæåíèåì îò 𝑚-é ãàðìîíèêè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, ìîæíî
ïîëó÷èòü èç ñîîòíîøåíèÿ (2.3) ïîñëå çàìåíû Δ𝑛1 → Δ𝑛𝑚 è 𝐾 → 𝐾𝑚. Ýòî
ïðèâîäèò íàñ ê óñëîâèþ äèôðàêöèè Áðýããà-Âóëüôà 𝑚-ãî ïîðÿäêà

2𝑑 cos 𝜃𝑚 = 𝑚𝜆, ãäå 𝑚 = 1, 2, . . . (2.6)

Ïðèìåð ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.3a.
Óñëîâèå äèôðàêöèè Áðýããà-Âóëüôà ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïðîñòûõ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ðèñ. 2.2), ðàññìàòðèâàÿ îïòè÷åñêóþ ðàçíîñòü õî-
äà äâóõ ëó÷åé Δ𝐿 = 2𝑑 cos 𝜃, îòðàæ¼ííûõ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè,
è ïðèðàâíèâàÿ å¼ öåëîìó ÷èñëó äëèí âîëí 𝑚𝜆 äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíñòðóê-
òèâíîé èíòåðôåðåíöèè. Èñïîëüçóÿ óãîë ñêîëüæåíèÿ 𝜙 = 𝜋/2− 𝜃, çàïèøåì
ñîîòíîøåíèå (2.6) â âèäå

2𝑑 sin𝜙𝑚 = 𝑚𝜆, ãäå 𝑚 = 1, 2, . . . (2.7)

5 Распределение (2.5) за счёт выбора коэффициентов разложения Δ𝑛𝑚 позволяет
описать распределение электронной плотности внутри многослойной структуры с пе-
реходными областями меньшей ширины, чем распределение (2.1).
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Рис. 2.3. (a) Пример графического решения уравнения (2.6), горизонтальные пунк-
тирные линии соответствуют величинам 𝑚𝜆/2𝑑 (построение выполнено для параметра
𝜆/𝑑 = 0.4). (b) Схематическое представление зависимости интенсивности рассеянного
излучения от угла скольжения 𝜙, которая может быть получена при измерениях под
углом зеркального отражения

Ïðè óñëîâèè 𝜆/𝑑 ≪ 1 ìîæíî ñ÷èòàòü sin𝜙𝑚 ≃ 𝜙𝑚. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè
ëåãêî îöåíèòü óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè áðýããîâñêèìè ïèêàìè

𝜙𝑚+1 − 𝜙𝑚 =
𝜆

2𝑑
.

Ïîñêîëüêó ïåðèîä ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî
áîëüøå ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ, òî óñëîâèå ¾ñâåðõðåø¼òî÷íîãî¿ ðåçîíàí-
ñà ðåàëèçóåòñÿ ïðè óãëàõ ñêîëüæåíèÿ ìíîãî ìåíüøèõ ðåçîíàíñíûõ óãëîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôðàêöèè îò êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé (ðèñ. 2.3b).
Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû äëÿ àíàëèçà
ðàññåÿíèÿ ìíîãîñëîéíûìè ñòðóêòóðàìè.

Îáñóäèì çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîé âîëíû îò òîëùèíû èäå-
àëüíîé ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (2.3) äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ðèñ. 2.1) àìïëèòóäà ðåçîíàíñíîãî ñëàãàåìîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì

𝑎(𝑞𝑧) =
Δ𝑛𝑚

(𝑞𝑧 +𝐾𝑚)
sin

(𝑞𝑧 +𝐾𝑚)𝐿𝑧

2
. (2.8)

Îòìåòèì, ÷òî 𝑎(𝑞𝑧) = 𝑛𝑚𝐿𝑧/2 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òî÷íîãî ðåçîíàíñà
𝑞𝑧 = −𝐾𝑚, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ìíîãîñëîéíîé ñòðóê-
òóðû àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áóäåò âîçðàñòàòü ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó ñëî¼â 𝑁 = 𝐿𝑧/𝑑. Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóê-
òóðû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ïîëÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ â 𝑁 2

ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ îò îäèíî÷íîé ïë¼íêè, ÷òî
íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ êîíñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèåé âîëí, îòðàæ¼í-
íûõ ðàçíûìè ñëîÿìè.
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Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà îöåíèòü õàðàêòåðíóþ ïîëóøèðèíó Δ𝜃 áðýã-
ãîâñêèõ äèôðàêöèîííûõ ïèêîâ. Ïóñòü 𝜃 = 𝜃𝑚 + Δ𝜃 � óãîë îòðàæåíèÿ,
à 𝜃𝑚 � âåëè÷èíà 𝑚-ãî áðýããîâñêîãî óãëà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (2.6).
Ïîñêîëüêó âáëèçè ðåçîíàíñà 𝑞𝑧 = −2𝑘0 cos 𝜃 = −(4𝜋/𝜆) cos(𝜃𝑚 + Δ𝜃)
è 𝐾 = 2𝜋/𝑑, òî

𝑎(𝑞𝑧) =
Δ𝑛𝑚

(𝑞𝑧 +𝐾𝑚)
sin

(︂
𝑞𝑧𝐿𝑧

2
+
𝐾𝑚𝐿𝑧

2

)︂
≃

≃ Δ𝑛𝑚
(𝑞𝑧 +𝐾𝑚)

sin

(︂
−2𝜋𝐿𝑧

𝜆
cos 𝜃𝑚 +

2𝜋𝐿𝑧

𝜆
sin 𝜃𝑚 ·Δ𝜃 + 𝜋𝑚𝐿𝑧

𝑑

)︂
≃

≃ Δ𝑛𝑚
(𝑞𝑧 +𝐾𝑚)

sin

(︂
2𝜋𝐿𝑧

𝜆
sin 𝜃𝑚 ·Δ𝜃

)︂
.

Ïåðâîå ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû𝐴(𝑞𝑧) äî íóëÿ ïðîèçîéäåò ïðè
òàêîé âåëè÷èíå Δ𝜃, ïðè êîòîðîé àðãóìåíò ñèíóñà áóäåò ðàâåí 𝜋, ïîýòîìó

Δ𝜃 ≃ 𝜆

2𝐿𝑧

1

sin 𝜃𝑚
. (2.9)

Îòìåòèì, ÷òî øèðèíà ðåçîíàíñíîãî áðýããîâñêîãî ïèêà (∼ 𝜆/𝐿𝑧) êàê
ïðàâèëî ìíîãî ìåíüøå óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè áðýããîâ-
ñêèìè ïèêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçëè÷íûì ãàðìîíèêàì (∼ 𝜆/𝑑) (ñì.
ðèñ. 2.3b). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè 𝐿𝑧 ≫ 𝑑 äëÿ îïèñàíèÿ ïåðâîãî
äèôðàêöèîííîãî ïèêà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ãàðìîíè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì
(2.1).

Ïîëó÷åííîå â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ âûðàæåíèå (2.8)
ïðåäñêàçûâàåò âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàññåÿííîé
âîëíû äî áåñêîíå÷íîñòè ïðè 𝐿𝑧 → ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çäðàâîìó ñìûñ-
ëó. Î÷åâèäíî, ÷òî âáëèçè áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû âîçðàñòàåò è åãî óæå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëûì,
÷òî ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ïðèáëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Ôèçè-
÷åñêàÿ ïðè÷èíà ðàñõîäèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåíåáðåæåíèè çàòóõàíèåì
ïàäàþùåé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïî ìåðå å¼ ïðîíèêíîâåíèÿ â ìíîãîñëîé-
íóþ ñòðóêòóðó. Ìû ïîêàæåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ÷òî òàêîå çàòóõàíèå íå
ñâÿçàíî ñ ïîãëîùåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, à îáóñëîâëåíî èñêëþ÷è-
òåëüíî îòðàæåíèåì îò âíóòðåííèõ ãðàíèö ðàçäåëà ñëî¼â â ìíîãîñëîéíîé
ñòðóêòóðå.

2.2 Приближение медленно меняющихся амплитуд

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå, êîòîðîå äëÿ ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû è 𝑠-
ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ èìååò âèä (1.26)

𝜕2𝐸𝑦

𝜕𝑧2
+ 𝑘2

0

(︁
𝜀(𝑧)− sin2 𝜃

)︁
𝐸𝑦 = 0. (2.10)
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Ðàññìîòðåííîå íàìè ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (2.1) äëÿ èçìåíåíèÿ ëî-
êàëüíîé ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âèäà

𝜀(𝑧) = 1− 4𝜋𝑒2𝑛эл(𝑧)

𝑚0𝜔
2

= 𝜀0 + 2𝜀1 cos𝐾𝑧, (2.11)

ãäå 𝜀0 = 1 − 4𝜋𝑒2𝑛0/(𝑚0𝜔
2) è 𝜀1 = −4𝜋𝑒2Δ𝑛1/(𝑚0𝜔

2). Äàëåå äëÿ îïðåäå-
ë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü 𝜀1 > 0.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå (2.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ìàòüå, îïè-
ñûâàþùåå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî íàøà
ïîïûòêà îïèñàòü ýòîò ðåçîíàíñ â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèâåëà ê ðàñ-
õîäèìîñòè [ñì. âûðàæåíèå (1.24)]. Ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.10) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé, âïåðâûå èñïîëüçî-
âàííûé äëÿ îïèñàíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ çåðêàë â ðàáîòå [2.3]. Áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.10) â âèäå äâóõ âñòðå÷íûõ íåîäíîðîäíûõ ïëîñêèõ
âîëí

𝐸𝑦(𝑧) = 𝐸1(𝑧) 𝑒
𝑖𝐾𝑧/2 + 𝐸2(𝑧) 𝑒

−𝑖𝐾𝑧/2, (2.12)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû 𝐸1(𝑧) è 𝐸2(𝑧) ÿâëÿþòñÿ ìåäëåí-
íûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàòû. Ïîäñòàâèì (2.11) è (2.12) â âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå (2.10) è ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì

𝑒𝑖𝐾𝑧/2

{︂
𝑖𝐾

𝑑𝐸1

𝑑𝑧
+ 𝑘2

0

(︀
𝜀0 − sin2 𝜃

)︀
𝐸1(𝑧) + 𝑘2

0 𝜀1𝐸2(𝑧)−
𝐾2

4
𝐸1(𝑧)

}︂
+

𝑒−𝑖𝐾𝑧/2

{︂
−𝑖𝐾 𝑑𝐸2

𝑑𝑧
+ 𝑘2

0

(︀
𝜀0 − sin2 𝜃

)︀
𝐸2(𝑧) + 𝑘2

0 𝜀1𝐸1(𝑧)−
𝐾2

4
𝐸2(𝑧)

}︂
+

+ 𝑘2
0 𝜀1 𝑒

3𝑖𝐾𝑧/2𝐸1(𝑧) + 𝑘2
0 𝜀1 𝑒

−3𝑖𝐾𝑧/2𝐸2(𝑧) = 0. (2.13)

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ (2.13) ìû ïðåíåáðåãëè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè
àìïëèòóä 𝑑2𝐸1/𝑑𝑧

2 è 𝑑2𝐸2/𝑑𝑧
2 âñëåäñòâèå îæèäàåìîé ìåäëåííîñòè èõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ èçìåíåíèé.
Ââåä¼ì ïàðàìåòð

𝛿 ≡ 𝑘2
0

(︀
𝜀0 − sin2 𝜃

)︀
− 𝐾2

4
, (2.14)

êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îò óñëîâèé òî÷íî-
ãî áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà (¾ðàññòðîéêà¿). Â ñàìîì äåëå, ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ 2𝑑 cos 𝜃1 = 𝜆, õàðàêòåðèçóþùåãî ðåçîíàíñíîå ðàññåÿíèå íà ïåðè-
îäè÷åñêîé ñòðóêòóðå, ïàðàìåòð 𝛿 ðàâåí íóëþ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
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óãëîâ âáëèçè ïåðâîãî áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà 𝜃 = 𝜃1 +Δ𝜃 ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå6

𝛿 ≃ −4𝜋2

𝜆𝑑
sin 𝜃1 ·Δ𝜃. (2.15)

Ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíîæåíèÿ âûðàæåíèÿ (2.13) íà 𝑒±𝑖𝐾𝑧/2 è èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðèîäó ñòðóêòóðû ìîæíî èñêëþ÷èòü áûñòðîîñöèëëèðó-
þùèå ñëàãàåìûå è ïåðåéòè ê ñèñòåìå òàê íàçûâàåìûõ óêîðî÷åííûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ àìïëèòóä âñòðå÷íûõ âîëí

𝑖𝐾
𝑑𝐸1

𝑑𝑧
+ 𝛿 · 𝐸1(𝑧) + 𝑘2

0 𝜀1𝐸2(𝑧) = 0, (2.16a)

−𝑖𝐾 𝑑𝐸2

𝑑𝑧
+ 𝛿 · 𝐸2(𝑧) + 𝑘2

0 𝜀1𝐸1(𝑧) = 0. (2.16b)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (2.16) îïèñûâàþò ïåðåðàñ-
ïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó ïðîõîäÿùåé è îòðàæ¼ííîé âîëíàìè, èíòåíñèâ-
íîñòü êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè. Ðàññìîòðåííîå íàìè âûøå ïðèáëèæåíèå îäíîêðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðåíåáðåæåíèþ âëèÿíèåì îòðàæ¼ííîé âîëíû íà ïðî-
õîäÿùóþ âîëíó, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè
(2.16a).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé (2.16) â ñëåäóþùåì âèäå

𝐸1(𝑧) = 𝐴1 𝑒
𝑖𝛾𝑧 è 𝐸2(𝑧) = 𝐴2 𝑒

𝑖𝛾𝑧, (2.17)

ãäå 𝛾 > 0 � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû âíóòðè ìíî-
ãîñëîéíîé ñòðóêòóðû. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäïîëàãàåìûé âèä ðåøåíèÿ (2.17) â
óðàâíåíèÿ (2.16), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåêðåìåí-
òà çàòóõàíèÿ 𝛾 è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àìïëèòóäàìè 𝐴1 è 𝐴2

(𝛿 −𝐾𝛾)𝐴1 + 𝑘2
0 𝜀1𝐴2 = 0, (2.18a)

𝑘2
0 𝜀1𝐴1 + (𝛿 +𝐾𝛾)𝐴2 = 0. (2.18b)

6 Для веществ в рентгеновском диапазоне 𝜀0 ≃ 1, поэтому

𝛿 = 𝑘20
(︀
1− sin2 𝜃

)︀
− 𝐾2

4
= 𝑘20 cos2 𝜃 − 𝐾2

4
=
(︁
𝜋

𝜆𝑑

)︁2 (︀
2𝑑 cos 𝜃 + 𝜆

)︀(︀
2𝑑 cos 𝜃 − 𝜆

)︀
.

Следовательно, параметр 𝛿 равен нулю при условии точного брэгговского резонанса
2𝑑 cos 𝜃1 = 𝜆. Если условие резонанса выполнено неточно и 𝜃 = 𝜃1 + Δ𝜃, то 2𝑑 cos 𝜃 ≃
2𝑑 cos 𝜃1− 2𝑑 sin 𝜃1 ·Δ𝜃, поэтому 2𝑑 cos 𝜃+𝜆 ≃ 2𝜆 и 2𝑑 cos 𝜃−𝜆 ≃ −2𝑑 sin 𝜃1 ·Δ𝜃. Отсюда
следует, что

𝛿 =
(︁
𝜋

𝜆𝑑

)︁2 (︀
2𝑑 cos 𝜃 + 𝜆

)︀(︀
2𝑑 cos 𝜃 − 𝜆

)︀
≃ − 𝜋2

𝜆2𝑑2
· 2𝜆 · 2𝑑 sin 𝜃1 ·Δ𝜃 ≃ −4𝜋2

𝜆𝑑
sin 𝜃1 ·Δ𝜃.
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Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.18a)
ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ äåòåðìèíàíòà ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû, îòêóäà ñëåäóåò

𝛾2 =
𝛿2 − (𝑘2

0 𝜀1)
2

𝐾2
. (2.19)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè |𝛿| > 𝑘2
0 𝜀1, òî 𝛾

2 > 0 è â ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðå ìî-
ãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåãóùèå âîëíû, ïåðåíîñÿùèå ýíåðãèþ îò ïîâåðõíîñòè
ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû ê ïîäëîæêå (ðèñ. 2.4). Ýòî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ðåçêîìó ïàäåíèþ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðè ñóùåñòâåííîì îòêëîíåíèè
îò óñëîâèé áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà (ðèñ. 2.5).

-1 0 1
δ/k20ε1

0

1

2

K
γ
/k

2 0
ε 1

γ2 > 0 γ2 < 0 γ2 > 0

Re γ Im γ Re γ

Рис. 2.4. Зависимость действительной и мнимой частей 𝛾 в зави-
симости от нормированной расстройки 𝛿/(𝑘20𝜀1)

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå |𝛿| < 𝑘2
0 𝜀1 ðåøåíèÿìè äèñïåðñèîííîãî óðàâ-

íåíèÿ (2.19) ÿâëÿþòñÿ ìíèìûå âåëè÷èíû: 𝛾 = 𝑖𝛾*, ãäå

𝛾* =
𝑘2

0𝜀1

𝐾

√︃
1− 𝛿2

𝑘4
0𝜀

2
1

. (2.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, âáëèçè áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà (ïðè óñëîâèè |𝛿| < 𝑘2
0 𝜀1)

â ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëèøü ýêñïîíåíöèàëüíî íà-
ðàñòàþùèå è çàòóõàþùèå ðåøåíèÿ ñ ìíèìûì âîëíîâûì âåêòîðîì (ðèñ. 2.4),
÷òî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåæèìó ïî÷òè ïîëíîãî îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû (ðèñ. 2.5). Ïàðàìåòð 𝐿экс ≡ 1/𝛾*

íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýêñòèíêöèè è îïèñûâàåò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ëîêà-
ëèçàöèè íåîäíîðîäíûõ âîëí âáëèçè ïîâåðõíîñòè. Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî
ïîãëîùåíèå â äàííîé çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ è ïîëó÷åííîå çàòóõàíèå
ïàäàþùåé âîëíû îáóñëîâëåíî îòðàæåíèåì îò âíóòðåííèõ ãðàíèö ðàçäåëà.
Ìàñøòàá èçìåíåíèÿ àìïëèòóä âñòðå÷íûõ âîëí ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
òî÷íîãî áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà (ïðè 𝛿 = 0) 𝐿экс = 𝐾/(𝑘2

0𝜀1) = 𝜆2/(2𝜋𝑑𝜀1)
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Рис. 2.5. Схематическое представление зависимости коэффици-
ента отражения 𝑅 и фазового сдвига 𝜙* от нормированной рас-
стройки 𝛿/𝑘20𝜀1 в пределах брэгговского резонанса [см. соотноше-
ние (2.22)]

ìîæåò áûòü ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà ñòðóêòóðû 𝑑 è äëèíû âîëíû 𝜆, ïîñêîëü-
êó àìïëèòóäà ïåðâîé ôóðüå-ãàðìîíèêè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè 𝜀1

â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå î ìåäëåííîñòè èçìåíåíèÿ àìïëèòóä âñòðå÷íûõ âîëí îïðàâ-
äàííî. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò èçáàâèòü-
ñÿ îò ðàñõîäèìîñòè ïðè âûïîëíåíèè ðåçîíàíñíîãî áðýããîâñêîãî óñëîâèÿ.
Â îòñóòñòâèå ïîãëîùåíèÿ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóê-
òóðû äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå, åñëè òîëùèíà ñòðóêòóðû ñóùåñòâåííî
ïðåâîñõîäèò äëèíó ýêñòèíêöèè, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåíèå îäíîêðàòíîãî
ðàññåÿíèÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóð â ïðåäåëå ìàëîé òîë-
ùèíû (𝐿𝑧 ≪ 𝐿экс).

2.3 Эффект Бормана и метод стоячих рентгеновских волн

Îáñóäèì âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè ìíîãî-
ñëîéíîé ñòðóêòóðû äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé îòñòðîéêè îò áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà
(|𝛿| < 𝑘2

0 𝜀1). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîëùèíà ñâåðõðåø¼òêè ñóùåñòâåííî
ïðåâûøàåò äëèíó ýêñòèíêöèè: 𝐿𝑧 ≫ 𝜆2/(2𝜋𝑑𝜀1). Ýòî äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò
íàì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàòóõàþùèå ïðè 𝑧 → ∞ ðåøåíèÿ âèäà

𝐸1(𝑧) = 𝐴1 𝑒
−𝛾*𝑧 è 𝐸2(𝑧) = 𝐴2 𝑒

−𝛾*𝑧 (2.21)

è ïðåíåáðå÷ü âîëíàìè, íàðàñòàþùèìè ïðè 𝑧 → ∞. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè |𝛿| < 𝑘2

0 𝜀1 êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ áóäåò
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ðàâåí åäèíèöå. Ïîäñòàâèì (2.21) â óðàâíåíèå (2.16a) è ïîñëå íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé7 íàõîäèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí

𝐴2 = −(𝛿 − 𝑖𝐾𝛾*)

𝑘2
0 𝜀1

𝐴1 = −𝑒−𝑖𝜙*
𝐴1,

ãäå

𝜙* = arctg

(︂
𝐾𝛾*

𝛿

)︂
= arctg

⎧⎨⎩
(︂
𝑘2

0𝜀1

𝛿

)︂√︃
1−

(︂
𝛿

𝑘2
0𝜀1

)︂2

⎫⎬⎭ (2.22)

åñòü ôàçîâûé ìíîæèòåëü.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.12), ïîëó÷àåì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè

ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû

𝐸𝑦(𝑧) = 𝐸1(𝑧) 𝑒
𝑖𝐾𝑧/2 + 𝐸2(𝑧) 𝑒

−𝑖𝐾𝑧/2 =

= 𝐴1 𝑒
−𝛾*𝑧

(︁
𝑒𝑖𝐾𝑧/2 − 𝑒−𝑖𝜙*

𝑒−𝑖𝐾𝑧/2
)︁
=

= 2𝐴1 𝑒
−𝛾*𝑧 𝑒−𝑖𝜙*/2 cos

(︂
𝐾𝑧

2
+
𝜙*

2

)︂
. (2.23)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàäðàò ìîäóëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàòóõàþùóþ ñòîÿ÷óþ âîëíó

|𝐸𝑦(𝑧)|2 = 2|𝐴1|2 𝑒−2𝛾*𝑧
(︁
1 + cos(𝐾𝑧 + 𝜙*)

)︁
, (2.24)

ïðè ýòîì ôàçà 𝜙* îïðåäåëÿåò ñäâèã ïó÷íîñòåé |𝐸𝑦(𝑧)|2 îòíîñèòåëüíî ìàê-
ñèìóìîâ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè 𝜀(𝑧). Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå (2.24) â âèäå ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé Òàììà � Øîêëè, êîòîðûå
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â Ëåêöèè 6.

Íà ðèñ. 2.5 ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà îò-
ðàæåíèÿ 𝑅 è ôàçîâîãî ñäâèãà 𝜙* îò âåëè÷èíû íîðìèðîâàííîé ðàññòðîéêè
𝛿/𝑘2

0𝜀1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåçíà÷èòåëüíûì îòêëîíåíèåì óãëà ïàäåíèÿ îò óñëî-
âèÿ òî÷íîãî áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà ìîæíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì èçìåíÿòü
𝜙 îò íóëÿ (ïðè 𝛿/𝑘2

0𝜀1 = 1) äî 𝜋 (ïðè 𝛿/𝑘2
0𝜀1 = −1), ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü

âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïó÷íîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè (ðèñ. 2.6). Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñóùå-
ñòâîâàíèå ýôôåêòîâ ïîãëîùåíèÿ, òî èõ èíòåíñèâíîñòü áóäåò ñóùåñòâåííî
çàâèñåòü îò ôàçû 𝜙. Ýòî ïðèâîäèò ê àñèììåòðèè ðåçîíàíñíîãî ïèêà èç-çà
ðàçíèöû ïîãëîùåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ïðè óãëàõ áîëüøå è ìåíüøå

7Напоминаем, что 𝑎± 𝑖𝑏 =
√
𝑎2 + 𝑏2 𝑒±𝑖 arctg 𝑏/𝑎. Несложно убедиться в том, что

согласно определению (2.20) выражение
√︀

(𝛿/𝑘20 𝜀1)
2 + (𝐾𝛾*/𝑘20 𝜀1)

2 равно единице.
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ε(z)

z

|Ey(z)|2

Рис. 2.6. Схематичное представление пространственных распре-
делений диэлектрической проницаемости 𝜀(𝑧) (толстая сплош-
ная линия) и квадрата модуля электрического поля |𝐸𝑦(𝑧)|2 для
𝛿/𝑘20𝜀1 = 0.5 (тонкая сплошная линия) и 𝛿/𝑘20𝜀1 = −0.5 (тонкая
пунктирная линия)

ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ. ßâëåíèå ¾äèíàìè÷åñêîãî ïðîñâåòëåíèÿ¿ â êðèñòàë-
ëàõ èçâåñòíî äàâíî è ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïî èìåíè ñâîåãî ïåðâîîòêðûâàòå-
ëÿ � ýôôåêò Áîðìàíà (G. Bormann) (íàïðèìåð, [2.4]). Íà ýôôåêòå ñìåùå-
íèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî àòîìíûõ ïëîñêîñòåé
îñíîâàí ìåòîä èçó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â êðèñòàë-
ëàõ è èñêóññòâåííûõ òîíêîïë¼íî÷íûõ ñòðóêòóðàõ, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå
ìåòîäà ñòîÿ÷èõ âîëí [2.5].

2.4 Отражение рентгеновского излучения от многослойных
структур с шероховатыми границами раздела

Êðàòêî îáñóäèì âîïðîñ î âëèÿíèè øåðîõîâàòîñòåé íà îñîáåííîñòè ðàñ-
ñåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ îò ìíîãîñëîéíûõ çåðêàë. Ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàññåÿíèåì îò îäíîé ïîâåðõíîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âî-
ïðîñ î âçàèìíîé êîððåëÿöèè íåðîâíîñòåé ðàçëè÷íûõ èíòåðôåéñîâ. Ìîæ-
íî âûäåëèòü äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ. Åñëè øåðîõîâàòîñòè ãðàíèö ðàçäåëà
ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî òàêèå èíòåðôåéñû íàçûâàþòñÿ ¾íåêîððåëè-
ðîâàííûìè¿. Åñëè íåðîâíîñòè ïîâòîðÿþò äðóã äðóãà è õàðàêòåðèçóþòñÿ
åäèíñòâåííîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé 𝜉(𝑥, 𝑦), îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ ãðàíèö, òî
ãîâîðÿò î ¾êîððåëèðîâàííûõ¿ øåðîõîâàòîñòÿõ (ðèñ. 2.7). Ýòîò ñëó÷àé âà-
æåí ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ
äëÿ ìíîãîñëîéíûõ òîíêîïë¼íî÷íûõ ñòðóêòóð.

Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â ñëó÷àå êîððåëèðîâàííûõ øå-
ðîõîâàòîñòåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝑛эл(𝑧) =

{︂
0 ïðè |𝑧 + 𝜉(𝑥, 𝑦)| > 𝐿𝑧/2,
𝑛0 +Δ𝑛1 cos

(︀
𝐾(𝑧 − 𝜉(𝑥, 𝑦))

)︀
ïðè |𝑧 − 𝜉(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐿𝑧/2.

(2.25)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.25) â (1.14), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿí-
íîãî ïîëÿ, àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèþ (1.31). Â ïðåäåëå ¾ìàëûõ¿ øåðîõîâà-
òîñòåé |𝑞𝑧|𝜎 ≪ 1 ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïî÷òè
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çåðêàëüíîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðîå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
зерк

=
|𝐴0(𝑟)|2

𝑞2
𝑧

(1− 𝑞2
𝑧𝜎

2)×

×
𝐿𝑥/2∫︁

−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑥
′+𝑖𝑞𝑥𝑥

′′
𝑒−𝑖𝑞𝑦𝑦

′+𝑖𝑞𝑦𝑦
′′
𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥′′𝑑𝑦′′×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐿𝑧/2∫︁
−𝐿𝑧/2

𝑛эл(𝑧
′) 𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧

′
𝑑𝑧′

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2

∝ (1− 𝑞2
𝑧𝜎

2)

𝑞2
𝑧

𝐿𝑥𝐿𝑦𝛿(𝑞𝑥)𝛿(𝑞𝑦),

ãäå 𝑞𝑥 è 𝑞𝑦 � ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ðàññåÿíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî
òàêîå èçëó÷åíèå áóäåò èìåòü ìàêñèìàëüíóþ èíòåíñèâíîñòü ïîä óãëîì, ðàâ-
íûì óãëó ïàäåíèÿ (𝑞𝑥 = 0 è 𝑞𝑦 = 0), íåçàâèñèìî îò åãî âåëè÷èíû.

Äëÿ äèôôóçíîé êîìïîíåíòû ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

⟨︀⃒⃒
E(1)

⃒⃒2⟩︀
дифф

= |𝐴0(𝑟)|2 𝜎2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐿𝑧/2∫︁
−𝐿𝑧/2

𝑛эл(𝑧
′) 𝑒−𝑖𝑞𝑧𝑧

′
𝑑𝑧′

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2

×

×
𝐿𝑥/2∫︁

−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2∫︁
−𝐿𝑥/2

𝐿𝑦/2∫︁
−𝐿𝑦/2

𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥′′𝑑𝑦′′×

× exp

(︂
−𝑖𝑞𝑥(𝑥′ − 𝑥′′)− 𝑖𝑞𝑦(𝑦

′ − 𝑦′′)− (𝑥′ − 𝑥′′)2

ℓ2
− (𝑦′ − 𝑦′′)2

ℓ2

)︂
,

ãäå 𝑞𝑧 � ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ðàññåÿíèÿ. Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåííûì â ïîñëåäíåì ðàçäåëå Ëåêöèè 1, ïîëó÷àåì
ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ äëÿ îäíîãî èç áðýããîâñêèõ ðåçîíàíñîâ

⟨︀⃒⃒
𝐸(r, 𝜔)

⃒⃒2⟩︀
дифф

= |𝐴0(𝑟)|2
(︂

Δ𝑛1

(𝑞𝑧 +𝐾)
sin

(︂(︀
𝑞𝑧 +𝐾

)︀ 𝐿𝑧

2

)︂)︂2

×

× 𝜎2𝜋ℓ2𝐿2
𝑥𝐿

2
𝑦 exp

(︃
−
(𝑞2

𝑥 + 𝑞2
𝑦)ℓ

2

4

)︃
, (2.26)

ãäå 𝜎 è ℓ � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå è êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ øåðîõîâàòî-
ñòåé [ñì. ôîðìóëó (1.30)]. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå äèôôóçíî ðàññåèâàåìûõ
âîëí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì òîëùèíû çåðêàëà 𝐿𝑧 è êîððåëÿöèîííîãî
ðàäèóñà ℓ. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ℓ ≫ 𝐿𝑧 âñå ðàññåÿííûå îäíèì èí-
òåðôåéñîì âîëíû ïîïàäàþò â îáëàñòü ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñíîãî óñèëåíèÿ
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ðàññåÿíèÿ ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðîé, è òîãäà èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî
èçëó÷åíèÿ áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà 𝐿2

𝑧, ïîäîáíî çåðêàëàì ñ èäåàëüíîé ïî-
âåðõíîñòüþ.

x

z

ξ(x, y)

k0

� �

σ

Рис. 2.7. Схематическое представление рассеяния рентгеновского
излучения многослойной структурой с «коррелированными» ше-
роховатостями

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ìíîãîñëîéíûå ñòðóêòóðû ñ ïåðèîäè÷åñêîé
ìîäóëÿöèåé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, ìîæíî äîáèòüñÿ áîëüøèõ êîýôôèöè-
åíòîâ îòðàæåíèÿ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ñêà÷îê äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè íà ãðàíèöå äâóõ ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîãîñëîéíóþ ñòðóê-
òóðó, ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ðàçâèòèÿ íîâîãî
íàïðàâëåíèÿ � ìíîãîñëîéíîé ðåíòãåíîâñêîé îïòèêè. Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ òðåáóåòñÿ èçãîòîâèòü ìíîãîñëîéíóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç ÷å-
ðåäóþùèõñÿ ñëî¼â ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè îñàæäå-
íèÿ óëüòðàòîíêèõ ñëî¼â â âàêóóìå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýôôåê-
òà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìàòåðèàëû ñ ðàçíîé êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ
è âûáèðàòü îäèí ìàòåðèàë èç íà÷àëà ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû (C, Si, Be. . .)
è èç êîíöà òàáëèöû (W, Mo. . .) ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû. ×èñëî ïåðèîäîâ
ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé çàòóõàíèÿ è íå äîëæíî ïðå-
âûøàòü äëèíû ýêñòèíêöèè. Ïåðèîä ñòðóêòóðû ïðè çàäàííîì óãëå ïàäåíèÿ
è çàäàííîé äëèíå âîëíû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì äè-
ôðàêöèè Áðýããà. Íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì ñäåëàòü ìíîãîñëîéíîå çåðêàëî,
îòðàæàþùåå èçëó÷åíèå ñ äëèíîé âîëíû 𝜆 = 0.15 íì ïðè óãëå ïàäåíèÿ 88∘,
òî ïåðèîä ñòðóêòóðû äîëæåí áûòü ðàâåí 2𝑑 = 𝜆/ cos 𝜃 ≃ 4.5 íì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òðåáóåòñÿ íàïûëèòü ìíîãîñëîéíóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç ñîòåí
÷åðåäóþùèõñÿ ïë¼íîê, òîëùèíà êàæäîé èç êîòîðûõ ïîðÿäêà äâóõ íàíî-
ìåòðîâ, ñ ïðåäåëüíî ìàëîé øåðîõîâàòîñòüþ. Êàê áûëî ïîêàçàíî â Ëåêöèè
1, êîýôôèöèåíò çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ðî-
ñòîì äèñïåðñèè øåðîõîâàòîñòåé êàê 𝑅 = 𝑅0 𝑒

−𝑞2𝑧𝜎
2

, ãäå 𝑅0 � êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèÿ îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû ñ èäåàëüíûìè ãðàíèöàìè ðàçäå-
ëà ïë¼íîê. Ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ óìåíü-

49



Рис. 2.8. Результаты исследования структуры поперечных срезов многослойных сверх-
решёток на основе молибдена (Mo) и бериллия (Be) методом просвечивающей электрон-
ной микроскопии [2.2]. Светлые полосы соответствуют слоям более лёгкого и прозрачно-
го материала (Be), тёмные полосы соответствуют слоям более тяжёлого и непрозрачного
материала (Mo)

øèòñÿ â 𝑒 = 2.7 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíûì ïðè âûñîòå øåðîõîâàòî-
ñòåé 𝜎 ∼ 0.3 íì (ïîðÿäêà ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè). Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü,
÷òî óäîâëåòâîðèòü ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì ïðè íàïûëåíèè ïë¼íîê íåëü-
çÿ. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåä¼ííûå â 70�80-õ ãã. ÕÕ âåêà â ðàçëè÷-
íûõ íàó÷íûõ ãðóïïàõ, îïðîâåðãëè ýòî îïàñåíèå (ðèñ. 2.8). Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ìîæíî ïîëó÷àòü êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ & 50% (ðèñ. 2.9). Ìíîãî-
ñëîéíûå ðåíòãåíîâñêèå çåðêàëà ÿâëÿþòñÿ ÿðêèì ïðèìåðîì íàíîñòðóêòóð
ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, äëÿ ñîçäàíèÿ êîòîðûõ òðåáóþòñÿ çíàíèÿ î ðîñòå
òîíêèõ ïë¼íîê, äèôôóçèîííûõ ïðîöåññàõ íà ãðàíèöàõ è äð. ×àñòü ýòèõ
âîïðîñîâ áóäåò ðàññìîòðåíà äàëåå.

Íà ðèñ. 2.8 ïðåäñòàâëåíû òèïè÷íûå ìèêðîôîòîãðàôèè ïîïåðå÷íîé
ñòðóêòóðû ìíîãîñëîéíûõ ðåíòãåíîâñêèõ çåðêàë Ìî/Be, îáëàäàþùèõ âûñî-
êèì ñòðóêòóðíûì ñîâåðøåíñòâîì. Íà ðèñ. 2.9 ïðèâåäåíà òèïè÷íàÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò óãëà ñêîëüæåíèÿ,
íà êîòîðîé õîðîøî âèäíû îáëàñòü ïîëíîãî âíåøíåãî îòðàæåíèÿ è äèôðàê-
öèîííûå ìàêñèìóìû ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.26) ñëåäóåò, ÷òî óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè
äèôôóçíîãî ðàññåÿíèÿ èìååò äâà ìàêñèìóìà. Îäèí ìàêñèìóì ñîîòâåòñòâó-
åò óãëó çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ (𝑞𝑥 = 0 è 𝑞𝑦 = 0). Âòîðîé ìàêñèìóì ñîîò-
âåòñòâóåò òàêîìó óãëó îòðàæåíèÿ, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ áðýããîâñêîå
óñëîâèå 𝑞𝑧+𝐾 = 0, ïðè ýòîì óãîë îòðàæåíèÿ âîâñå íå ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ.
Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå êâàçèáðýããîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è íàáëþäà-
ëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî (ðèñ. 2.10). Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãîë
ïàäåíèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò óãëà Áðýããà. Â ýòîì ñëó÷àå áîëüøàÿ ÷àñòü
èçëó÷åíèÿ â ïðîöåññå äèôôóçíîãî ðàññåÿíèÿ âîëí áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
âáëèçè óãëà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ. Îäíàêî ðàññåÿííûå íà áîëüøèå óãëû
âîëíû ïîïàäàþò â îáëàñòü èíòåðôåðåíöèîííîãî óñèëåíèÿ ñâåðõðåø¼òêè,
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Рис. 2.9. Зависимость коэффициента отражения 𝑅 от угла скольжения 𝜙 = 𝜋/2 − 𝜃,
измеренная под углом зеркального отражения (так называемый 𝜃−2𝜃 скан) для струк-
туры Mo/Be c периодом 𝑑 = 5.75 нм, 𝜆 = 0.154 нм [2.2]. Цифры 1 − 5 соответствуют
порядковому номеру брэгговского резонанса, заштрихованная область соответствует
диапазону углов полного внешнего отражения. Уменьшение амплитуды дифракцион-
ных пиков с увеличением номера резонанса связано с уменьшением амплитуды высших
фурье-компонент диэлектрической восприимчивости 𝜒𝑛
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Рис. 2.10. Угловые зависимости интенсивности диффузного рассеяния
для многослойной структуры W/B4C (период 𝑑 = 1.31 нм, длина волны
𝜆 = 0.154 нм, число периодов 𝑁 = 500). Измерения выполнены для задан-
ного угла падения, близкого к углу первого брэгговского резонанса. Левый
максимум соответствует зеркальному отражению, правый максимум – ква-
зибрэгговскому пику [2.6]

÷òî è ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ äâóõ ìàêñèìóìîâ.
Îòìåòèì, ÷òî âçàèìîâëèÿíèå ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ è êîýôôèöèåíòà îò-
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ðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñõîæåìó ÿâëåíèþ â îáëàñòè ïîëíîãî âíåøíåãî îòðàæå-
íèÿ ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé, ïîëó÷èâøåìó íàçâàíèå ïèêà Èîíåäû (Y. Yoneda).
Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â ìîíîãðàôèè [2.7].
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Лекция 3. Рассеяние электронов на кристаллах

Рассеяние электронных волн на неоднородном электрическом потенци-
але. Приближение однократного рассеяния: условие Лауэ и построение
Эвальда. Просвечивающая электронная микроскопия и дифрактометрия.
Рассеяние электронов на двумерном потенциале. Дифракция медленных
электронов. Дифракция быстрых электронов.

Ïðè àíàëèçå îñîáåííîñòåé îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ðåíòãå-
íîâñêîãî äèàïàçîíà â Ëåêöèÿõ 1 è 2 ìû îáîøëè âíèìàíèåì âîïðîñ î ðàñ-
ñåÿíèè âîëí íà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå òâ¼ðäûõ òåë. Òàêèå ïðîöåññû
áóäóò îñîáåííî âàæíû ïðè çîíäèðîâàíèè êðèñòàëëà êîðîòêîâîëíîâûì èç-
ëó÷åíèåì ñ äëèíîé âîëíû ïîðÿäêà 0.1−0.5íì ïîä áîëüøèìè óãëàìè ñêîëü-
æåíèÿ8 ïî îòíîøåíèþ ê íèçêîèíäåêñíûì àòîìíûì ïëîñêîñòÿì â îòëè÷èå
îò ðàññìîòðåííîãî íàìè ¾ìàëîóãëîâîãî¿ ðàññåÿíèÿ, êîãäà õîðîøî ðàáîòàåò
ïðèáëèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû.

Êðîìå ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé
ñòðóêòóðû òâ¼ðäûõ òåë øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ýëåêòðîííîé äèôðàê-
öèè [3.1�3.5]. Îöåíèì äåáðîéëåâñêóþ äëèíó âîëíû íåðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåê-
òðîíîâ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ 𝐸 = 𝑝2/(2𝑚0) è 𝑝 = ~𝑘 (ãäå 𝑚0 � ìàññà
ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà), ïîëó÷àåì

𝜆 =
2𝜋

𝑘
=

2𝜋~√︀
2𝑚0𝐸

≃

≃ 6.67 · 10−34Äæ · ñ√︀
2 · 9.1 · 10−31 êã · 1.6 · 10−19𝐸[ýÂ] Äæ

≃ 1.2√︀
𝐸[ýÂ]

íì.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå äëÿ íèçêîýíåðãåòè÷íûõ (ìåäëåííûõ) ýëåêòðîíîâ
ñ ýíåðãèåé ïîðÿäêà 30 ýÂ äëèíà ýëåêòðîííîé âîëíû ðàâíà 0.2 íì è ñðàâíèìà
ñ ïîñòîÿííîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ðåíòãåíîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà, êàê
ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëîâ è
òîíêèõ ïë¼íîê â ñèëó èñêëþ÷èòåëüíîé ìàëîñòè ñêà÷êà äèýëåêòðè÷åñêîé
âîñïðèèì÷èâîñòè íà ïîâåðõíîñòè9. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ýòîé ëåêöèè, ìå-

8Согласно выражению (2.7) углы скольжения, соответствующие резонансному рас-
сеянию коротковолнового излучения на многослойной сверхрешётке с периодом 𝑑, опре-
деляются соотношением 𝜓𝑚 ≃ 𝑚𝜆/(2𝑑). Углы скольжения для резонансного рассеяния
на кристаллической структуре будут определяться соотношением 𝜙′

𝑚 ≃ 𝑚𝜆/(2𝑎), где
𝑎 – расстояние между соседними атомными плоскостями. Следовательно, если 𝑎 ≪ 𝑑,
то 𝜙′

𝑚 ≫ 𝜙𝑚 для каждого брэгговского резонанса.
9Исключением является техника рентгеновской дифрактометрии под скользящими

углами 𝜙 < 𝜙𝑐, где 𝜙𝑐 – критический угол полного внешнего отражения (см. Лекцию 1).
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òîäû ýëåêòðîííîé äèôðàêöèè ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü êàê îáú¼ìíóþ êðè-
ñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó îáðàçöà, òàê è ïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ïî-
âåðõíîñòè (òàê íàçûâàåìûå ðåêîíñòðóêöèè10) ïðè óñëîâèè, ÷òî òàêèå ýêñ-
ïåðèìåíòû ïðîâîäÿòñÿ â ñâåðõâûñîêîì âàêóóìå.

3.1 Рассеяние электронных волн на неоднородном
электрическом потенциале

Îáñóäèì îñîáåííîñòè êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí â ñè-
ñòåìå ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Èñ-
ïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà divE(r) = 4𝜋𝜌(r) è ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ è ïîòåíöèàëà E(r) = −∇𝜙(r), íàõîäèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà 𝜙(r) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Δ𝜙(r) = −4𝜋 𝜌(r),

ãäå 𝜌(r) = 𝜌ион(r) − 𝜌эл(r) � ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûì èîííûìè îñòîâàì è îòðèöàòåëü-
íî çàðÿæåííûì ýëåêòðîíàì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ îá-
ðàçöîâ ïåðèîäè÷íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäè÷-
íîñòüþ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè. Äëÿ îáðàçöîâ ñ èçâåñòíîé êðèñòàëëè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé ðàñïðåäåëåíèå 𝜙(r) ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòî÷íèêè íåîäíîðîäíîãî ïîòåíöèàëà (àòîìû èëè
ìîëåêóëû) ëîêàëèçîâàíû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññåÿíèå ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì ñ âûïîëíåíèåì çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
ñâîéñòâà ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà �̂�𝜓(r) = 𝐸𝜓(r)
ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé 𝑈(r) = 𝑒𝜙(r)

− ~2

2𝑚0

Δ𝜓(r) + 𝑒𝜙(r)𝜓(r) = 𝐸 𝜓(r), (3.1)

Такая методика требует проведения измерений по малоугловому рассеянию рентгенов-
ского излучения на поверхности кристаллов в условиях сверхвысокого вакуума с высо-
кой точностью контроля наклона образца [3.1].

10Для атомов на поверхности кристалла часть химических связей, направленных
от поверхности в сторону вакуума, оказывается нарушенными (незаполненными). Та-
кое представление может быть полезным для понимания того обстоятельства, почему
поверхность кристалла обладает избыточной энергией поверхностного натяжения (см.
Лекцию 9). Стремление системы к минимуму полной энергии может инициировать пере-
стройку кристаллической структуры одного или нескольких приповерхностных слоёв,
которая может оказаться отличной от кристаллической структуры объёмного кристал-
ла. Такой процесс называется реконструкцией поверхности. Подробное описание ти-
пичных реконструированных поверхностей для металлических и полупроводниковых
кристаллов дано в монографии [3.1].
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Рис. 3.1. К постановке задачи о рассеянии электронной волны на кри-
сталлической структуре: k0 – волновой вектор падающей плоской вол-
ны; k – волновой вектор рассеянной волны в точке наблюдения с коор-
динатой r; r′ – радиус-вектор, соответствующий положению текущего
элементарного рассеивающего объёма

ãäå 𝑒 = −|𝑒| � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä. Âäàëè îò îáðàçöà ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë ìîæíî âûáðàòü ðàâíûì íóëþ, òîãäà â ýòîé îáëàñòè óðàâíåíèå (3.1)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

−Δ𝜓0(r) =
2𝑚0𝐸

~2
𝜓0(r). (3.2)

Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.2) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå áåãóùèå âîë-
íû ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû

𝜓0(r) = 𝑒𝑖k0·r (3.3)

ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k0, ãäå 𝑘0 ≡ |k0| =
√
2𝑚0𝐸/~.

Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (3.1) êàê ñóïåðïîçè-
öèþ ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû 𝜓0(r) è ðàññåÿííîé âîëíû Φ(r). Ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè ïðåäïîëàãàåìîãî ðåøåíèÿ 𝜓(r) = 𝜓0(r) + Φ(r) â óðàâíåíèå (3.1)
ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà äëÿ ôóíêöèè Φ(r)(︁

Δ+ 𝑘2
0

)︁
Φ(r) =

2𝑚0𝑒

~2
𝜙(r)𝜓(r). (3.4)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñâ¼ðòêè ôóíêöèè Ãðè-
íà òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà 𝐺(r, r′) (ñì. Ïðèëîæåíèå 1 ê Ëåê-
öèè 1) è ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.4)

Φ(r) = −
∫︁∫︁∫︁

1

4𝜋 |r− r′|
𝑒𝑖𝑘0 |r−r′| · 2𝑚0𝑒

~2
𝜙(r′)𝜓(r′) 𝑑r′,
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ãäå r � êîîðäèíàòà òî÷êè íàáëþäåíèÿ, r′ � òåêóùàÿ êîîðäèíàòà âíóòðè ðàñ-
ñåèâàþùåãî îáú¼ìà, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå (ðèñ. 3.1).
Äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè 𝜓(r) ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

𝜓(r) = 𝜓0(r)−
𝑚0𝑒

2𝜋~2

∫︁∫︁∫︁
1

|r− r′|
𝑒𝑖𝑘0 |r−r′| 𝜙(r′)𝜓(r′) 𝑑r′. (3.5)

Ñîîòíîøåíèå (3.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó
ïðèíöèïà Ãþéãåíñà � Ôðåíåëÿ: ïîëå ðàññåÿííîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-
ïîçèöèåé ïîëåé âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ â âèäå ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ
âîëí.

3.2 Приближение однократного рассеяния: условие Лауэ
и построение Эвальда

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àìïëèòóäà è ôàçà âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿ-
þòñÿ òîëüêî ïîëåì ïàäàþùåé âîëíû (ïðèáëèæåíèå îäíîêðàòíîãî èëè áîð-
íîâñêîãî ðàññåÿíèÿ), à âëèÿíèåì ïåðåîòðàæ¼ííûõ âòîðè÷íûõ âîëí ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü11. Ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè äèôðàêöèè ýëåêòðîííûõ âîëí. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä èíòåãðàëîì
(3.5) íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ 𝜓(r) ìîæíî çàìåíèòü íà 𝜓0(r) è ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (3.1)

𝜓(r) ≃ 𝑒𝑖k0·r − 𝑚0𝑒

2𝜋~2

∫︁∫︁∫︁
1

|r− r′|
𝑒𝑖𝑘0 |r−r′|+𝑖k0·r′ 𝜙(r′) 𝑑r′. (3.6)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç Ëåêöèè 1, ïîçâîëèâøèå ïåðåéòè îò ôîðìóëû
(1.12) ê ôîðìóëå (1.13), ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå (3.6) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè-
ÿõ îò îáðàçöà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïàäàþùåé ïëîñêîé
âîëíû è ðàññåÿííîé ñôåðè÷åñêîé âîëíû

𝜓(r) ≃ 𝑒𝑖k0·r − 𝑚0𝑒

2𝜋~2

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖q·r′ 𝜙(r′) 𝑑r′, (3.7)

ãäå àìïëèòóäà ðàññåÿííîé âîëíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóðüå-îáðàç ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

𝐴(q) =

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖q·r′ 𝜙(r′) 𝑑r′, (3.8)

11 Заметим, что типичная энергия Ферми в твёрдых телах – величина порядка
нескольких электронвольт, поэтому средняя потенциальная энергия электрона в кри-
сталле должна быть величиной такого же порядка. Следовательно, для электронов
с кинетической энергией от 50 эВ до 30 кэВ внутрикристаллический потенциал можно
рассматривать как малое возмущение и ограничиться борновским приближением.
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Рис. 3.2. Построение Эвальда для рассеяния на трёхмерной кристал-
лической структуре. Здесь k0 – волновой вектор падающей волны;
k = k0 + K – волновой вектор рассеянной волны, удовлетворяющий
условию Лауэ (3.11)

ãäå q ≡ k − k0 � èçìåíåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà ïðè ðàññåÿíèè. Íàïîì-
íèì, ÷òî àìïëèòóäà ðàññåÿííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ôóðüå-
îáðàçîì îò ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè [ñì. ñîîòíîøåíèå (1.14)]. Ýòî ïîçâîëÿåò
íàì åäèíûì îáðàçîì îïèñûâàòü ðàññåÿíèå ýëåêòðîííûõ è ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ âîëí ïåðèîäè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.

Äëÿ òð¼õìåðíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðÿäà Ôóðüå

𝜙(r) =
∑︁
K

𝜙K 𝑒
𝑖K·r, (3.9)

ãäå K = {𝐾𝑥, 𝐾𝑦, 𝐾𝑧} � âåêòîðû îáðàòíîé ðåø¼òêè è 𝜙K � ôóðüå-
êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (3.9) â ñî-
îòíîøåíèå (3.8) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ, äëÿ àì-
ïëèòóäû ðàññåÿííîé âîëíû ïîëó÷àåì (ñì. Ïðèëîæåíèå 3 ê Ëåêöèè 1)

𝐴(q) =

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖q·r′

∑︁
K

𝜙K 𝑒
𝑖K·r′ 𝑑r′ =

=
∑︁
K

𝜙K

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖 (q−K)·r′ 𝑑3r′ = (2𝜋)3

∑︁
K

𝜙K 𝛿(q−K). (3.10)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àìïëèòóäà ðàññåÿííîé âîëíû áóäåò ìàêñèìàëüíà äëÿ
ýëåêòðîííûõ âîëí, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð ðàññåÿíèÿ ðàâåí îäíîìó èç âåêòî-
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ðîâ îáðàòíîé ðåø¼òêè q = K èëè

k− k0 = K ïðè óñëîâèè |k| = |k0| =
√
2𝑚0𝐸

~
. (3.11)

Ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå êîíñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè
Ëàóý, ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ èìïóëüñà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3.11) ýêâèâàëåíòíî ÷åòûð¼ì ñêàëÿðíûì óðàâíåíèÿì
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òð¼õ íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò âîëíîâîãî âåêòîðà ðàññåÿí-
íîé âîëíû k = {𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧}, ÷òî äåëàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðåîïðåäåë¼í-
íîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåçîíàíñíîãî ðàññåÿíèÿ íà òð¼õìåðíîé êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ñòðóêòóðå íåîáõîäèìî ïîäáèðàòü ýíåðãèþ ïàäàþùåé âîëíû èëè
óãîë ïàäåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðàì îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé êðèñòàëëè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Óñëîâèå èíòåðôåðåíöèè Ëàóý (3.11) èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ (íàïðèìåð, [3.1�3.3]). Ïîñòðîèì â 𝑘-ïðîñòðàíñòâå òàê íàçûâà-
åìóþ ñôåðó Ýâàëüäà ðàäèóñîì 𝑘0 =

√
2𝑚0𝐸/~, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ýíåð-

ãèåé ðàññåèâàåìûõ ýëåêòðîíîâ. Âûáåðåì ïîëîæåíèå öåíòðà ñôåðû Ýâàëüäà
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð ïàäàþùåé âîëíû k0 óïèðàëñÿ â îäèí èç óçëîâ
îáðàòíîé ðåø¼òêè (ðèñ. 3.2). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k ðàñ-
ñåÿííîé âîëíû, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ (3.11) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû Ýâàëüäà ëåæàëà îäíà èç òî÷åê îáðàòíîé
ðåø¼òêè. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ è ïðîèçâîëü-
íîé îðèåíòàöèè ïàäàþùåãî ëó÷à ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðàì îñíîâíûõ òðàíñ-
ëÿöèé êðèñòàëëà ïîâåðõíîñòü ñôåðû Ýâàëüäà ìîæåò íå ñîäåðæàòü äðóãèõ
òî÷åê îáðàòíîé ðåø¼òêè. Â ýòîì ñëó÷àå êîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ Ëàóý, îòñóòñòâóåò. Ïîñòðîåíèå Ýâàëüäà (ðèñ. 3.2) õîðîøî
èëëþñòðèðóåò ïðèíöèïû êàê ýëåêòðîííîãî äèôðàêöèîííîãî àíàëèçà, òàê
è ðåíòãåíîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà êðèñòàëëîâ.

3.3 Просвечивающая электронная микроскопия и
дифрактометрия

Ñðåäíÿÿ äëèíà ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè ýíåðãèè çà-
âèñèò îò ýíåðãèè çîíäèðóþùèõ ýëåêòðîíîâ è èçìåíÿåòñÿ îò íåñêîëüêèõ íì
äëÿ íèçêîýíåðãåòè÷íûõ ýëåêòðîíîâ (𝐸 < 100 ýÂ) è äî âåëè÷èí ïîðÿäêà 100
íì äëÿ âûñîêîýíåðãåòè÷íûõ ýëåêòðîíîâ (𝐸 > 50 êýÂ) [3.6]. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ðåæèì êîãåðåíòíîé ýëåêòðîííîé äèôðàêöèè íà ïðîñâåò ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàí òîëüêî äëÿ âûñîêîýíåðãåòè÷íûõ ýëåêòðîíîâ è äëÿ äîñòàòî÷íî
òîíêèõ îáðàçöîâ òîëùèíîé ìåíåå 100 íì.

Âî-ïåðâûõ, òàêèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìû ïðîñâå÷èâàþùåé
ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè (transmission electron microscopy, TEM). Ïîäðîá-
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Рис. 3.3. Конфигурации, в которых может наблюдаться дифракция электронов на
трёхмерных кристаллических структурах: просвечивающая электронная микроскопия
через тонкоплёночные образцы (а) и дифракция быстрых электронов на квазидвумер-
ных островках при падении электронной волны под скользящими углами (b)

íîå îïèñàíèå ìåòîäà äàíî â ìîíîãðàôèÿõ [3.6�3.7]. Â óñòàíîâêàõ ïðîñâå÷è-
âàþùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè ýëåêòðîííàÿ ïóøêà è ýêðàí (èëè öèô-
ðîâàÿ êàìåðà) íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îáðàçöà (ðèñ. 3.3a). Â çàâè-
ñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èçîáðàæàþùåé ýëåêòðîííîé ëèíçîé è ýêðà-
íîì (èëè ôîêàëüíîé ïëîñêîñòüþ ïðîåêòèðóþùåé ëèíçû) ôîðìèðóþùåå-
ñÿ èçîáðàæåíèå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèáî óâåëè÷åííîìó èçîáðàæåíèþ
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè, ëèáî êàðòèíå ìèêðîäèôðàöèè íà òð¼õìåðíîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå (ðèñ. 3.4 è 3.5).

Âî-âòîðûõ, äèôðàêöèÿ íà ïðîñâåò ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ â ñèñòåìàõ äè-
ôðàêöèè áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò íèæå. Â ñàìîì äåëå,
ïðè ïàäåíèè ýëåêòðîííîé âîëíû ïîä ìàëûìè óãëàìè ê ïîâåðõíîñòè îáðàç-
öà (ðèñ. 3.3b) ýëåêòðîííàÿ âîëíà ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç âíóòðåííóþ ÷àñòü
êâàçèäâóìåðíûõ èëè òð¼õìåðíûõ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ îñòðîâêîâ, îáðà-
çîâàâøèõñÿ íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà. Ðàññåÿííûå ýëåêòðîííûå âîëíû çàòåì
ïîïàäàþò íà ôëóîðåñöåíòíûé ýêðàí è ôîðìèðóþò ñëîæíóþ êàðòèíó ìèê-
ðîäèôðàêöèè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèôðàêöèîííûå ïèêè, ñâÿçàííûå
ñ äâóìåðíûì ðàññåèâàþùèì ïîòåíöèàëîì ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè è ïèêè,
îáóñëîâåííûå òð¼õìåðíûì ðàññåèâàþùèì ïîòåíöèàëîì îñòðîâêîâ.

3.4 Рассеяние электронов на двумерном потенциале

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ îñîáåííîñòåé îòðàæåíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí ïî-
âåðõíîñòüþ êðèñòàëëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, îïèñûâà-
þùèé äâóìåðíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â äâó-
ìåðíûé ðÿä Ôóðüå

𝜙(r‖, 𝑧) =
∑︁
𝐾𝑥,𝐾𝑦

𝜙K 𝑒
𝑖K·r|| ·𝐷 𝛿(𝑧), (3.12)

ãäå r‖ = {𝑥, 𝑦} � ðàäèóñ-âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëàòåðàëüíûìè êîîðäè-

íàòàìè 𝑥 è 𝑦, K = {𝐾𝑥, 𝐾𝑦} � âåêòîðû äâóìåðíîé îáðàòíîé ðåø¼òêè,
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Рис. 3.4. Принципиальная схема, иллюстрирующая формирование
изображений в электронном микроскопе. Дифракция плоской элек-
тронной волны на одномерной периодической структуре является при-
чиной формирования параллельных лучей, расходящихся под углами
sin𝛼𝑛 = 𝑛𝜆/(2𝑑) по отношению к главной оптической оси объективной
линзы, здесь 𝑛 – порядок дифракционного максимума, 𝜆 – длина волны,
𝑑 – период. Параллельный пучок лучей, соответствующий дифракцион-
ному максимуму 𝑛-го порядка, пересекается в задней фокальной плос-
кости линзы на расстоянии 𝐹 tg𝛼𝑛 ≃ 𝐹 sin𝛼𝑛 ≃ 𝑛𝜆𝐹/(2𝑑), формируя
серию эквидистантно расположенных максимумов интенсивности (𝐹 –

фокусное расстояние). Иными словами, распределение интенсивности
излучения в задней фокальной плоскости соответствует фурье-образу
электрического потенциала образца. Если совместить экран с задней
фокальной плоскостью, то на экране возникнет картина микродифрак-
ции. Если поместить экран на расстоянии 𝐹𝐻/(𝐻 −𝐹 ) от объективной
линзы, то на экране возникнет перевёрнутое увеличенное изображение
кристаллической структуры образца (𝐻 – расстояние от образца до
линзы)

𝜙K � ôóðüå-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, 𝐷 � ýôôåêòèâíàÿ
òîëùèíà ïðèïîâåðõíîñòíîãî ðàññåèâàþùåãî ñëîÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå
(3.12) â ñîîòíîøåíèå (3.7), çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿííîé
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Рис. 3.5. (a) Микрофотография кристаллической гцк-решётки кристалла MgO, по-
лученная методом просвечивающей электронной микроскопии высокого разрешения
(энергия электронов 200 кэВ, пространственная группа симметрии Fm-3m, постоян-
ная решётки 𝑎 = 0.421 нм, межплоскостное расстояние 0.211 нм). (b) Инвертированная
картина электронной дифракции, самые интенсивные пики соответствуют плоскостям
(200) и (020). Рисунки предоставлены Д.А.Татарским (ИФМ РАН, Нижний Новгород)

âîëíû

𝒜(q) =

∫︁∫︁∫︁
𝑒−𝑖q·r′‖

∑︁
K

𝜙K 𝑒
𝑖K·r′‖ ·𝐷 𝛿(𝑧′) 𝑑r′‖ 𝑑𝑧

′.

Ïîñëå èçìåíåíèÿ î÷åð¼äíîñòè îïåðàöèé ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷àåì

𝒜(q) =

∫︁
𝑒−𝑖 𝑞𝑧𝑧

′
𝐷 𝛿(𝑧′) 𝑑𝑧′ ·

∑︁
K

𝜙K

∫︁∫︁
𝑒−𝑖 (q ‖−K)·r‖ 𝑑r‖ =

= (2𝜋)2𝐷 ·
∑︁
K

𝜙K 𝛿(q‖ −K). (3.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå êîíñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè Ëàóý â äâóìåðíîì
ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

k‖ − k0,‖ = K ïðè óñëîâèè |k| = |k0| =
√
2𝑚0𝐸

~
. (3.14)

Â îòëè÷èå îò òð¼õìåðíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ [ñì. ñîîòíîøåíèå (3.11)] çàäà÷à
ðàññåÿíèÿ (3.14) ýêâèâàëåíòíà òð¼ì ñêàëÿðíûì óðàâíåíèÿì äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ òð¼õ íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò âîëíîâîãî âåêòîðà ðàññåÿííîé âîëíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ðàññåÿíèÿ íà äâóìåðíîì ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé è èìåþùåé ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
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Рис. 3.6. Построение Эвальда для описания резонансного отра-
жения от двумерной кристаллической структуры. Здесь k0 – вол-
новой вектор падающей волны, k = k0 + K – волновой вектор
рассеянной волны, удовлетворяющий условию Лауэ, 𝑎 – постоян-
ная решётки, 𝜃 – угол падения, 𝜙 = 𝜋/2 − 𝜃 – угол скольжения.
Чёрная стрелка соответствует зеркально отражённой волне

ïàðàìåòðîâ ïàäàþùåé âîëíû12.
Ïîñòðîåíèå Ýâàëüäà, ìîäèôèöèðîâàííîå äëÿ àíàëèçà ðàññåÿíèÿ íà äâó-

ìåðíîì ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.6. Â îòëè÷èå îò óç-
ëîâ òð¼õìåðíîé îáðàòíîé ðåø¼òêè, äëÿ îïèñàíèÿ ðàññåÿíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ñòåðæíåé îáðàòíîé ðåø¼òêè, êîòîðûå
ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíî îñè 𝑧 ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó äâóìåðíîé îáðàòíîé
ðåø¼òêè. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñòåðæíåé îáðàòíîé ðåø¼òêè ëåãêî ïîíÿòü,
àíàëèçèðóÿ óñëîâèå Ëàóý â ôîðìå (3.14), ïðèìåíèìîå äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî âåêòîðà 𝑘𝑧 ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè13. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñòåðæíåé
îáðàòíîé ðåø¼òêè è ñôåðû Ýâàëüäà äàþò ïàðàìåòðû ðàññåÿííîé âîëíû.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè âîëí íà äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå

12Отметим, что при рассеянии частиц на поверхности не выполняется закон сохра-
нения нормальной составляющей (квази-)импульса в силу нарушения трансляционной
инвариантности системы.

13Возможен и другой способ рассуждений. Двумерную кристаллическую решётку
можно представить как набор сильно разнесённых атомных плоскостей трёхмерной
решётки. Поскольку длина одного из векторов основных трансляций |a3| → ∞, а длина
соответствующего вектора обратной решётки |K3| ∼ 1/|a3| → 0, узлы такой решётки
будут располагаться на бесконечно малом расстоянии друг от друга, формируя стержни
обратной решётки.
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Рис. 3.7. Построение Эвальда, соответствующее типичным экспериментам по дифрак-
ции медленных электронов (a), и схематическое представление картины дифракции для
двумерной структуры с прямоугольной элементарной ячейкой со стороны наблюдателя
(b). Рефлексы имеют те же индексы, что и узлы двумерной обратной решётки. Как пра-
вило, держатель электронной пушки препятствует попаданию зеркально отражённой
волны на флуоресцентный экран

âñåãäà âîçíèêàåò çåðêàëüíîå îòðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëàóý,
äëÿ ëþáûõ ýíåðãèé è óãëîâ ïàäåíèÿ.

3.5 Дифракция медленных электронов

Òåõíèêà ýêñïåðèìåíòîâ ïî äèôðàêöèè ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ (low
energy electron di�raction, LEED) ïîäðîáíî îïèñàíà â ìîíîãðàôèè [3.1].
Â ýêñïåðèìåíòàõ îáðàçåö îðèåíòèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàëåòàþùèå
íà îáðàçåö íèçêîýíåðãåòè÷íûå ýëåêòðîíû (ñ ýíåðãèÿìè îò 30 äî 200 ýÂ) áû-
ëè íàïðàâëåíû ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî îáðàçöà (ðèñ. 3.7a).
Âîçíèêàþùèå ðàññåÿííûå âîëíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëàóý, ïîïàäà-
þò íà ôëóîðåñöåíòíûé ýêðàí è âûçûâàþò ñâå÷åíèå. Ðåãèñòðèðóÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè çàñâåòêè (êàðòó äèôðàêöèè) ñ ïî-
ìîùüþ ôîòîïë¼íêè èëè öèôðîâîé êàìåðû, ìîæíî ïîëó÷èòü ôóðüå-îáðàç
ïîâåðõíîñòíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà [ñì. ñîîòíîøåíèÿ (3.7)�(3.8)]
è, òåì ñàìûì, èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå îáðàòíîé ðåø¼òêè (ðèñ. 3.7b).

Îöåíèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñîì ñôåðû Ýâàëüäà è ïåðèîäè÷íî-
ñòüþ ñòåðæíåé îáðàòíîé ðåø¼òêè. Åñëè òèïè÷íàÿ âåëè÷èíà ïåðèîäà äâó-
ìåðíîé ðåø¼òêè 𝑎 ∼ 0.3 íì, òî ïåðèîä îáðàòíîé ðåø¼òêè áóäåò ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ðàâåí 2𝜋/𝑎 ∼ 20 íì−1. Ðàäèóñ ñôåðû Ýâàëüäà ìîæíî îöåíèòü
ïî ôîðìóëå 𝑘0 =

√
2𝑚0𝐸/~ ≃ 5.1

√︀
𝐸[ýÂ] íì−1, ïîýòîìó 𝑘0 ≃ 28 íì−1 äëÿ
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Рис. 3.8. Исследование структуры двумерной реконструкции Si(111)1× 1−Tl: (a) Cхе-
матическое представление атомной структуры (вид сверху и вид сбоку), тёмные кружки
соответствуют атомам таллия, светлые кружки – атомам кремния. (b) Топографиче-
ское изображение участка поверхности, полученное методом сканирующей туннельной
микроскопии (размер кадра 3 × 3 нм2, 𝑈 = 0.4В), отмечена шестиугольная элемен-
тарная ячейка. (с) Картина дифракции медленных электронов (энергия 52 эВ). (d)
Картина дифракции быстрых электронов (энергия 20 кэВ). Рисунки предоставлены
Д.В. Грузневым (ИАПУ ДВО РАН, Владивосток)

ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 30 ýÂ è 𝑘0 ≃ 72 íì−1 äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 200
ýÂ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ ñåðèè äèôðàêöèîííûõ ïè-
êîâ (ðåôëåêñîâ) ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà14 íà ôëóîðåñöåíòíîì ýêðàíå
â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ (ðèñ. 3.7b). Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî âè-
äèìûõ íà ýêðàíå ðåôëåêñîâ áóäåò âîçðàñòàòü ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè ýëåê-
òðîíîâ.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíûå è äèôðàêöèîííûå
ñâîéñòâà ðåêîíñòðóêöèè Si(111)1×1−Tl. Òàêàÿ çàïèñü, ïðèíÿòàÿ â ôèçèêå
ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð, [3.1]), óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â êà÷åñòâå ïîäëîæêè
áûëè èñïîëüçîâàíû ìîíîêðèñòàëëû êðåìíèÿ Si, äëÿ êîòîðûõ ïîâåðõíîñòü

14Мы используем терминологию, принятую для описании рассеяния излучения ди-
фракционными решётками.
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(111) îáëàäàåò ãåêñàãîíàëüíîé ðåø¼òêîé ñ ïåðèîäîì 𝑎/
√
2 = 0.384íì, ãäå

𝑎 = 0.543 íì � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè êðåìíèÿ. Íà ïîäãîòîâëåííóþ ïîâåðõ-
íîñòü áûëè îñàæäåíû àòîìû òàëëèÿ (Tl), êîòîðûå ñôîðìèðîâàëè äâóìåð-
íóþ ãåêñàãîíàëüíóþ ðåø¼òêó ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ, ïîâòîðÿþùåé ïåðèîäè÷-
íîñòü ïîäëîæêè (ðåêîíñòðóêöèÿ 1× 1). Äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ âçà-
èìíîå ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ Si è Tl, ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.8a. Íà ðèñ. 3.8b ïîêà-
çàíî òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè òàêîé ðåêîíñòðóê-
öèè, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè. ßðêèå
ïÿòíà íà ýòîì èçîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâóþò àòîìàì òàëëèÿ. Íà ðèñ. 3.8ñ
ïîêàçàíà êàðòà äèôðàêöèè ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ. Íà êàðòå äèôðàêöèè
îò÷åòëèâî âèäíû øåñòü äèôðàêöèîííûõ ïèêîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñâèäåòåëü-
ñòâóþùèõ î ãåêñàãîíàëüíîé ïåðèîäè÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè Si(111)1×1−Tl.
Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå èíòåíñèâíûé ìàêñèìóì íóëåâîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé çåðêàëüíîìó îòðàæåíèþ, çàêðûò îò íàáëþäàòåëÿ äåðæàòåëåì
ýëåêòðîííîé ïóøêè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâîðîò îáðàçöà â àçèìóòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè âûçîâåò ïîâîðîò âñåõ ðåôëåêñîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé òî÷-
êè O íà îäèí è òîò æå óãîë áåç èçìåíåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ðåôëåê-
ñîâ.

Ïðè íàëè÷èè áîëåå ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ðåêîíñòðóêöèé ñ ïåðèîäîì,
îòëè÷àþùèìñÿ îò ïåðèîäè÷íîñòè ïîäëîæêè (íàïðèìåð, 2×1 èëè 2×2), íà
êàðòèíå äèôðàêöèè áóäóò âîçíèêàòü äîïîëíèòåëüíûå ìàêñèìóìû (ñóïåð-
ðåôëåêñû), ñâÿçàííûå ñ äèôðàêöèåé ýëåêòðîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòíûõ
ñóïåðñòðóêòóðàõ. Åñëè ïîâåðõíîñòü â ïðåäåëàõ îáëàñòè çàñâåòêè ýëåêòðîí-
íîãî ëó÷à áóäåò ñîäåðæàòü ðåãóëÿðíûå èëè íåðåãóëÿðíûå ìàññèâû ñòóïåíåé
ìîíîàòîìíîé âûñîòû, òî òî÷å÷íûå ðåôëåêñû îêàæóòñÿ ðàñùåïë¼ííûìè,
÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ èññëå-
äóåìîé ïîâåðõíîñòè. Ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â ìîíîãðàôèè [3.1].

3.6 Дифракция быстрых электронов

Òåõíèêà ýêñïåðèìåíòîâ ïî äèôðàêöèè áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ (re�ected
high energy electron di�raction, RHEED) ïîäðîáíî îïèñàíà â ìîíîãðàôèÿõ
[3.1] è [3.2]. Â òàêèõ ýêñïåðèìåíòàõ âûñîêîýíåðãåòè÷íûå ýëåêòðîíû ñ ýíåð-
ãèÿìè îò 5 äî 30 êýÂ ïîïàäàþò íà îáðàçåö ïîä ìàëûìè óãëàìè (𝜙 ≃ 1∘−5∘)
ïî îòíîøåíèþ ê èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 3.9a). Âîçíèêàþùèå îò-
ðàæ¼ííûå âîëíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëàóý, ïîïàäàþò íà ôëóîðåñ-
öåíòíûé ýêðàí è âûçûâàþò ñâå÷åíèå. ×óâñòâèòåëüíîñòü ìåòîäà ê ñòðóêòó-
ðå ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè ìàëîóãëîâîì ðàññåÿíèè ïåðâè÷íûå
è âòîðè÷íûå ýëåêòðîííûå âîëíû â îñíîâíîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â òîíêîì
ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå, òîëùèíó êîòîðîãî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìîæíî
îöåíèòü êàê ℓ sin𝜙 ∼ 4íì äëÿ óãëà ñêîëüæåíèÿ 𝜙 = 2∘ è äëèíû íåóïðóãî-
ãî ðàññåÿíèÿ ℓ ∼ 100íì â äèàïàçîíå ýíåðãèé 50− 100 êýÂ [3.1].

Ðàäèóñ ñôåðû Ýâàëüäà äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 20 êýÂ ðàâåí 𝑘0 ≃
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Рис. 3.9. Построение Эвальда, соответствующее типичным экспериментам по дифрак-
ции быстрых электронов (a), и схематическое представление картины дифракции для
двумерной структуры с прямоугольной элементарной ячейкой со стороны наблюдателя
(b). Рефлексы имеют те же индексы, что и узлы двумерной обратной решётки

700 íì−1, ñëåäîâàòåëüíî, ñôåðà Ýâàëüäà ïåðåñåêàåò íåñêîëüêî ñîòåí ñòåðæ-
íåé îáðàòíîé ðåø¼òêè. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðåãèñòðàöèåé ýëåêòðîííûõ âîëí,
îòðàæ¼ííûõ ïîä ìàëûìè óãëàìè, òî ñëåäóåò îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ íåñêîëü-
êèõ äåñÿòêîâ äèôðàêöèîííûõ ïèêîâ íà ôëóîðåñöåíòíîì ýêðàíå. Ïîñêîëü-
êó ïàðàìåòðû ðàññåÿííûõ âîëí îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû
Ýâàëüäà è ñòåðæíÿìè îáðàòíîé ðåø¼òêè, òî ñôåðè÷åñêèå èñêàæåíèÿ ïðè-
âåäóò ê òîìó, ÷òî ðåôëåêñû íèçøèõ ïîðÿäêîâ ïðèîáðåòóò ýëëèïñîïîäîáíóþ
ôîðìó. Êðîìå ýòîãî, ñåðèÿ âèäèìûõ íà ýêðàíå ðåôëåêñîâ îäíîãî ïîðÿäêà
áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ â âèäå äóãè ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû òå-
íè è ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ïðîåêöèè ïàäàþùåãî è çåðêàëüíî îòðàæ¼ííîãî
ëó÷à (ðèñ. 3.9b). Èñïîëüçóÿ íåñëîæíûé àëãîðèòì, ìîæíî ÷èñëåííûìè ìå-
òîäàìè óñòðàíèòü ñôåðè÷åñêèå èñêàæåíèÿ è ïðåîáðàçîâàòü íàáëþäàåìóþ
êàðòèíó äèôðàêöèè áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ â ïðèâû÷íóþ êàðòèíó îáðàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Íà ðèñ. 3.8d ïîêàçàíà êàðòèíà äèôðàêöèè äëÿ ðàññìîòðåííîé íàìè âû-
øå ðåêîíñòðóêöèè Si(111)1 × 1−Tl. Íà êàðòèíå äèôðàêöèè âèäíû ñåðèè
ðåôëåêñîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ïàäàþùèé è çåðêàëüíî îò-
ðàæ¼ííûé ëó÷è. Ïîâîðîò îáðàçöà â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðèâåäåò
ê ñìåùåíèþ òî÷êè O, ñîîòâåòñòâóþùåé öåíòðàì äóã, è èñêàæåíèþ âñåé
êàðòèíû äèôðàêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðè÷íàÿ êàðòèíà äèôðàêöèè
ìîæåò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî äëÿ âûäåëåííûõ îðèåíòàöèé îáðàçöà îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ ýëåêòðîííîé âîëíû.

Àïïàðàòóðó äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôðàêöèè áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ ÷àñòî
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óñòàíàâëèâàþò â âûñîêîâàêóóìíûõ êàìåðàõ ðîñòà äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà
ôîðìèðóþùèõñÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñòðóêòóð è òîíêèõ ïë¼íîê [3.1]. Òîò ôàêò,
÷òî ýëåêòðîííàÿ ïóøêà è ôëóîðåñöåíòíûé ýêðàí ðàçíåñåíû â ïðîñòðàí-
ñòâå, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå îñàæäå-
íèÿ.
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Лекция 4. Отражение тепловых нейтронов от

ферромагнетиков

Симметрия по отношению к обращению времени: взаимные и невзаим-
ные эффекты в нейтронной оптике. Полное внешнее отражение и поля-
ризаторы нейтронов. Отражение нейтронов от систем с неколлинеар-
ным магнитным полем: расщепление нейтронного пучка.

Íåéòðîíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíûå ÷àñòèöû
ñ ìàññîé 𝑚𝑛 = 1.67 · 10−27 êã, ñïèíîì 1/2 è íåíóëåâûì ìàãíèòíûì ìî-
ìåíòîì 𝜇𝑛 = −5.05 · 10−27 Äæ/Òë (𝑚𝑛 = 1838𝑚0, ãäå 𝑚0 � ìàññà ïîêîÿ
ýëåêòðîíà). Ìàãíèòíûé ìîìåíò íåéòðîíà íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî ñïè-
íó è ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâåí 1.91 ÿäåðíîãî ìàãíåòîíà èëè ∼ 10−3 𝜇𝐵,
ãäå 𝜇𝐵 = |𝑒|~/(2𝑚0) � ìàãíåòîí Áîðà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ìàãíèòíûé
ìîìåíò ýëåêòðîíà.

Âçàèìîäåéñòâèå íåéòðîíîâ ñ âåùåñòâîì çàâèñèò îò èõ ýíåðãèè [4.1].
Íåéòðîíû c êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ïîðÿäêà ñðåäíåé òåïëîâîé ýíåðãèè
𝐸 ∼ 𝑘𝐵𝑇 ≃ 25ìýÂ íàçûâàþòñÿ òåïëîâûìè (𝑘𝐵 = 1.38 · 10−23 Äæ/Ê �
ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, 𝑇 ≃ 300K). Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òàêèõ
íåéòðîíîâ 𝑣 ≃

√︀
3𝑘𝐵𝑇/𝑚𝑛 ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà 3 · 103 ì/c, à ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû 𝜆 = 2𝜋~/(𝑚𝑛𝑣) ∼ 0.1íì [4.2].
Îñíîâíûì ìåõàíèçìîì âçàèìîäåéñòâèÿ òåïëîâûõ íåéòðîíîâ ñ âåùåñòâîì
ÿâëÿåòñÿ óïðóãîå ðàññåÿíèå íà ÿäðàõ. Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ íåéòðîíîâ ñ ÿäðàìè ñóùåñòâåííî ìåíüøå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè íåéòðîíîâ, ðàññåÿíèå òåïëîâûõ íåéòðîíîâ ìîæåò áûòü ðàññ÷èòà-
íî â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò ñõîæèì îïèñà-
íèå ðàññåÿíèÿ òåïëîâûõ íåéòðîíîâ, ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ (Ëåêöèè 1-2)
è áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ (Ëåêöèÿ 3). Áëàãîäàðÿ ìàëîé âåëè÷èíå äëèíû âîëíû
âîçìîæíî íàáëþäåíèå äèôðàêöèîííûõ ýôôåêòîâ ïðè ðàññåÿíèè íåéòðîíîâ
íà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå [4.3�4.4].

Â ýòîé ëåêöèè îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ïðîáëåìå ¾ìàëîóãëî-
âîãî¿ ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ [4.5�4.6], êîãäà òâ¼ðäîå òåëî, ñ êîòîðûì âçàèìî-
äåéñòâóþò íåéòðîíû, ìîæåò áûòü îïèñàíî â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû
(ñì. Ëåêöèþ 1). Íàëè÷èå ó íåéòðîíà ñîáñòâåííîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ïîç-
âîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, èñïîëüçîâàòü íåéòðîíû äëÿ àíàëèçà ìàãíèòíîé
ñòðóêòóðû êðèñòàëëîâ ñ ðàçëè÷íûì òèïîì ìàãíèòíîãî ïîðÿäêà è, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðèìåíÿòü ôåððîìàãíèòíûå ìàòåðèàëû äëÿ óïðàâëåíèÿ ïó÷êàìè
íåéòðîíîâ. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íåé-
òðîíîâ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì |𝜇𝑛|𝐵 (ãäå 𝐵 � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ) ìíîãî
ìåíüøå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íåéòðîíîâ, ðàññåÿíèå íåéòðîíîâ íà ìàãíèò-
íîé ñòðóêòóðå òàêæå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè.
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4.1 Симметрия по отношению к обращению времени:
взаимные и невзаимные эффекты в нейтронной оптике

Íà÷í¼ì ñ àíàëèçà îáùèõ ñâîéñòâ ñòàöèîíàðíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
Ïàóëè [4.7, �33]

�̂� 𝜓(r) = 𝐸 𝜓(r), (4.1)

ãäå

𝜓(r) =

(︃
𝜓(1)(r)

𝜓(2)(r)

)︃
åñòü äâóõêîìïîíåíòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (ñïèíîð) ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì
ñïèíîì, 𝐸 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí âçàè-
ìîäåéñòâèÿ �̂� íåéòðîíà ñ ìàãíèòíûì ïîëå ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå15

�̂� = − ~2

2𝑚𝑛

Δ+ 𝑈(r) + |𝜇𝑛| �̂� ·B(r). (4.2)

ãäå Δ � îïåðàòîð Ëàïëàñà; 𝑈(r) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
íåéòðîíà ñ ÿäðàìè, òàêæå íàçûâàåìàÿ â íåéòðîííîé ôèçèêå îïòè÷åñêèì ïî-
òåíöèàëîì; ñëàãàåìîå −�̂� ·B(r) = |𝜇𝑛| �̂� ·B(r) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà íåéòðîíà �̂� = −|𝜇𝑛| �̂� ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì ìàãíèòíîé èíäóêöèè B(r) (ýôôåêò Çååìàíà), ãäå �̂� =

{︀
�̂�𝑥, �̂�𝑦, �̂�𝑧

}︀
�

âåêòîð ìàòðèö Ïàóëè16. Ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.1) ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì (4.2) çàâèñÿò îò ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà
ìàãíèòíîé èíäóêöèè B(r).

Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå èìååò òîëüêî îäíó êîìïîíåíòó, òî âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü îñü 𝑧 ïàðàëëåëüíî ïîëþ B(r) è èñïîëüçîâàòü å¼ â êà÷åñòâå îñè
êâàíòîâàíèÿ ñïèíà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà �̂�𝑧 èìååò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ±1, îòâå÷àþùèå äâóì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì

�̂�𝑧

(︂
1
0

)︂
= 1 ·

(︂
1
0

)︂
è �̂�𝑧

(︂
0
1

)︂
= (−1) ·

(︂
0
1

)︂
.

15Оператор импульса нерелятивистской частицы в магнитном поле имеет вид
p̂ = −𝑖~∇− 𝑞A/𝑐 [4.8, §111], где 𝑞 – заряд частицы, A – векторный потенциал. Для
нейтрона 𝑞 = 0, поэтому операторы импульса и кинетической энергии записывается в
виде p̂ = −𝑖~∇ и 𝐸кин = p̂2/(2𝑚𝑛) = −(~2/2𝑚𝑛)Δ даже при наличии магнитного поля.

16Напоминаем вид матриц Паули [4.8, §55]

�̂�𝑥 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, �̂�𝑦 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
и �̂�𝑧 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
.
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Äëÿ òàêîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò îïåðàòîð �̂� ·B(r) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó �̂�𝑧𝐵𝑧. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð �̂�𝑧 äëÿ îäíîðîäíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà

�̂� = − ~2

2𝑚𝑛

Δ+ 𝑈(r) + |𝜇𝑛|
(︂
𝐵𝑧 0
0 −𝐵𝑧

)︂
,

ïðîåêöèÿ ñïèíà íåéòðîíà íà îñü 𝑧 ñîõðàíÿåòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîåêöèÿ
ñïèíà íåéòðîíà ÿâëÿåòñÿ ¾õîðîøèì¿ êâàíòîâûì ÷èñëîì. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ïîçâîëÿåò âûáðàòü â êà÷åñòâå êîìïîíåíò ñïèíîðà âîëíîâûå ôóíêöèè
𝜓(1)(r) = 𝜓↑(r) è 𝜓

(2)(r) = 𝜓↓(r), îïèñûâàþùèå íåéòðîí ñî ñïèíîì, íàïðàâ-
ëåííûì âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðîòèâ ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä÷åðê-
í¼ì, ÷òî â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå íåéòðîí ìîæåò ñîâåðøàòü äîñòàòî÷íî
ñëîæíîå äâèæåíèå, íî åãî ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ, ÷òî
ïîçâîëÿåò íàì ãîâîðèòü î äâóõ íåçàâèñèìûõ ñïèíîâûõ êàíàëàõ ðàññåÿíèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ïàóëè (4.1) ñâîäèòñÿ ê äâóì íåçàâè-
ñèìûì óðàâíåíèÿì Øð¼äèíãåðà

− ~2

2𝑚𝑛

Δ𝜓↑ + 𝑈(r)𝜓↑ + |𝜇𝑛|𝐵𝑧 𝜓↑ = 𝐸 𝜓↑, (4.3a)

− ~2

2𝑚𝑛

Δ𝜓↑ + 𝑈(r)𝜓↑ + |𝜇𝑛|𝐵𝑧 𝜓↑ = 𝐸 𝜓↑, (4.3b)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (4.3) äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîðà ýêâèâàëåíòíû
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ áåññïèíîâîé ÷àñòèöû â ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå
𝑈(r)± |𝜇𝑛|𝐵𝑧.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ íåéòðîíà â îäíîðîäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (𝑈(r) = 𝑈0) è îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå (B(r) = 𝐵𝑧 e𝑧). Âû-
áåðåì îñü 𝜉 âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòà îñü â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñ îñÿìè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (𝑥, 𝑦, 𝑧), ïðèâÿçàííîé ê ìàãíèòíîìó ïîëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèé (4.3a)�(4.3b) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå áåãóùèå âîëíû ïîñòîÿííîé àì-
ïëèòóäû

𝜓↑(𝜉) = 𝑎 𝑒𝑖𝑘↑𝜉 è 𝜓↓(𝜉) = 𝑏 𝑒𝑖𝑘↓𝜉, (4.4)

ãäå 𝑎 è 𝑏 � ïîñòîÿííûå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (4.4) â óðàâíåíèÿ (4.3a)�(4.3b)
íàõîäèì, ÷òî âîëíîâûå âåêòîðû 𝑘↑ è 𝑘↓ äëÿ íåéòðîíà ñ çàäàííîé ýíåðãèåé
è ðàçíîé ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü 𝑧 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝑘↑ =

√
2𝑚𝑛

~

√︁
𝐸 − 𝑈0 − |𝜇𝑛|𝐵𝑧 è

𝑘↓ =

√
2𝑚𝑛

~

√︁
𝐸 − 𝑈0 + |𝜇𝑛|𝐵𝑧. (4.5)
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Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé 𝜓↓ ìåíü-
øå ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé 𝜓↑ (äëÿ îäíîãî è òîãî æå âîë-
íîâîãî âåêòîðà), ÷òî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå
ñïèí íåéòðîíà ñòðåìèòñÿ îðèåíòèðîâàòüñÿ ïðîòèâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ìàã-
íèòíûé ìîìåíò íåéòðîíà � ïàðàëëåëüíî ïîëþ. Ïðåöåññèÿ ñïèíà íåéòðîíà
â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ðàññìîòðåíà â Ïðèëîæåíèè 1.

Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå èìååò íåñêîëüêî êîìïîíåíò, òî ñïèíîâûå êàíàëû
ðàññåÿíèÿ ïåðåñòàþò áûòü íåçàâèñèìûìè è ïîýòîìó ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå
÷àñòèöû çàâèñèò îò å¼ äâèæåíèÿ â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ êîìïî-
íåíò ñïèíîðà 𝜓(1)(r) è 𝜓(2)(r), êîòîðûå óæå íå ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû
ñ ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü 𝑧,
ìû èìååì ñèñòåìó ñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà

− ~2

2𝑚𝑛

Δ𝜓(1) +
(︀
𝑈(r) + |𝜇𝑛|𝐵𝑧

)︀
𝜓(1) + |𝜇𝑛|(𝐵𝑥 − 𝑖𝐵𝑦)𝜓

(2) = 𝐸𝜓(1),

(4.6a)

− ~2

2𝑚𝑛

Δ𝜓(2) + |𝜇𝑛|(𝐵𝑥 + 𝑖𝐵𝑦)𝜓
(1) +

(︀
𝑈(r)− |𝜇𝑛|𝐵𝑧

)︀
𝜓(2) = 𝐸𝜓(2).

(4.6b)

Îáñóäèì íåêîòîðûå ñèììåòðèéíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

(︂
𝑢(r)
𝑣(r)

)︂
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû (4.6), îïèñûâàþùåé ÷àñòèöó ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì â ìàãíèòíîì ïî-
ëå ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðèè. Íåòðóäíî ïîêàçàòü17, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ(︂

𝑣(r)*

−𝑢(r)*
)︂

òàêæå áóäåò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.6) äëÿ èíâåðòè-

17Пусть функция

(︂
𝑢(r)
𝑣(r)

)︂
является решением уравнений (4.6), тогда

− ~2
2𝑚𝑛

Δ𝑢+
(︀
𝑈(r) + |𝜇𝑛|𝐵𝑧

)︀
𝑢+ |𝜇𝑛|(𝐵𝑥 − 𝑖𝐵𝑦) 𝑣 = 𝐸𝑢,

− ~2
2𝑚𝑛

Δ𝑣 + |𝜇𝑛|(𝐵𝑥 + 𝑖𝐵𝑦)𝑢+
(︀
𝑈(r)− |𝜇𝑛|𝐵𝑧

)︀
𝑣 = 𝐸𝑣.

После выполнения операции комплексного сопряжения для каждого слагаемого, заме-
ны 𝐵𝑥 → −𝐵𝑥, 𝐵𝑦 → −𝐵𝑦 и 𝐵𝑧 → −𝐵𝑧 и перегруппировки слагаемых, получаем

− ~2
2𝑚𝑛

Δ𝑣* +
(︀
𝑈(r) + |𝜇𝑛|𝐵𝑧

)︀
𝑣* + |𝜇𝑛|(𝐵𝑥 − 𝑖𝐵𝑦) (−𝑢*) = 𝐸𝑣*.

− ~2
2𝑚𝑛

Δ(−𝑢*) + |𝜇𝑛|(𝐵𝑥 + 𝑖𝐵𝑦) 𝑣
* +
(︀
𝑈(r)− |𝜇𝑛|𝐵𝑧

)︀
(−𝑢*) = 𝐸(−𝑢*).

71



ðîâàííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò îáùèå ñèì-
ìåòðèéíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïàóëè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùå-
íèþ âðåìåíè è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé òåîðåìû
âçàèìíîñòè äëÿ ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì â ìàãíèòíîì ïîëå [4.8, �60
è �111]. Èíûìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ äëÿ
ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðîöåññîâ ðàâíû ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè çíà-
êîâ èìïóëüñîâ ïàäàþùèõ è ðàññåÿííûõ ÷àñòèö è íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå â êàæäîé òî÷êå îáðàçöà.

Äëÿ êîìïëàíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êî-
îðäèíàò òàêèì îáðàçîì. ÷òîáû 𝑦-êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ áûëà ðàâíà
íóëþ, òîãäà B(r) = 𝐵𝑥(r) e𝑥+𝐵𝑧(r) e𝑧. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü äî-
ïîëíèòåëüíûå ñèììåòðèéíûå ñîîòíîøåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ c íóëåâîé 𝑦-êîìïîíåíòîé óðàâíåíèÿ (4.6) ñîäåðæàò òîëüêî âåùåñòâåí-
íûå êîýôôèöèåíòû è ïîòîìó íå ìåíÿþò ñâîåãî âèäà ïîñëå êîìïëåêñíîãî

ñîïðÿæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè

(︂
𝑢(r)
𝑣(r)

)︂
è

(︂
𝑢(r)*

𝑣(r)*

)︂
ÿâëÿþòñÿ ðå-

øåíèÿìè óðàâíåíèé (4.6) äëÿ îäíèõ è òåõ æå ðàñïðåäåëåíèé 𝐵𝑥(r) è 𝐵𝑧(r).
Èíûìè ñëîâàìè, òðàíñïîðòíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âçàèìíûìè è íå
èçìåíÿþòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå èñòî÷íèêà ÷àñòèö íà äåòåêòîð è äå-
òåêòîðà íà èñòî÷íèê ïðè ñîõðàíåíèè неизменным ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå èìååò âñå òðè êîìïîíåíòû (íåêîì-
ïëàíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå) è íèêàêèì âûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò íåëüçÿ
óìåíüøèòü ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèñóòñòâèå ìíè-
ìûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ (4.6) ïðèâîäèò ê íåâçàèìíîñòè ðàññåÿ-
íèÿ ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûõ íåéòðîíîâ â заданном ìàãíèòíîì ïîëå. Íåêîì-
ïëàíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ õàðàêòåðíî äëÿ íåêîòîðûõ âè-
äîâ äîìåííûõ ñòåíîê, ìàãíèòíûõ ñïèðàëåé, öèëèíäðè÷åñêèõ ìàãíèòíûõ
äîìåíîâ è ñêèðìèîíîâ â òîíêèõ ôåððîìàãíèòíûõ ïë¼íêàõ. Íåâçàèìíûå
ÿ÷åéêè äëÿ íåéòðîíîâ ñ íåêîìïëàíàðíûì ìàãíèòíûì ïîëåì, ñîñòîÿùèå èç
íåñêîëüêèõ ìàãíèòíûõ çåðêàë, áûëè óñïåøíî ñîçäàíû â ïîñëåäíåå äåñÿòè-
ëåòèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáíàðóæåíèÿ íåâçàèìíûõ ýôôåêòîâ â òà-
êèõ ñèñòåìàõ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé (M1 · [M2 × M3]) ̸= 0 èëè
(H · [M1 × M2]) ̸= 0, ãäå M𝑛 � íàìàãíè÷åííîñòü 𝑛-ãî ôåððîìàãíèòíîãî
çåðêàëà, H � âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå (íàïðèìåð, [4.9�4.10]). Äåòàëüíûé
àíàëèç îñîáåííîñòåé ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö â íåêîìïëàíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå
âûõîäèò çà ðàìêè ëåêöèé.

4.2 Полное внешнее отражение и поляризаторы нейтронов

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàëîóãëîâîãî îòðàæåíèÿ ïó÷êà ñïèí-
ïîëÿðèçîâàííûõ íåéòðîíîâ îò îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííîãî ôåððîìàã-
íåòèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà è ìàãíèòíîé
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èíäóêöèè âíóòðè ôåððîìàãíèòíîãî îáðàçöà èìåþò âèä (ðèñ. 4.1)

𝑈(r) =

{︂
0, 𝑥 < 0

𝑈0, 𝑥 > 0
è 𝐵𝑧(r) =

{︂
0, 𝑥 < 0

𝐵𝑧, 𝑥 > 0
, (4.7)

ãäå 𝐵𝑧 = 4𝜋𝑀0 � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ âíóòðè ôåððîìàãíåòèêà, 𝑀0 �
íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùåíèÿ.

B = 4πM

x

z ϕi ϕr

(a)

B = 4πM

x

z ϕi

(b)

Рис. 4.1. (a) Полное отражение поляризованного пучка нейтронов со спином по полю
при выполнении условия (4.12), 𝜙𝑖 и 𝜙𝑟 – углы скольжения для падающего и отражённо-
го пучков. (b) Почти полное прохождение поляризованного пучка нейтронов со спином
против поля при выполнении условия (4.12). Чёрные стрелки соответствуют проекции
спина нейтрона на ось 𝑧. Вектор намагниченности M ферромагнитного зеркала лежит
в плоскости падения

Âûáåðåì îñü 𝑧, ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó íàìàãíè÷åííîñòè, â êà÷åñòâå îñè
êâàíòîâàíèÿ ñïèíà, òîãäà 𝜓(1) = 𝜓↑ è 𝜓

(2) = 𝜓↓. Óðàâíåíèÿ (4.3) âíóòðè
ôåððîìàãíåòèêà (ïðè 𝑥 > 0) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå:

− ~2

2𝑚𝑛

𝜕2𝜓↑

𝜕𝑥2
− ~2

2𝑚𝑛

𝜕2𝜓↑

𝜕𝑧2
+ (𝑈0 + |𝜇𝑛|𝐵𝑧)𝜓↑ = 𝐸 𝜓↑, (4.8a)

− ~2

2𝑚𝑛

𝜕2𝜓↓

𝜕𝑥2
− ~2

2𝑚𝑛

𝜕2𝜓↓

𝜕𝑧2
+ (𝑈0 − |𝜇𝑛|𝐵𝑧)𝜓↓ = 𝐸 𝜓↓. (4.8b)

Åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íåéòðîíîâ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò âíóòðè-
ÿäåðíûé ïîòåíöèàë (𝐸 ≫ 𝑈0) è ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ìî-
ìåíòà íåéòðîíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì (𝐸 ≫ |𝜇𝑛|𝐵𝑧), òî ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî
ñ÷èòàòü 𝐸 ≃ ~2𝑘2/(2𝑚𝑛).

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.8) ìîæíî èñêàòü â âèäå ïëîñêèõ áåãóùèõ
âîëí

𝜓↑(𝑥, 𝑧) = 𝜓↑(𝑥) 𝑒
𝑖𝑘‖𝑧 è 𝜓↓(𝑥, 𝑧) = 𝜓↓(𝑥) 𝑒

𝑖𝑘‖𝑧, (4.9)

ãäå 𝑘‖ = 𝑘 cos𝜙𝑖 = 𝑘 cos𝜙𝑟 � ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà,
êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ðàññåÿíèè íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè; 𝑘 � ìîäóëü
âîëíîâîãî âåêòîðà ïàäàþùåé íåéòðîííîé âîëíû, 𝜙𝑖 è 𝜙𝑟 � óãëû ñêîëüæå-
íèÿ äëÿ ïàäàþùåãî (incident) è îòðàæ¼ííîãî (re�ected) ïó÷êîâ íåéòðîíîâ
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(𝜙𝑟 = 𝜙𝑖). Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäïîëàãàåìûé âèä ðåøåíèÿ (4.9) â ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (4.8), ïîëó÷àåì:

𝑑2

𝑑𝑥2
𝜓↑(𝑥) +

2𝑚𝑛

~2
(𝐸 sin2 𝜙𝑖 − 𝑈0 − |𝜇𝑛|𝐵𝑧)𝜓↑(𝑥) = 0, (4.10a)

𝑑2

𝑑𝑥2
𝜓↓(𝑥) +

2𝑚𝑛

~2
(𝐸 sin2 𝜙𝑖 − 𝑈0 + |𝜇𝑛|𝐵𝑧)𝜓↓(𝑥) = 0. (4.10b)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïî ôîðìå ñîâïàäàþò ñ âîëíîâûì óðàâíåíèåì (1.26),
îïèñûâàþùèì îòðàæåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ðåíòãåíîâñêîãî äèàïà-
çîíà îò ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Àíàëèçèðóÿ óñëîâèÿ
îáðàùåíèÿ ýôôåêòèâíûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ

𝑘эфф,↑ =

√
2𝑚𝑛

~

√︁
𝐸 sin2 𝜙𝑖 − 𝑈0 − |𝜇𝑛|𝐵𝑧 è

𝑘эфф,↓ =

√
2𝑚𝑛

~

√︁
𝐸 sin2 𝜙𝑖 − 𝑈0 + |𝜇𝑛|𝐵𝑧

â íóëü, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íåéòðîíîâ ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêèé óãîë ñêîëü-
æåíèÿ 𝜙𝑐, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîÿâëåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ íåé-
òðîííûõ âîëí âíóòðè ôåððîìàãíåòèêà. Òàêîå íåïðîïóñêàíèå íåéòðîííûõ
âîëí îçíà÷àåò ïîëíîå îòðàæåíèå íåéòðîíîâ îò ìàãíèòíîé ñðåäû. Âàæíî,
÷òî äëÿ íåéòðîíîâ ðàçëè÷íîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêî-
ãî óãëà ðàçëè÷íû18

𝜙↓,𝑐 ≃
√︂
𝑈0 − |𝜇𝑛|𝐵𝑧

𝐸
è 𝜙↑,𝑐 ≃

√︂
𝑈0 + |𝜇𝑛|𝐵𝑧

𝐸
. (4.11)

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â äèàïàçîíå óãëîâ ñêîëüæå-
íèÿ√︂

𝑈0 − |𝜇𝑛|𝐵𝑧

𝐸
< 𝜙𝑖 <

√︂
𝑈0 + |𝜇𝑛|𝐵𝑧

𝐸
(4.12)

íåéòðîíû ñî ñïèíîì, ïàðàëëåëüíûì ìàãíèòíîìó ïîëþ, ïîëíîñòüþ îòðà-
æàþòñÿ (ðèñ. 4.1a), à íåéòðîíû ñî ñïèíîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ìàãíèò-
íîìó ïîëþ, ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïðîõîäÿò ÷åðåç ôåððîìàãíèòíîå çåðêàëî
(ðèñ. 4.1b). Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçäåëåíèþ íåéòðîíîâ ïî ñïèíó è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ê ïîëÿðèçàöèè ïåðâîíà÷àëüíî íåïîëÿðèçîâàííîãî ïó÷êà19. Çàâèñè-
ìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò óãëà ñêîëüæåíèÿ ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà

18При оценке критических углов мы считаем углы скольжения малыми, поэтому
sin𝜙𝑖 ≃ 𝜙𝑖.

19Предлагаем читателю самостоятельно рассмотреть задачу об отражении нейтронов
от ферромагнитного зеркала, для которого вектор M направлен вдоль отражающей
поверхности и перпендикулярен плоскости падения нейтронов, и показать, что эффект
спиновой поляризации не зависит от ориентации вектора M.
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Рис. 4.2. Схематическое представление зависимости коэффициента от-
ражения нейтронов различных поляризаций от угла скольжения 𝜙𝑖 па-
дающего пучка. Заштрихованная область соответствует диапазону уг-
лов, в котором существует поляризация отражённого пучка
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q , 1/nm
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Рис. 4.3. Типичная зависимость коэффициента отражения нейтронов
с различной поляризацией от сверхрешёток Fe/Si от переданного им-
пульса 𝑞 = 2𝑘 sin𝜙, где 𝜙 – угол скольжения. Данные для построения
рисунка взяты с сайта www.swissneutronics.ch

íà ðèñ. 4.2. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôåððîìàãíèòíûõ çåðêàë â êà÷åñòâå ïî-
ëÿðèçàòîðîâ ïðèíàäëåæèò Áëîõó (F. Bloch) è àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ñîçäàíèÿ ïîëÿðèçîâàííûõ íåéòðîííûõ
ïó÷êîâ (ðèñ. 4.3).

4.3 Отражение нейтронов от систем с неколлинеарным
магнитным полем: расщепление нейтронного пучка

Ïðè ðàññåÿíèè íåéòðîíîâ îò ñèñòåìû ñ íåêîëëèíåàðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñïèí íåéòðîíà íå ñîõðàíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó îïåðàòîðû
êîìïîíåíò ñïèíà íå êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì óðàâíåíèÿ Øð¼äèí-
ãåðà ([�̂�𝑥, �̂�] ̸= 0, [�̂�𝑦, �̂�] ̸= 0 è [�̂�𝑧, �̂�] ̸= 0). Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòóþ
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ñèñòåìó, â êîòîðîé ïðîöåññû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ñ ïåðåâîðîòîì ñïè-
íà ïðè ðàññåÿíèè íåéòðîíîâ ïðîÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ÿðêî.

B = 4πM

H

z

x ϕi ϕr

kr

ki

(a)

B = 4πM

z

x ϕi

H
kr

ki

(b)

Рис. 4.4. Задача о зеемановском расщеплении спин-поляризованного пучка нейтронов
при отражении от ферромагнетика в системе с неколлинеарным магнитным полем:
(a) рассеяние нейтронов со спином, параллельным полю H, (b) рассеяние нейтронов со
спином, антипараллельным полю H. Чёрные стрелки соответствуют проекции спина
нейтрона на ось 𝑧. Отражение нейтронов без изменения спина всегда происходит под
зеркальным углом

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííîìó ôåððîìàãíåòèêó ñ ìàã-
íèòíîé àíèçîòðîïèåé òèïà ¾ë¼ãêàÿ ïëîñêîñòü¿ (ñì. Ëåêöèþ 14) è íàìàãíè-
÷åííîñòüþ M, îðèåíòèðîâàííîé ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè ãðàíèöû ðàçäåëà,
ïðèëîæåíî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëåH ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 4.4).
Ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ H ôåððîìàãíåòèê áóäåò èçìåíÿòü íàïðàâ-
ëåíèå âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè, ñòðåìÿñü ïåðåîðèåíòèðîâàòü íàìàãíè÷åí-
íîñòü ïàðàëëåëüíî âíåøíåìó ïîëþ. Îäíàêî, åñëè 𝐻 ≪ 4𝜋𝑀0, òî èçìå-
íåíèåì îðèåíòàöèè âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî âíå ôåððîìàãíåòèêà ëîêàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå B
ðàâíî H, à âíóòðè ôåððîìàãíåòèêà � 4𝜋M. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêîé ñèñòå-
ìå ðåàëèçóåòñÿ íåêîëëèíåàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì è ìàã-
íèòíûì ìîìåíòîì, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïîâåðõíîñòè îáðàçöà. Âûáåðåì
ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü 𝑧 áûëà íà-
ïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà H, à îñü 𝑥 � âäîëü âåêòîðà M (ðèñ. 4.4). Ïîêàæåì,
÷òî ïðè îòðàæåíèè îò ïîâåðõíîñòè ôåððîìàãíåòèêà ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûé
ïó÷îê íåéòðîíîâ ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïîä
ðàçëè÷íûìè óãëàìè îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè çåðêàëà (Zeeman beam-
splitting). Çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ (4.2) äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ñèñòåìû â âèäå

�̂� = − ~2

2𝑚𝑛

𝜕2

𝜕𝑥2
− ~2

2𝑚𝑛

𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝑈0 · 𝑓(𝑧)+

+|𝜇𝑛|
(︂

0 𝐵𝑥

𝐵𝑥 0

)︂
· 𝑓(𝑧) + |𝜇𝑛|

(︂
𝐵𝑧 0
0 −𝐵𝑧

)︂
· (1− 𝑓(𝑧)),
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ãäå 𝐵𝑥 = 4𝜋𝑀0 è 𝐵𝑧 = 𝐻; ôóíêöèÿ 𝑓(𝑧) = 1 âíóòðè ôåððîìàãíåòèêà (ïðè
𝑧 > 0) è 𝑓(𝑧) = 0 âíå ôåððîìàãíåòèêà (ïðè 𝑧 < 0). Íåñëîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ãàìèëüòîíèàí �̂� êîììóòèðóåò ñ 𝑥-êîìïîíåíòîé îïåðàòîðà èìïóëüñà
𝑝𝑥 = −𝑖~ 𝜕 /𝜕𝑥 è ïîòîìó ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà èìïóëüñà (èëè âîëíîâîãî
âåêòîðà) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ðàññåÿíèè

𝑘𝑖,𝑥 = 𝑘 cos𝜙𝑖 è 𝑘𝑟,𝑥 = 𝑘 cos𝜙𝑖, (4.13)

ãäå 𝑘 � ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà ïàäàþùåé íåéòðîííîé âîëíû, 𝜙𝑖 � óãîë
ñêîëüæåíèÿ ïàäàþùåãî ïó÷êà, 𝑘𝑖,𝑧 = 𝑘 sin𝜙𝑖 � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
âîëíîâîãî âåêòîðà ïàäàþùåé ÷àñòèöû.

Íå âäàâàÿñü â äåòàëè ïðîöåññà îòðàæåíèÿ20 ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûõ ÷à-
ñòèö îò ôåððîìàãíèòíîãî ñëîÿ, îáñóäèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè
âîëíîâûõ âåêòîðîâ äëÿ ïàäàþùèõ è îòðàæ¼ííûõ íåéòðîííûõ âîëí âäàëè
îò îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè. Âíå ôåððîìàãíåòèêà (ïðè 𝑧 < 0) ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ïàóëè (4.6) äëÿ âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíà â âèäå íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

− ~2

2𝑚𝑛

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜓↑ −

~2

2𝑚𝑛

𝜕2

𝜕𝑧2
𝜓↑ + |𝜇𝑛|𝐻 𝜓↑ = 𝐸 𝜓↑, (4.14a)

− ~2

2𝑚𝑛

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜓↓ −

~2

2𝑚𝑛

𝜕2

𝜕𝑧2
𝜓↓ − |𝜇𝑛|𝐻 𝜓↓ = 𝐸 𝜓↓. (4.14b)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè îòðàæ¼ííûõ íåéòðîíîâ èìåþò âèä

𝜓↑(𝑥, 𝑧) = 𝐵1 𝑒
−𝑖𝑘𝑟,𝑥𝑥 𝑒−𝑖𝑘𝑟,𝑧,↑𝑧 è 𝜓↓(𝑥, 𝑧) = 𝐵2 𝑒

−𝑖𝑘𝑟,𝑥𝑥 𝑒−𝑖𝑘𝑟,𝑧,↓𝑧, (4.15)

ãäå 𝐵1 è 𝐵2 � íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû
ïîñëå ñîãëàñîâàíèÿ êîìïîíåíò ñïèíîðà è èõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå ðàç-
äåëà; 𝑘𝑓,𝑧,↑ = 𝑘 sin𝜙𝑓,↑ è 𝑘𝑟,𝑧,↓ = 𝑘 sin𝜙𝑟,↓, ãäå 𝜙𝑟,↑ è 𝜙𝑟,↓ � óãëû ñêîëüæåíèÿ
äëÿ îòðàæ¼ííûõ ÷àñòèö, çàâèñÿùèå îò ñïèíà.

Ñ ó÷¼òîì (4.15) çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ íàëåòàþùèõ
÷àñòèö ñî ñïèíîì вдоль ïîëÿ H è îòðàæ¼ííûõ ÷àñòèö (ðèñ. 4.4a)

~2𝑘2
𝑖,𝑧

2𝑚𝑛

+ |𝜇𝑛|𝐻 =
~2𝑘2

𝑟,𝑧,↑

2𝑚𝑛

+ |𝜇𝑛|𝐻

è
~2𝑘2

𝑖,𝑧

2𝑚𝑛

+ |𝜇𝑛|𝐻 =
~2𝑘2

𝑟,𝑧,↓

2𝑚𝑛

− |𝜇𝑛|𝐻. (4.16)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòðàæåíèå íåéòðîíîâ ñ ñîõðàíåíèåì ñïèíà âñåãäà ÿâëÿ-
åòñÿ çåðêàëüíûì (𝜙𝑟,↑ = 𝜙𝑖), ïîñêîëüêó 𝑘𝑟,𝑧,↑ = 𝑘𝑖,𝑧. Íàïðîòèâ, ïåðåâîðîò

20Полное решение задачи в матричном виде приведено в монографии [4.6].
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ñïèíà ïðè ðàññåÿíèè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà

𝑘2
𝑟,𝑧,↓ = 𝑘2

𝑖,𝑧 +
2𝑚𝑛

~2
· 2|𝜇𝑛|𝐻. (4.17)

Èç ôîðìóëû (4.17) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè ïàäåíèÿ è îòðàæå-
íèÿ

sin2 𝜙𝑟,↓ ≃ sin2 𝜙𝑖 +
2|𝜇𝑛|𝐻
𝐸

. (4.18)

Ñ÷èòàÿ óãëû ñêîëüæåíèÿ ìàëûìè (𝜙𝑖 ≪ 1 è 𝜙𝑟,↓ ≪ 1), ïåðåïèøåì ñîîòíî-
øåíèå (4.18) äëÿ óãëà îòðàæåíèÿ â áîëåå ïðîñòîì âèäå

𝜙𝑟,↓ ≃
√︂
𝜙2
𝑖 +

2|𝜇𝑛|𝐻
𝐸

≃ 𝜙𝑖 +
|𝜇𝑛|𝐻
𝐸𝜙𝑖

. (4.19)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïó÷îê ïîëÿðèçîâàííûõ íåé-
òðîíîâ ñî ñïèíîì против ïîëÿ H ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ôåððîìàãíèòíîãî
çåðêàëà òàêæå ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ïîòîêà (ðèñ. 4.4b): íåéòðîíû áåç èç-
ìåíåíèÿ ñïèíà îòðàæàþòñÿ ïîä çåðêàëüíûì óãëîì (𝜙𝑟,↓ = 𝜙𝑖), íåéòðîíû ñ
ïåðåâîðîòîì ñïèíà îòðàæàþòñÿ ïîä ì�åíüøèì óãëîì

𝜙𝑟,↑ ≃ 𝜙𝑖 −
|𝜇𝑛|𝐻
𝐸 𝜙𝑖

. (4.20)

Ïðåäñêàçàííîå ðàñùåïëåíèå ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîãî íåéòðîííîãî ïó÷êà íà
äâå ÷àñòè íàáëþäàëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå [4.11].

Åñëè îò ìàãíèòíîãî çåðêàëà îòðàæàåòñÿ íåïîëÿðèçîâàííûé ïó÷îê íåé-
òðîíîâ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ íåéòðîíîâ ñ ðàçëè÷íîé ñïè-
íîâîé ïîëÿðèçàöèåé, òî ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêîé ïó÷îê áóäåò ðàñ-
ùåïëÿòüñÿ íà òðè ÷àñòè: íàèáîëåå èíòåíñèâíàÿ ÷àñòü ïó÷êà áóäåò îòðà-
æàòüñÿ ïîä çåðêàëüíûì óãëîì è ñîäåðæàòü íåéòðîíû îáåèõ ïîëÿðèçàöèé,
÷àñòü ïó÷êà áóäåò îòðàæàòüñÿ ïîä á�îëüøèì óãëîì ñêîëüæåíèÿ è ñîäåðæàòü
ïîëÿðèçîâàííûå íåéòðîíû ñî ñïèíîì ïðîòèâ ïîëÿH è, íàêîíåö, ÷àñòü ïó÷-
êà áóäåò îòðàæàòüñÿ ïîä ì�åíüøèì óãëîì ñêîëüæåíèÿ è ñîäåðæàòü ïîëÿðè-
çîâàííûå íåéòðîíû ñî ñïèíîì ïî ïîëþ H.
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Приложение 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåéòðîí, ïåðåä òåì êàê ïîïàñòü â îáëàñòü îäíîðîäíî-
ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðîø¼ë ÷åðåç ïîëÿðèçàòîðû è ïðèîáð¼ë îïðåäåë¼ííóþ
ñïèíîâóþ ïîëÿðèçàöèþ. Ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ñ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèåé
ñïèíà ïî îòíîøåíèþ ê ìàãíèòíîìó ïîëþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïî-
çèöèþ ¾÷èñòûõ¿ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ïî ïîëþ è ïðîòèâ ïîëÿ

𝜓(r) = 𝑎

(︂
1
0

)︂
𝑒𝑖𝑘↑𝜉 + 𝑏

(︂
0
1

)︂
𝑒𝑖𝑘↓𝜉, (4.21)
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ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, êîòîðûå çàâèñÿò îò ïðîåêöèè
ñïèíà íà îñü 𝑧; 𝑎 = |𝑎| 𝑒𝑖𝜃𝑎 è 𝑏 = |𝑏| 𝑒𝑖𝜃𝑏 � êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íîðìèðîâêè |𝑎|2 + |𝑏|2 = 1; 𝜃𝑎 è 𝜃𝑏 � ôàçû áåãóùèõ
ñïèíîâûõ âîëí ñ ðàçíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèåé.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå 𝑥-êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ìîìåíòà íåéòðî-
íà â ñîñòîÿíèè (4.21)

𝑚𝑥 ≡ −|𝜇𝑛| ⟨𝜓*|�̂�𝑥|𝜓⟩ = −|𝜇𝑛|
{︁
𝑎*
(︁
1, 0
)︁
𝑒−𝑖𝑘↑𝜉 + 𝑏*

(︁
0, 1
)︁
𝑒−𝑖𝑘↓𝜉

}︁
(︁
0 1
1 0

)︁{︁
𝑎
(︁
1
0

)︁
𝑒𝑖𝑘↑𝜉 + 𝑏

(︁
0
1

)︁
𝑒𝑖𝑘↓𝜉

}︁
.

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷àåì

𝑚𝑥 = −|𝜇𝑛|
(︁
𝑎*𝑒−𝑖𝑘↑𝜉, 0

)︁(︂ 0
𝑎𝑒𝑖𝑘↑𝜉

)︂
− |𝜇𝑛|

(︁
0, 𝑏*𝑒−𝑖𝑘↓𝜉

)︁(︂ 0
𝑎𝑒𝑖𝑘↑𝜉

)︂
−

− |𝜇𝑛|
(︁
𝑎*𝑒−𝑖𝑘↑𝜉, 0

)︁(︂
𝑏𝑒𝑖𝑘↓𝜉

0

)︂
− |𝜇𝑛|

(︁
0, 𝑏*𝑒−𝑖𝑘↓𝜉

)︁(︂
𝑏𝑒𝑖𝑘↓𝜉

0

)︂
=

= −|𝜇𝑛|
{︁
𝑎𝑏* 𝑒−𝑖(𝑘↓−𝑘↑)𝜉 + 𝑎*𝑏 𝑒𝑖(𝑘↓−𝑘↑)𝜉

}︁
.

Ïîñëå íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

𝑚𝑥 = −|𝜇𝑛|
{︁
𝑎𝑏* 𝑒−𝑖(𝑘↓−𝑘↑)𝜉 + 𝑎*𝑏 𝑒𝑖(𝑘↓−𝑘↑)𝜉

}︁
=

= −2|𝑎||𝑏| |𝜇𝑛| cos
(︀
(𝑘↓ − 𝑘↑) 𝜉 + (𝜃𝑏 − 𝜃𝑎)

)︀
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 𝑦- è 𝑧-êîìïîíåíò
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà íåéòðîíà â ñîñòîÿíèè (4.21)

𝑚𝑦 ≡ −|𝜇𝑛| ⟨𝜓*|�̂�𝑦|𝜓⟩ = −|𝜇𝑛|
{︁
𝑖𝑎𝑏* 𝑒−𝑖(𝑘↓−𝑘↑)𝜉 − 𝑖𝑎𝑏* 𝑒𝑖(𝑘↓−𝑘↑)𝜉

}︁
=

= 2|𝑎||𝑏| |𝜇𝑛| sin
(︀
(𝑘↓ − 𝑘↑) 𝑧 + (𝜃𝑏 − 𝜃𝑎)

)︀
,

𝑚𝑧 ≡ −|𝜇𝑛| ⟨𝜓*|�̂�𝑧|𝜓⟩ = −|𝜇𝑛|
(︀
|𝑎|2 − |𝑏|2

)︀
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè |𝑎| ≠ 0 è |𝑏| ≠ 0 â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
ïî òðàåêòîðèè 𝑥- è 𝑦-êîìïîíåíòû ñðåäíåãî ñïèíà è ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ÷à-
ñòèöû èçìåíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò прецессии ìàãíèòíîãî
ìîìåíòà ÷àñòèöû âîêðóã íàïðàâëåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Îöåíèì ðàçíîñòü èìïóëüñîâ 𝑘↓ − 𝑘↑ â ïðèáëèæåíèè ñëàáîãî âíåøíåãî
ïîëÿ (|𝜇𝑛𝐵𝑧|/𝐸 ≪ 1)

𝑘↓ − 𝑘↑ =

√︀
2𝑚𝑛(𝐸 − 𝑈0)

~

{︃√︃
1 +

|𝜇𝑛|𝐵𝑧

𝐸 − 𝑈0

−

√︃
1− |𝜇𝑛|𝐵𝑧

𝐸 − 𝑈0

}︃
≃

≃
√︀
2𝑚𝑛(𝐸 − 𝑈0)

~
|𝜇𝑛|𝐵𝑧

(𝐸 − 𝑈0)
≃ 2𝑚𝑛

~2

|𝜇𝑛|𝐵𝑧

𝑘
,

ãäå 𝑘 =
√︀

2𝑚𝑛(𝐸 − 𝑈0)/~ � âîëíîâîé âåêòîð ÷àñòèöû áåç ó÷¼òà çååìàíîâ-
ñêîãî ñëàãàåìîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâåííûé è âðåìåííîé ïåðèîäû
îñöèëëÿöèé ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ðàâíû

Δ𝑧 =
2𝜋

(𝑘↓ − 𝑘↑)
≃ 𝜋~𝑣

|𝜇𝑛|𝐵𝑧

è Δ𝑡 =
Δ𝑧

𝑣
=

𝜋~
|𝜇𝑛|𝐵𝑧

,

ãäå 𝑣 = ~𝑘/𝑚𝑛 åñòü êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Óãëîâàÿ ÷àñòîòà
ïðåöåññèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ðàâíà

Ω =
2𝜋

Δ𝑡
=

2|𝜇𝑛|𝐵𝑧

~
.
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Лекция 5. Спин-зависящее рассеяние электронов

и туннельное магнитосопротивление

Электронные волны в однородном ферромагнетике. Туннелирование спин-
поляризованных электронов в системе с неколлинеарным распределением
намагниченности. Проводимость туннельного перехода: cпиновый вен-
тиль. Магниторезистивный элемент и магнитная память с произволь-
ным доступом.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îïèñàíèå ýëåêòðîíîâ â ìàãíèòíîì ìàòåðèàëå ÿâëÿ-
åòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé â ñèëó ñèëüíûõ ñïèíîâûõ êîððåëÿöèé. Òàê, íàïðè-
ìåð, â ôåððîìàãíåòèêàõ ñóùåñòâóåò òåíäåíöèÿ ê ñîíàïðàâëåííîñòè ñïèíîâ
îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ. Òàêèå êîððåëÿöèè èìåþò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ
îáìåííóþ ïðèðîäó è îáóñëîâëåíû êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì [5.1, �62].
Îäíèì èç ïðîñòûõ è ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ
òàê íàçûâàåìàÿ 𝑠-𝑑 ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ Øóáèíûì, Âîíñîâñêèì è Çè-
íåðîì (íàïðèìåð, [5.2, �22]). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïèíû ëîêàëèçîâàííûõ
𝑑-ýëåêòðîíîâ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ôåððîìàãíèòíûì îáðàçîì, ôîðìèðóÿ íà-
ìàãíè÷åííîñòü îáðàçöà M(r). Ñâîáîäíûå 𝑠-ýëåêòðîíû âûñøèõ îáîëî÷åê,
îáåñïå÷èâàþùèå ìåòàëëè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü, âçàèìîäåéñòâóþò ñ ëîêà-
ëèçîâàííûìè 𝑑-ýëåêòðîíàìè ïîñðåäñòâîì ëîêàëüíîãî îáìåííîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí 𝑠-𝑑 âçàèìîäåéñòâèÿ
èìååò âèä çååìàíîâñêîãî ñëàãàåìîãî

�̂�𝑠−𝑑 = −𝐽m(r) · �̂�, (5.1)

ãäå 𝐽 � êîíñòàíòà, êîòîðàÿ èìååò îáìåííóþ ïðèðîäó è õàðàêòåðèçó-
åò ýôôåêòèâíîñòü 𝑠-𝑑 âçàèìîäåéñòâèÿ (äëÿ ôåððîìàãíåòèêîâ 𝐽 > 0);
m(r) = M(r)/𝑀0 � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ëîêàëüíîé íàìàã-
íè÷åííîñòè, ãäå 𝑀0 � íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùåíèÿ; �̂� � îïåðàòîð ñïèíà
ýëåêòðîíà (ñì. ïðèìå÷àíèå íà ñ. 69).

Âìåñòî îáìåííîé êîíñòàíòû è âåêòîðà m(r) ÷àñòî ââîäÿò îáìåííîå ïî-
ëå èëè ìîëåêóëÿðíîå ïîëå Âåéññà h(r) = 𝐽m(r). Äëÿ ñèëüíûõ ôåððî-
ìàãíåòèêîâ (íàïðèìåð, Fe è Co) òèïè÷íàÿ îáìåííàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ýëåêòðî-
íîâ ìîæåò äîñòèãàòü âåëè÷èí ïîðÿäêà 0.1 − 0.5 ýÂ. Ñðàâíèì ýòî çíà÷å-
íèå ñ çååìàíîâñêîé ýíåðãèåé äëÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå 𝜇𝐵𝐵, ãäå
𝜇𝐵 ≃ 5.8 · 10−5 ýÂ/Të � ìàãíåòîí Áîðà è 𝐵 � èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çååìàíîâñêàÿ ýíåðãèÿ ïîðÿäêà 0.1 ýÂ ñîîòâåòñòâóåò
ñâåðõñèëüíûì ìàãíèòíûì ïîëÿì ïîðÿäêà 103 Òë.
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5.1 Электронные волны в однородном ферромагнетике

Çàïèøåì íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ïàóëè [5.3, �33]

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(r, 𝑡) = �̂�Ψ(r, 𝑡) (5.2)

äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ; ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí
�̂� äëÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â ôåððîìàãíèòíîì ìåòàëëå ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå21

�̂� = − ~2

2𝑚* Δ+ 𝑈(r)− 𝐽m(r) · �̂�. (5.3)

Ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå â ñîîòíîøåíèè (5.3) ñîîòâåòñòâóþò êèíåòè÷å-
ñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿì ýëåêòðîíà, 𝑚* � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýëåê-
òðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè; òðåòüå ñëàãàåìîå −𝐽m(r) · �̂� åñòü çååìàíîâ-
ñêàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â 𝑠-𝑑 ìîäåëè. Îòìåòèì ñõîäñòâo ãàìèëüòî-
íèàíà (5.3), îïèñûâàþùåãî ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûå ýëåêòðîíû â 𝑠-𝑑 ìîäåëè,
è ãàìèëüòîíèàíà (4.2), îïèñûâàþùåãî ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûå íåéòðîíû. Îñ-
íîâíîå îòëè÷èå ìåæäó ãàìèëüòîíèàíàìè (5.3) è (4.2) ñâÿçàíî ñ ðàçíûì çíà-
êîì ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, êîòîðîå îáúÿñíÿåò òåíäåíöèþ ê âûñòðàèâàíèþ
ñïèíà íåéòðîíîâ ïðîòèâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ñïèíà ýëåêòðîíîâ âäîëü ýô-
ôåêòèâíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýëåêòðîíû â ðàìêàõ 𝑠-𝑑
ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþò ñ âåêòîðîì íàìàãíè÷åííîñòè M, â òî âðåìÿ êàê
íåéòðîíû âçàèìîäåéñòâóþò ñ âåêòîðîì ìàãíèòíîé èíäóêöèè B.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà ñ ýíåðãèåé 𝐸, äëÿ êî-
òîðîãî çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ñïèíîðà îò êîîðäèíàò è âðåìåíè ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå Ψ(r, 𝑡) = 𝜓(r) 𝑒−𝑖𝐸𝑡/~, è ïåðåéäåì ê ñòàöèîíàð-
íîìó óðàâíåíèþ Ïàóëè

�̂�𝜓(r) = 𝐸𝜓(r). (5.4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàìàãíè÷åííîñòü ôåððîìàãíåòèêà íå çàâèñèò îò êîîð-
äèíàò. Ââåä¼ì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü 𝑧 íàïðàâëåíà
âäîëü âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè, òîãäà îáìåííîå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò âèä
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû: −𝐽m · �̂� = −𝐽�̂�𝑧. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå êîìïî-
íåíò ñïèíîðà ìîãóò áûòü âûáðàíû âîëíîâûå ôóíêöèè 𝜓(1) = 𝜓↑ è 𝜓

(2) = 𝜓↓,
îïèñûâàþùèå ýëåêòðîí ñî ñïèíîì, íàïðàâëåííûì âäîëü âåêòîðà m è ïðî-
òèâ âåêòîðà m, ñîîòâåòñòâåííî.

21Молекулярное поле Вейсса h(r) = 𝐽m(r) есть удобное понятие для описания спи-
нового упорядочения в ферромагнетиках в приближении среднего поля. Молекулярное
поле не является истинным магнитным полем, следовательно, при записи оператора им-
пульса p̂ = −𝑖~∇ для электрона в нулевом внешнем магнитном поле нет необходимости
добавлять слагаемое (𝑞/𝑐)A(r).
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E = U0 + h̄2k2/2m∗

k↑ = k↓

k

E

(a)

E = U0 + h̄2k2/2m∗ ± J

k↓ k↑

k

E

(b)

Рис. 5.1. Спектр свободного электрона в немагнитном металле (a)
и в ферромагнитном металле с учётом обменного взаимодействия
(b). Нижняя и верхняя спиновые подзоны соответствуют электро-
нам со спином, параллельным или антипараллельным вектору ло-
кальной намагниченности

Âíóòðè îäíîðîäíîé ñðåäû óðàâíåíèå Ïàóëè ñâîäèòñÿ ê äâóì íåçàâè-
ñèìûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì òèïà óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ
êîìïîíåíò ñïèíîðà 𝜓↑(𝜉) è 𝜓↓(𝜉)

− ~2

2𝑚*

𝑑2𝜓↑

𝑑𝜉2
+ 𝑈0 𝜓↑ − 𝐽 𝜓↑ = 𝐸 𝜓↑, (5.5a)

− ~2

2𝑚*

𝑑2𝜓↓

𝑑𝜉2
+ 𝑈0 𝜓↓ + 𝐽 𝜓↓ = 𝐸 𝜓↓, (5.5b)

ãäå 𝑈0 � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà. Çäåñü è äàëåå îñü 𝜉 âûáðàíà
âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà è â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò
ñ îñÿìè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (𝑥, 𝑦, 𝑧), ïðèâÿçàííîé ê ìàãíèòíîé
òåêñòóðå. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (5.5) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå áå-
ãóùèå âîëíû ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû

𝜓↑ = 𝑎 𝑒𝑖𝑘↑𝜉 è 𝜓↓ = 𝑏 𝑒𝑖𝑘↓𝜉, (5.6)

ãäå 𝑎 è 𝑏 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.6) â óðàâíåíèÿ
(5.5) íàõîäèì, ÷òî âîëíîâûå âåêòîðû äëÿ ýëåêòðîíà ñ çàäàííîé ýíåðãèåé
è ðàçíîé ïðîåêöèåé ñïèíà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝑘↑ =

√
2𝑚*

~
√︀
𝐸 − 𝑈0 + 𝐽 è 𝑘↓ =

√
2𝑚*

~
√︀
𝐸 − 𝑈0 − 𝐽 (5.7)

è çàâèñÿò îò îáìåííîé êîíñòàíòû 𝐽 . Òàêèì îáðàçîì, â ôåððîìàãíèòíîì
ìåòàëëå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ 𝐸 ñóùåñòâóþò äâå ïàðû ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé âîëíîâîãî âåêòîðà ±𝑘↑ è ±𝑘↓ (ðèñ. 5.1b), è, òàêèì îáðàçîì, ñïèíîâîå
âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ. Âîëíîâîé âåêòîð äëÿ ýëåêòðîíîâ íèæíåé ñïèíîâîé
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Рис. 5.2. Задача рассеяния электронов в туннельно-связанной си-
стеме двух ферромагнитных металлов с неколлинеарным распре-
делением намагниченности. Отметим, что ориентация векторов
намагниченности M1 и M2 относительно границ раздела между
ферромагнитными металлами и изолирующим барьером роли не
играет

ïîäçîíû ñ ïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèåé ñïèíà âñåãäà äåéñòâèòåëüíûé, à äëÿ
âåðõíåé ïîäçîíû ñ àíòèïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèåé ñïèíà îí ìîæåò áûòü
äåéñòâèòåëüíûì (ïðè 𝐸 > 𝑈0 + 𝐽) èëè ìíèìûì (ïðè 𝐸 < 𝑈0 + 𝐽).

5.2 Туннелирование электронов в системе с неколлинеарным
распределением намагниченности

Ñëåäóÿ ðàáîòå [5.4], îáñóäèì îñîáåííîñòè ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîãî òðàíñ-
ïîðòà â òóííåëüíîì êîíòàêòå ñ ôåððîìàãíèòíûìè áåðåãàìè. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî äâà îáú¼ìíûõ ôåððìàãíèòíûõ ìåòàëëà 1 è 2 ñ îäíîðîäíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè è ïëîñêèìè èíòåðôåéñàìè ðàçäåëåíû òîí-
êèì ñëîåì èçîëÿòîðà òîëùèíû 𝑤 (ðèñ. 5.2). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî îá-
ìåííûå êîíñòàíòû äëÿ ôåððîìàãíåòèêîâ îäèíàêîâû è ðàâíû 𝐽 , à âåêòîðû
íàìàãíè÷åííîñòè M1 è M2 ïîâåðíóòû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà óãîë
𝛼. Îðèåíòàöèÿ ïîëåé M1 è M2 îòíîñèòåëüíî ãðàíèö ðàçäåëà ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíîé. Ââåä¼ì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò (𝑥, 𝑦, 𝑧) è (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû îñü 𝑧 áûëà ïàðàëëåëüíà âåêòîðó M1, à îñü 𝑧

′ � ïàðàëëåëüíà
âåêòîðóM2. Âûáåðåì îñü 𝜉 ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöàì ðàçäåëà è ðàññìîò-
ðèì ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè íà áàðüåð ñëåâà.

Íà÷í¼ì ñ àíàëèçà ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà èç íèæíåé ñïèíîâîé ïîäçîíû
ôåððîìàãíèòíîãî ìåòàëëà 1 íà èçîëèðóþùåì áàðüåðå. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ñ÷èòàòü ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñèììåòðè÷íûì (ðèñ. 5.2).

Âíóòðè ôåððîìàãíèòíîãî ìåòàëëà 1 (îáëàñòü 1, 𝜉 < 0) â êà÷åñòâå îñè
êâàíòîâàíèÿ ñïèíà ìîæíî âûáðàòü îñü 𝑧, ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó M1. Îá-
ùèé âèä ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïàäåíèþ ÷àñòèöû ïî ñïèíîì ââåðõ
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è îòðàæåíèþ ñ ñîõðàíåíèåì è ïåðåâîðîòîì ñïèíà, ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

𝜓1↑ = 𝐴1↑ 𝑒
𝑖𝑘↑𝜉 +𝐵1↑ 𝑒

−𝑖𝑘↑𝜉 è 𝜓↓ = 𝐵1↓ 𝑒
−𝑖𝑘↓𝜉, (5.8)

ãäå 𝐴1↑ � àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû, 𝐵1↑ è 𝐵1↓ � àìïëèòóäû îòðàæ¼ííûõ

âîëí äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ðàçíîé ïðîåêöèåé ñïèíà, 𝑘↑ =
√︀

2𝑚*(𝐸 − 𝑈1 + 𝐽)/~
è 𝑘↓ =

√︀
2𝑚*(𝐸 − 𝑈1 − 𝐽)/~ � âîëíîâûå âåêòîðû äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ðàçíîé

ïðîåêöèåé ñïèíà, ãäå 𝑈1 � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ýòîé îáëàñòè.

Âíóòðè íåìàãíèòíîãî èçîëèðóþùåãî áàðüåðà (îáëàñòü 2, 0 < 𝜉 < 𝑤)
â êà÷åñòâå îñè êâàíòîâàíèÿ ñïèíà òàêæå ìîæíî âûáðàòü îñü 𝑧. Ïðè óñëîâèè
𝐸 < 𝑈2 îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷åòûðåõ íåðàñïðî-
ñòðàíÿþùèõñÿ âîëí ñ ìíèìûì âîëíîâûì âåêòîðîì 𝑘 = 𝑖κ

𝜓2↑ = 𝐴2↑ 𝑒
−κ𝜉 +𝐵2↑ 𝑒

κ𝜉 è 𝜓2↓ = 𝐴2↓ 𝑒
−κ𝜉 +𝐵2↓ 𝑒

κ𝜉. (5.9)

ãäå κ =
√︀

2𝑚* (𝑈2 − 𝐸)/~ � ìíèìàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî âåêòîðà, 𝐴2↑, 𝐵2↑,
𝐴2↓ è 𝐵2↓ � àìïëèòóäà çàòóõàþùèõ è íàðàñòàþùèõ ðåøåíèé äëÿ ýëåêòðî-
íà ñ ðàçëè÷íîé ïðîåêöèåé ñïèíà, 𝑤 � øèðèíà òóííåëüíîãî áàðüåðà, 𝑈2 �
âûñîòà òóííåëüíîãî áàðüåðà.

Âíóòðè ôåððîìàãíèòíîãî ìåòàëëà 2 (îáëàñòü 3, 𝜉 > 𝑤) â êà÷åñòâå îñè
êâàíòîâàíèÿ ñïèíà ñëåäóåò âûáðàòü îñü 𝑧′, ïàðàëëåëüíóþ ïîëþ M2. Áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå â âèäå âîëí, áåãóùèõ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè 𝜉

𝜓′
3↑ = 𝐴3↑ 𝑒

𝑖𝑘↑(𝜉−𝑤) è 𝜓′
3↓ = 𝐴3↓ 𝑒

𝑖𝑘↓(𝜉−𝑤), (5.10)

ãäå 𝐴3↑ è 𝐴3↓ � àìïëèòóäû áåãóùèõ âîëí äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ðàçëè÷íîé ïðî-
åêöèåé ñïèíà íà îñü 𝑧′.

Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ êîìïîíåíò âîëíîâûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü îäíó è òó æå îñü êâàíòîâàíèÿ ñïèíà (íàïðèìåð, 𝑧), ïîýòîìó êîìïî-
íåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè â îáëàñòè 3 íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü ïî ñòàí-
äàðòíûì ôîðìóëàì22 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà
êîîðäèíàò (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ïîâåðíóòà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (𝑥, 𝑦, 𝑧) íà óãîë 𝛼
âîêðóã îñè 𝑦, ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñïèíîðà â îáëàñòè 3 â
ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑥, 𝑦, 𝑧) íóæíî èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà �̂�𝑦:

22Связь между компонентами спинора при повороте оси квантования спина вокруг
осей 𝑥, 𝑦 и 𝑧 декартовой системы координат на угол 𝜙 определяется матричным соот-
ношением [5.1, §58](︂

𝜓(1)

𝜓(2)

)︂
= �̂�

(︂
𝜓(1) ′

𝜓(2) ′

)︂
, где �̂�𝑥 =

(︂
cos(𝜙/2) 𝑖 sin(𝜙/2)
𝑖 sin(𝜙/2) cos(𝜙/2)

)︂
,

�̂�𝑦 =

(︂
cos(𝜙/2) sin(𝜙/2)
− sin(𝜙/2) cos(𝜙/2)

)︂
и �̂�𝑧 =

(︂
𝑒𝑖𝜙/2 0

0 𝑒−𝑖𝜙/2

)︂
.
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𝜓3↑ = 𝐴3↑ 𝑒
𝑖𝑘↑(𝜉−𝑤) cos

𝛼

2
− 𝐴3↓ 𝑒

𝑖𝑘↓(𝜉−𝑤) sin
𝛼

2
, (5.11a)

𝜓3↓ = 𝐴3↑ 𝑒
𝑖𝑘↑(𝜉−𝑤) sin

𝛼

2
+ 𝐴3↓ 𝑒

𝑖𝑘↓(𝜉−𝑤) cos
𝛼

2
. (5.11b)

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ (5.11) ïðåäñòàâëåí
â Ïðèëîæåíèè 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
ñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíê-
öèè (𝜓↑ è 𝜓↓) è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ (𝑑𝜓↑/𝑑𝜉 è 𝑑𝜓↓/𝑑𝜉) íà ëåâîé è ïðàâîé
ñòåíêàõ áàðüåðà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëåâîé ñòåíêå ïðè 𝜉 = 0 èìåþò âèä

𝐴1↑ +𝐵1↑ = 𝐴2↑ +𝐵2↑, 𝑖𝑘↑𝐴1↑ − 𝑖𝑘↑ 𝑏1↑ = −κ𝐴2↑ + κ𝐵2↑,

𝐵1↓ = 𝐴2↓ + 𝑏2↓, −𝑖𝑘↓𝐵1↓ = −κ𝐴2↓ + κ𝐵2↓.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïðàâîé ñòåíêå ïðè 𝜉 = 𝑤 ìîãóò áûòü çàïèñàíû
â ñëåäóþùåé ôîðìå:

𝐴2↑ 𝑒
−κ𝑤 +𝐵2↑ 𝑒

κ𝑤 = 𝐴3↑ cos
𝛼

2
− 𝐴3↓ sin

𝛼

2
,

− κ𝐴2↑ 𝑒
−κ𝑤 + κ𝐵2↑ 𝑒

κ𝑤 = 𝑖𝑘↑𝐴3↑ cos
𝛼

2
− 𝑖𝑘↓𝐴3↓ sin

𝛼

2
,

𝐴2↓ 𝑒
−κ𝑤 +𝐵2↓ 𝑒

κ𝑤 = 𝐴3↑ sin
𝛼

2
+ 𝐴3↓ cos

𝛼

2
,

− κ𝐴2↓ 𝑒
−κ𝑤 + κ𝐵2↓ 𝑒

κ𝑤 = 𝑖𝑘↑𝐴3↑ sin
𝛼

2
+ 𝑖𝑘↓𝐴3↓ cos

𝛼

2
.

Äëÿ ìàëîïðîçðà÷íîãî áàðüåðà (𝑒κ𝑤 ≫ 𝑒−κ𝑤) ïîëó÷àåì ïðîñòûå âûðàæåíèÿ
äëÿ àìïëèòóä ýëåêòðîííûõ âîëí â îáëàñòè çà áàðüåðîì â çàâèñèìîñòè îò
àìïëèòóäû íàëåòàþùåé âîëíû 𝐴1↑ è óãëà ðàçîðèåíòàöèè 𝛼(︂

𝐴3↑
𝐴3↓

)︂
≃ −

4𝑖𝑘↑κ 𝑒−κ𝑤

(κ − 𝑖𝑘↑)

(︂
cos(𝛼/2) /(κ − 𝑖𝑘↑)

− sin(𝛼/2) /(κ − 𝑖𝑘↓)

)︂
𝐴1↑. (5.12)

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ðàññåÿíèè
ýëåêòðîíà èç âåðõíåé ñïèíîâîé ïîäçîíû ôåððîìàãíèòíîãî ìåòàëëà 1 è ïî-
ëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ïðîøåäøåõ âîëí(︂

𝐴3↑
𝐴3↓

)︂
≃ −

4𝑖𝑘↓κ 𝑒−κ𝑤

(κ − 𝑖𝑘↓)

(︂ − sin(𝛼/2) /(κ − 𝑖𝑘↑)

− cos(𝛼/2) /(κ − 𝑖𝑘↓)

)︂
𝐴1↓, (5.13)

ãäå 𝐴1↓ � àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîãî òîêà â ôåððîìàãíèò-
íîì ìåòàëëå èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (ñì. Ïðèëîæåíèå 2)

j =

(︂
𝑒~
𝑚*

)︂ {︁
Im
(︁
𝜓*
↑ ∇𝜓↑

)︁
+ Im

(︁
𝜓*
↓ ∇𝜓↓

)︁}︁
(5.14)

Ïîñêîëüêó âíóòðè ïëîñêîñëîèñòîé ñèñòåìû ïëîòíîñòü òîêà íå çàâèñèò îò
ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû 𝜉, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ òóííåëüíîãî òîêà äîñòàòî÷-
íî ðàññìîòðåòü ðåøåíèÿ â îáëàñòè 3. Â ñàìîì äåëå, â ýòîé îáëàñòè äëÿ
êàæäîé ïðîåêöèè ñïèíà ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà òèïà âîëí, à íå òðè (êàê â
îáëàñòè 1) è íå ÷åòûðå (êàê â îáëàñòè 2).

Ïîñòàâèì îáùåå ðåøåíèå (5.10) â îáëàñòè çà áàðüåðîì â âûðàæåíèå
(5.25) è ïîëó÷èì 𝜉-êîìïîíåíòó ïëîòíîñòè òóííåëüíîãî òîêà

𝑗 =

(︂
𝑒~
𝑚*

)︂ {︁
Im
(︀
𝐴*

3↑ (𝑖𝑘↑)𝐴3↑
)︀
+ Im

(︀
𝐴*

3↓ (𝑖𝑘↓)𝐴3↓
)︀}︁

=

=

(︂
𝑒~
𝑚*

)︂ {︁
𝑘↑ |𝐴3↑|2 + (Re 𝑘↓) |𝐴3↓|2

}︁
. (5.15)

Ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîíà ñî ñïèíîì ââåðõ àìïëèòóäû ïðîøåäøèõ âîëí
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.12), ïîýòîìó ïëîòíîñòü òîêà, ñâÿçàííàÿ
ñ ðàññåÿíèåì îäíîãî ýëåêòðîíà, â îáëàñòè çà áàðüåðîì ðàâíà

𝑗↑ ≃ 𝑒

(︂~𝑘↑
𝑚* |𝐴1↑|2

)︂
·
16 𝑘↑κ2𝑘↑ 𝑒

−2κ𝑤

(κ2 + 𝑘2
↑)

2
×

×

{︃
cos2 𝛼

2
+

(Re 𝑘↓)

𝑘↑

(κ2 + 𝑘2
↑)

(κ2 + 𝑘2
↓)

sin2 𝛼

2

}︃
.

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîé ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì ââåðõ ÷åðåç áàðüåð êàê îòíîøåíèå ïëîòíîñòè òîêà â îáëàñòè çà
áàðüåðîì ê ïîòîêó çàðÿäà íàëåòàþùåé âîëíû (𝑒~𝑘↑/𝑚*) |𝐴1↑|2

𝑇↑ ≃
16 𝑘↑κ2𝑘↑ 𝑒

−2κ𝑤

(κ2 + 𝑘2
↑)

2

{︃
cos2 𝛼

2
+

(Re 𝑘↓)

𝑘↑

(κ2 + 𝑘2
↑)

(κ2 + 𝑘2
↓)

sin2 𝛼

2

}︃
. (5.16)

Ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîíà ñî ñïèíîì âíèç àìïëèòóäû ïðîøåäøèõ âîëí
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.13), ïîýòîìó ïëîòíîñòü òîêà, ñâÿçàííàÿ
ñ ðàññåÿíèåì îäíîãî ýëåêòðîíà, â îáëàñòè çà áàðüåðîì ðàâíà

𝑗↓ ≃ 𝑒

(︂~𝑘↓
𝑚* |𝐴1↓|2

)︂
·
16 𝑘↓κ2𝑘↓ 𝑒

−2κ𝑤

(κ2 + 𝑘2
↓)

2
×

×

{︃
𝑘↑
𝑘↓

(κ2 + 𝑘2
↓)

(κ2 + 𝑘2
↑)

sin2 𝛼

2
+ cos2 𝛼

2

}︃
.
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Рис. 5.3. Схематическое представление процесса туннелирования спин-
поляризованных частиц из металла 1 (эмиттера) в металл 2 (коллектор)
в случае, когда заполнена нижняя спиновая подзона в эмиттере. Стрелки
указывают спиновое состояние подзон по отношению к локальной намагни-
ченности. Тонкие чёрные линии соответствуют спектру свободного электрона
𝐸 = ~2k2/2𝑚* ± 𝐽 − |𝑒|𝜙1,2 с учётом обменной и электростатической энергии
(𝑈 = 𝜙2 − 𝜙1 есть разность потенциалов на переходе); толстые серые линии
обозначают заполненные электронные состояния при нулевой температуре

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîé ÷àñòèöû ñî
ñïèíîì âíèç ÷åðåç áàðüåð êàê îòíîøåíèå ïëîòíîñòè òîêà â îáëàñòè çà áà-
ðüåðîì ê ïîòîêó çàðÿäà íàëåòàþùåé âîëíû (𝑒~𝑘↓/𝑚*) |𝐴1↓|2

𝑇↓ =
16 𝑘↓κ2𝑘↓ 𝑒

−2κ𝑤

(κ2 + 𝑘2
↓)

2

{︃
𝑘↑
𝑘↓

(κ2 + 𝑘2
↓)

(κ2 + 𝑘2
↑)

sin2 𝛼

2
+ cos2 𝛼

2

}︃
. (5.17)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû áåç ôåððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ (𝐽 = 0)
𝑘↑ = 𝑘↓ è, ñëåäîâàòåëüíî, 𝑇↑ = 𝑇↓.

5.3 Проводимость туннельного перехода: cпиновый вентиль

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôåððîìàãíèòíûå ìåòàëëû õàðàêòåðè-
çóþòñÿ ðàâíûìè ýôôåêòèâíûìè ìàññàìè, êîíöåíòðàöèåé íîñèòåëåé, ðàáî-
òîé âûõîäà è íàìàãíè÷åííîñòüþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåííîé ìîäåëè
ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.

Åñëè îáìåííàÿ êîíñòàíòà äîñòàòî÷íî âåëèêà (𝐸0 + 𝐽 > 𝐸𝐹 , ãäå 𝐸0 �
ýíåðãèÿ äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè, 𝐸𝐹 � ýíåðãèÿ Ôåðìè), òî ïðè íèçêèõ òåì-
ïåðàòóðàõ áóäóò çàïîëíåíû ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íèæíåé ñïèíîâîé
ïîäçîíå â êàæäîì ôåððîìàãíåòèêå (ðèñ. 5.3). Ïðè íàëè÷èè êîíå÷íîãî íà-
ïðÿæåíèÿ 𝛿𝑈 = 𝜙2 − 𝜙1 > 0 ìåæäó ýëåêòðîäàìè, óðîâåíü Ôåðìè ìåòàë-
ëà 2 ñìåùàåòñÿ âíèç îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ Ôåðìè ìåòàëëà 1 íà âåëè÷èíó
𝛿𝐸 = |𝑒| 𝛿𝑈 . Ðàññìîòðèì ýëåêòðîíû, íàõîäÿùèåñÿ â ôåððîìàãíèòíîì ìå-
òàëëå 1 (ýìèòòåðå) â óçêîé ïîëîñå ýíåðãèé îò 𝐸𝐹 − 𝛿𝐸 äî 𝐸𝐹 è íàëåòàþ-
ùèå íà áàðüåð ñëåâà. Òàêèå ýëåêòðîíû áóäóò òóííåëèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè ñ
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U1 − J U1 − J

M1 M2

U1 − J

U1 + J

M1 M2

Рис. 5.4. Рассеяние электронов со спином вверх на эффективном потенциальном барье-
ре, соответствующем параллельной (слева) и антипараллельной (справа) ориентациям
намагниченности в ферромагнитных берегах. Пунктирной линией показана форма по-
тенциального барьера без учёта обменного взаимодействия, сплошной толстой линией
показана форма барьера с учётом обменного взаимодействия

îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîçäàâàòü ïîòîê çàðÿäà â ôåð-
ðîìàãíèòíîì ìåòàëëå 2 (êîëëåêòîðå), ðàâíûé

𝛿𝐼 = 𝐶 · 𝑇↑
⃒⃒⃒
𝐸=𝜇

· 𝛿𝑈,

ãäå êîýôôèöèåíò 𝐶 ó÷èòûâàåò âêëàä ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîðîâ è ïðîçðà÷-
íîñòè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèÿìè, áëèçêèìè ê 𝐸𝐹 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ìàëûõ íàïðÿæå-
íèÿõ è çàïîëíåíèè îäíîé ñïèíîâîé ïîäçîíû ðàâíà

𝐺 =

(︂
𝛿𝐼

𝛿𝑈

)︂
𝑈→0

= 𝐶 · 𝑇↑
⃒⃒⃒
𝐸=𝐸𝐹

. (5.18)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.18) ñîîòíîøåíèå (5.16) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Re 𝑘↓ = 0, ïîëó÷à-
åì

𝐺 = 𝐶
16 𝑘↑κ2𝑘↑ 𝑒

−2κ𝑤

(κ2 + 𝑘2
↑)

2

(︂
1 + cos𝛼

2

)︂
. (5.19)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ðåà-
ëèçóåòñÿ â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèè (M1 ↑↑ M2 è 𝛼 = 0). Ïðè àíòè-
ïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèè (M1 ↑↓ M2 è 𝛼 = 𝜋) âîçíèêàåò ýôôåêò ñïèíîâî-
ãî âåíòèëÿ � ïîëíîå îòðàæåíèå ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö ïîòåíöèàëü-
íîãî áàðüåðà è, ñîîòâåòñòâåííî, íóëåâàÿ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà23. Òðàíñ-
ôîðìàöèÿ ôîðìû ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ïðè èçìåíåíèè
âçàèìíîé îðèåíòàöèè âåêòîðîâ íàìàãíè÷åííîñòè ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.4.

23Проводимость туннельного перехода в одноподзонном случае при малых напря-
жениях с учётом вклада распространяющихся электронных волн всех типов и всех
размерных коэффициентов равна [5.4]

𝐺 =
𝑒2

8𝜋2~
κ
𝑤

8κ2𝑘2↑ 𝑒
−2κ𝑤

(κ2 + 𝑘2↑)
2

(︁
1 + cos𝛼

)︁
=

κ
~𝑤

(︃
|𝑒|
𝜋

κ𝑘↑ 𝑒−κ𝑤

(κ2 + 𝑘2↑)

)︃2

𝐸=𝐸𝐹

(︁
1 + cos𝛼

)︁
.
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Рис. 5.5. Схематическое представление процесса туннелирования спин-
поляризованных частиц из металла 1 (эмиттера) в металл 2 (коллектор) в
случае, когда заполнены нижняя и верхняя спиновые подзоны

Â îáùåì ñëó÷àå â ôåððîìàãíåòèêå çàïîëíåíû îáå ñïèíîâûå ïîäçîíû
(ðèñ. 5.5). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè ïðîâîäèìîñòè ñëåäóåò ó÷èòû-
âàòü âêëàäû íàëåòàþùèõ ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íîé ïðîåêöèåé ñïèíà

𝐺 = 𝐶 ·
(︁
𝑇↑ + 𝑇↓

)︁
𝐸=𝐸𝐹

. (5.20)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.20) ñîîòíîøåíèÿ (5.16) è (5.17), ïîëó÷àåì24

𝐺 = 𝐶 · 𝑇0,↑

{︃
cos2 𝛼

2
+
𝑘↓
𝑘↑

(κ2 + 𝑘2
↑)

(κ2 + 𝑘2
↓)

sin2 𝛼

2

}︃
+

+ 𝐶 · 𝑇0,↓

{︃
𝑘↑
𝑘↓

(κ2 + 𝑘2
↓)

(κ2 + 𝑘2
↑)

sin2 𝛼

2
+ cos2 𝛼

2

}︃
.

Ïîñëå íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

𝐺 = 8𝐶κ2 𝑒−2κ𝑤 (κ2 + 𝑘↑𝑘↓)
2(𝑘↑ + 𝑘↓)

2

(κ2 + 𝑘2
↑)

2(κ2 + 𝑘2
↓)

2

(︁
1 + 𝑃 2 cos𝛼

)︁
, (5.21)

ãäå

𝑃 =
(𝑘↑ − 𝑘↓) (κ2 − 𝑘↑𝑘↓)

(𝑘↑ + 𝑘↓) (κ2 + 𝑘↑𝑘↓)

24Проводимость туннельного перехода в двухподзонном случае при малых напря-
жениях с учётом вклада распространяющихся электронных волн всех типов и всех
размерных коэффициентов равна [5.4]

𝐺 =
κ
~𝑤

(︃
|𝑒|κ
𝜋

(κ2 + 𝑘↑𝑘↓) (𝑘↑ + 𝑘↓) 𝑒
−κ𝑤

(κ2 + 𝑘2↓) (κ2 + 𝑘2↑)

)︃2 (︁
1 + 𝑃 2 cos𝛼

)︁
.
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åñòü ýôôåêòèâíàÿ ñïèíîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Ïîñêîëüêó 0 < 𝑃 < 1, ýôôåêò
ñïèíîâîãî âåíòèëÿ â äâóõïîäçîííîì ñëó÷àå áóäåò íåïîëíûì.

Ïðè àíàëèçå çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè òóííåëüíîãî êîíòàêòà îò âçà-
èìíîé îðèåíòàöèè ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ M1 è M2 ôåððîìàãíèòíûõ áåðå-
ãîâ ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèéíîãî õàðàêòåðà. Ýôôåêò
ñïèíîâîãî âåíòèëÿ ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ïðèìåðîì âëèÿíèÿ îáìåííîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ íà òðàíñïîðòíûå ñâîéñòâà ôåððîìàãíèòíûõ ñèñòåì. Â ñàìîì äå-
ëå, äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðèíöèïà ðàáîòû ñïèíîâîãî âåíòèëÿ íå òðåáóåòñÿ ðàñ-
ñìàòðèâàòü ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû (íàïðèìåð, ñèëà Ëîðåíöà èëè ñïèí-
îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå), êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðèðî-
äû ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèÿ. Ñèììåòðèÿ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íàêëà-
äûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíóþ çàâèñèìîñòü ïðîâîäè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðîâ [5.5, �43]. Â ÷àñòíîñòè, ýôôåêò îáìåííîé ïðèðîäû íå
äîëæåí çàâèñåòü îò îðèåíòàöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ãðàíèö
ðàçäåëà è äîëæåí áûòü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñîãëàñîâàííîãî âðàùå-
íèÿ âåêòîðîâ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M1 è M2 íà îäèí è òîò æå óãîë. Èíâà-
ðèàíòíîé êîìáèíàöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå (M1 ·M2) = |M1| |M2| cos𝛼 è ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îò
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Cëåäîâàòåëüíî, çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè òóí-
íåëüíîãî êîíòàêòà îò óãëà ìåæäó ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè äîëæíà èìåòü
âèä

𝐺 =
∑︁
𝑛

𝑎𝑛 cos
𝑛 𝛼,

ãäå 𝑎𝑛 � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ ñëàãàåìûõ
íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü 𝐺 = 𝑎0 + 𝑎1 cos𝛼, êî-
òîðàÿ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèÿìè (5.19) è (5.21).

Íà ðèñ. 5.6 ïîêàçàíà òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ ìíîãîñëîé-
íîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ôåððîìàãíèòíûõ ïë¼íîê CoFeB ñ ïðî-
äîëüíîé ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèåé è òîíêîãî ñëîÿ èçîëÿòîðà MgO ìåæ-
äó ôåððîìàãíåòèêàìè, îò âíåøíåãî ïàðàëëåëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ [5.6].
Cëîé àíòèôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà (IrMn) áûë èñïîëüçîâàí äëÿ òîãî,
÷òîáû çàòðóäíèòü ïåðåìàãíè÷èâàíèå âåðõíåé ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêè ïðè
èçìåíåíèè âíåøíåãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìîòðèì
êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé îáå ôåððîìàãíèòíûå ïë¼íêè áûëè íàìàãíè÷åíû
îäíîðîäíî â íàïðàâëåíèè −e𝑥. Òàêîå ñîñòîÿíèå M1 ↓↓ M2 ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìàëüíîìó ïîïåðå÷íîìó ñîïðîòèâëåíèþ (15 êÎì). Ïðè óâåëè÷åíèè âå-
ëè÷èíû âíåøíåãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè e𝑥, èçìåíÿåòñÿ íàìàãíè-
÷åííîñòü íèæíåãî ñëîÿ (M1 ↑↓ M2), ïîýòîìó òóííåëüíûé êîíòàêò ïåðåêëþ-
÷àåòñÿ â âûñîêîðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå (45 êÎì). Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
âíåøíåãî ïîëÿ âûçûâàåò ïåðåìàãíè÷èâàíèå âåðõíåé ïë¼íêè, ÷òî ñîïðîâîæ-
äàåòñÿ ïåðåêëþ÷åíèåì êîíòàêòà â íèçêîðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå (15 êÎì).
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Рис. 5.6. Типичная зависимость поперечного электрического сопротивления
𝑅⊥ гибридной структуры CoFeB/MgO/CoFeB/IrMn от продольного магнит-
ного поля 𝐵‖ [5.6]. Данные для построения рисунка предоставлены И. Ю.

Пашенькиным (ИФМ РАН, Нижний Новгород)

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå âíåøíåãî ïîëÿ âûçûâàåò êîíòðîëèðóåìûå è îá-
ðàòèìûå èçìåíåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ òóííåëüíîãî ïåðåõîäà (äî 200%). Ýòî
ñâîéñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ñîçäàíèè äàò÷èêîâ ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ è ñèñòåì ìàãíèòíîé ïàìÿòè.

5.4 Магниторезистивный элемент и магнитная память
с произвольным доступом

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òóííåëüíûé ìàãíèòíûé êîíòàêò ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé áèñòàáèëüíûé ýëåìåíò, ïîïåðå÷íîå ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå
êîòîðîãî çàâèñèò îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè íàìàãíè÷åííîñòè ôåððîìàãíèò-
íûõ áåðåãîâ (ðèñ. 5.7a). Åñëè ìàãíèòíûå ìîìåíòû ôåððîìàãíåòèêîâ ñîíà-
ïðàâëåíû, òî ýôôåêòèâíàÿ òóííåëüíàÿ ïðîçðà÷íîñòü êîíòàêòà âîçðàñòàåò
è êîíòàêò ïåðåõîäèò â íèçêîðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå. Ïðè àíòèïàðàëëåëü-
íîé îðèåíòàöèè íàìàãíè÷åííîñòåé êîíòàêò ïåðåõîäèò â âûñîêîðåçèñòèâíîå
ñîñòîÿíèå. Åñòåñòâåííî ïðèíÿòü ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ çà ëîãè÷åñêèå ¾íóëü¿
è ¾åäèíèöó¿ è èñïîëüçîâàòü ìàãíèòîðåçèñòèâíóþ ÿ÷åéêó äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìàãíèòíîãî çàïîìèíàþùåãî óñòðîéñòâà.

Íà ðèñ. 5.7b ïðèâåäåíà ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà òàêîãî óñòðîéñòâà, ïîëó-
÷èâøåãî íàçâàíèå ìàãíèòíîé ïàìÿòè c ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì (magnetic
random access memory, MRAM). Ê êàæäîìó êîíòàêòó ïîäõîäÿò òîêîâîäû
(øèíû), ñ ïîìîùü êîòîðûõ ìîæíî çàïèñûâàòü/ñ÷èòûâàòü èíôîðìàöèþ.
Çàïèñü çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåìàãíè÷èâàíèè îäíîãî èç ôåððîìàãíèòíûõ ñëî¼â
êîíòàêòà, íàïðèìåð, ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýëåê-
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(a) (b)

Рис. 5.7. (a) Стабильные магнитные конфигурации в туннельно-связанной системе
двух ферромагнитных слоёв, соответствующие низкорезистивному состоянию (логиче-
ский «нуль») и высокорезистивному состоянию (логическая «единица»). (b) Принци-
пиальная схема магнитной памяти произвольного доступа

òðè÷åñêèì òîêîì, ïðîòåêàþùèì ïî øèíàì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âòîðîé ôåð-
ðîìàãíèòíûé ýëåêòðîä íå ìåíÿåò ñâîåé íàìàãíè÷åííîñòè. Ñ÷èòûâàíèå èí-
ôîðìàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåðåíèè ïîïåðå÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êîíòàê-
òà, íàõîäÿùåãîñÿ â çàäàííîì óçëå. Ýòà ñèñòåìà ïàìÿòè íà ìåòàëëè÷åñêèõ
ýëåêòðîäàõ îáëàäàåò öåëûì ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâó-
þùèìè ïîëóïðîâîäíèêîâûìè óñòðîéñòâàìè. Ãëàâíûìè äîñòîèíñòâàìè òà-
êîé ïàìÿòè ÿâëÿþòñÿ å¼ ýíåðãîíåçàâèñèìîñòü è ðàäèàöèîííàÿ ñòîéêîñòü,
à òàêæå îòñóòñòâèå ìåõàíè÷åñêîãî ñêàíèðóþùåãî óñòðîéñòâà. Ýíåðãîíåçà-
âèñèìîñòü ìàãíèòíîé ïàìÿòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáíîñòè ñîõðàíÿòü èíôîð-
ìàöèþ â ÿ÷åéêå ïðè îòêëþ÷åíèè ïèòàíèÿ. Ïåðâûå ïîïûòêè ðåàëèçîâàòü
ìàãíèòíóþ ïàìÿòü íà îñíîâå ìàãíèòíûõ òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ îòíîñÿò-
ñÿ ê íà÷àëó ÕÕI âåêà è ïðîäîëæàþòñÿ äî ñèõ ïîð. Â ÷åì æå òðóäíîñòè
ðåàëèçàöèè ýòîé, êàçàëîñü áû, ïðîñòîé ñõåìû? Âî-ïåðâûõ, äëÿ ïåðåìàã-
íè÷èâàíèÿ ìàãíèòíîãî ýëåêòðîäà òðåáóåòñÿ ïðîïóñêàíèå ãèãàíòñêèõ òîêîâ
(∼ 107 À/ñì2), ÷òî íåäîïóñòèìî ïðè ðàçðàáîòêå ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì äàæå
â ðåæèìå èìïóëüñíûõ òîêîâ. Ïîýòîìó íå ïðåêðàùàþòñÿ ïîïûòêè óìåíü-
øèòü êðèòè÷åñêèå òîêè ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ èëè ïåðåéòè ê àëüòåðíàòèâíûì
ñïîñîáàì óïðàâëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòüþ. Âî-âòîðûõ, èçìåðåíèå ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ çàäàííîãî óçëà â ñõåìå, ïðèâåä¼ííîé íà ðèñ. 5.7b íåâîçìîæíî èç-çà
ðàñòåêàíèÿ òîêîâ ïî âñåé ñõåìå. Ïîýòîìó íóæíî èñïîëüçîâàòü ýëåêòðè÷å-
ñêèå êëþ÷è (äèîäû), êîòîðûå ¾çàêðûâàþò¿ âñå ïåðåõîäû, êðîìå çàäàííîãî,
ïîñêîëüêó ñîïðîòèâëåíèå ¾çàêðûòûõ¿ ïåðåõîäîâ ñòàíîâèòñÿ ìíîãî áîëüøå
ñîïðîòèâëåíèÿ çàäàííîãî óçëà. Ñîåäèíåíèå ìàãíèòíûõ ýëåìåíòîâ ñ ñèñòå-
ìîé ýëåêòðè÷åñêèõ êëþ÷åé çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò èçãîòîâëåíèå óñòðîé-
ñòâà. Äåòàëè ýòîé èíòåðåñíîé è âàæíîé ïðîáëåìû èçëîæåíû â îáçîðå [5.7].
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Приложение 1

Ìîæíî ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ
(5.11) â îáëàñòè 3 áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà. Çàïèøåì óðàâ-
íåíèÿ Ïàóëè äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîðà, îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîíû âî âòîðîì
ôåððîìàãíèòíîì ìåòàëëå, èñïîëüçóÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑥, 𝑦, 𝑧)

− ~2

2𝑚*Δ𝜓
(1) +

(︀
𝑈0 − 𝐽 cos𝛼

)︀
𝜓(1) − 𝐽 sin𝛼𝜓(2) = 𝐸𝜓(1), (5.22a)

− ~2

2𝑚*Δ𝜓
(2) − 𝐽 sin𝛼𝜓(1) +

(︀
𝑈0 + 𝐽 cos𝛼

)︀
𝜓(2) = 𝐸𝜓(2). (5.22b)

Çäåñü 𝑚𝑥 = − sin𝛼 è 𝑚𝑧 = cos𝛼 � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íàìàã-
íè÷åííîñòè (ðèñ. 5.2). Áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.22) â âèäå

95

http://doi.org/10.1103/physrevb.39.6995
http://jetpletters.ru/ps/2286/article_34120.shtml
http://jetpletters.ru/ps/2286/article_34120.shtml
https://doi.org/10.1109/JPROC.2016.2590142


𝜓(1) = 𝑢 𝑒𝑖𝑘𝜉 è 𝜓(2) = 𝑣 𝑒𝑖𝑘𝜉, òîãäà äëÿ àìïëèòóä âîëí 𝑢 è 𝑣 ïîëó÷àåì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(︂

~2𝑘2

2𝑚* + 𝑈0 − 𝐽 cos𝛼− 𝐸

)︂
𝑢− 𝐽 sin𝛼 𝑣 = 0, (5.23a)

−𝐽 sin𝛼 𝑣 +

(︂
~2𝑘2

2𝑚* + 𝑈0 + 𝐽 cos𝛼− 𝐸

)︂
𝑣 = 0. (5.23b)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(5.23), ïîëó÷àåì ñïåêòð ðàçðåø¼ííûõ ñîñòîÿíèé

𝐸 =
~2𝑘2

2𝑚* − 𝑈0 ∓ 𝐽

è âîëíîâûå âåêòîðs, ðàíåå îïðåäåë¼ííûå ñîîòíîøåíèÿìè (5.7). Ïîäñòàâëÿÿ
𝑘 = 𝑘↑ è 𝑘 = 𝑘↓ â óðàâíåíèå (5.23a), íàõîäèì ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé

𝜓↑ =

(︂
cos(𝛼/2)
sin(𝛼/2)

)︂
𝑒𝑖𝑘↑ 𝜉 è 𝜓↓ =

(︂
− sin(𝛼/2)
cos(𝛼/2)

)︂
𝑒𝑖𝑘↓ 𝜉. (5.24)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå âûøå ðåøåíèå (5.10) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé: 𝜓3 = 𝐴3↑ 𝜓↑ + 𝐴3↓ 𝜓↓.

Приложение 2

Ïóñòü 𝑒 = −|𝑒| åñòü ýëåìåíòàðíûé çàðÿä ýëåêòðîíà, òîãäà ëîêàëüíûé
ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ðàâåí 𝑄 = 𝑒Ψ↑Ψ

*
↑ + 𝑒Ψ↓Ψ

*
↓. Èñïîëüçóåì èñõîäíîå

íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (5.2) è âû÷èñëèì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî çàðÿäà â äàííîé òî÷êå

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 𝑒

Ψ*
↑

𝑖~

(︂
𝑖~
𝜕Ψ↑

𝜕𝑡

)︂
+𝑒

Ψ↑

𝑖~

(︂
𝑖~
𝜕Ψ*

↑

𝜕𝑡

)︂
+𝑒

Ψ*
↓

𝑖~

(︂
𝑖~
𝜕Ψ↓

𝜕𝑡

)︂
+𝑒

Ψ↓

𝑖~

(︂
𝑖~
𝜕Ψ↓

𝜕𝑡

)︂
=

=
𝑒

𝑖~

(︂
− ~2

2𝑚*

)︂ {︁
Ψ*

↑∇2Ψ↑ −Ψ↑∇2Ψ*
↑ +Ψ*

↓∇2Ψ↓ −Ψ↓∇2Ψ*
↓

}︁
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè
𝜕𝑄/𝜕𝑡+ div j = 0, ãäå

j =

(︂
𝑒~
𝑚*

)︂ {︀
Ψ*

↑∇2Ψ↑ −Ψ↑∇2Ψ*
↑ +Ψ*

↓∇2Ψ↓ −Ψ↓∇2Ψ*
↓
}︀
=

=

(︂
𝑒~
𝑚*

)︂ {︁
Im
(︁
𝜓*
↑ ∇𝜓↑

)︁
+ Im

(︁
𝜓*
↓ ∇𝜓↓

)︁}︁
(5.25)

åñòü ïëîòíîñòü ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîãî òîêà.
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Глава 2

Электронные свойства

поверхности

Лекция 6. Поверхностные электронные состояния

Зонный спектр и поверхностные электронные состояния в модели силь-
ной связи. Зонный спектр и поверхностные электронные состояния в мо-
дели слабой связи. Поверхностные электронные состояния в потенциале
изображения. Обобщение на трёхмерный случай.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6.1, ãë. 1] è [6.2, ãë. 8]), ÷òî ðåøå-

íèÿìè ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà �̂�𝜓(r) = 𝐸𝜓(r) äëÿ ýëåê-
òðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå 𝑉 (r) ÿâëÿþòñÿ áëîõîâñêèå ñîñòîÿíèÿ �
ìîäóëèðîâàííûå ïëîñêèå âîëíû âèäà

𝜓𝑛,k(r) = 𝑢𝑛,k(r) 𝑒
𝑖k·r, (6.1)

ãäå 𝑛 � öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ; k � âîëíîâîé âåêòîð ýëåêòðîíà, îïðå-
äåë¼ííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè K;
𝑉 (r) = 𝑉 (r+R) � ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ãäåR = 𝑚1 a1+𝑚2 a2+𝑚3 a3 �
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåê-
òîðîâ îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé êðèñòàëëà a1, a2 è a3; 𝑢𝑛,k(r) = 𝑢𝑛,k(r +R) �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ñî-
ñòîÿíèé (6.1) â îáùåì ñëó÷àå äîëæíà çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ 𝑛 è k, ïðè
ýòîì

𝐸𝑛,k = 𝐸𝑛,k+K. (6.2)

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåêòðîííûõ óðîâíåé, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèåé 𝐸𝑛,k

äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 𝑛 è ðàçëè÷íûõ k, íàçûâàåòñÿ 𝑛-é ðàçðåø¼ííîé ýíåð-
ãåòè÷åñêîé çîíîé, à ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé 𝐸𝑛,k äëÿ âñåõ 𝑛 îïðåäåëÿåò
çîííóþ ñòðóêòóðó òâ¼ðäîãî òåëà (ðèñ. 6.1). Ðàçðåø¼ííûå ýíåðãåòè÷åñêèå
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Рис. 6.1. (a) Первая зона Бриллюэна и поверхность Ферми для монокристалла Cu.
(b) Зонный спектр для монокристаллов Cu вдоль направлений [100] (между центром
зоны Бриллюэна Γ и 𝑋) и [111] (между точками Γ и 𝐿), а также в плоскости (111)
(между точками 𝐿 и 𝑊 ) (см., например, [6.2] и [6.3]); энергия Ферми 𝐸𝐹 равна 7.9 эВ.
Толстыми серыми линиями показаны заполненные состояния c 𝐸 < 𝐸𝐹 . Штриховкой
показан интервал значений продольного импульса в окрестности точки 𝐿, соответству-
ющий энергетической щели в спектре объёмных состояний

çîíû îòäåëåíû äðóã îò äðóãà çàïðåù¼ííûìè çîíàìè, âíóòðè êîòîðûõ íåâîç-
ìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå áåãóùèõ ýëåêòðîííûõ âîëí ïîñòîÿííîé àìïëèòó-
äû. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî âûðàæåíèÿ (6.1) è (6.2) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïåðèî-
äè÷íîñòè ïîòåíöèàëà, è ïðèìåíèìû äëÿ êðèñòàëëîâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-
íîñòè è ñèììåòðèè.

Íàëè÷èå ïîâåðõíîñòè (ðàâíî êàê è ïðèñóòñòâèå ïðî÷èõ ñòðóêòóðíûõ
äåôåêòîâ) î÷åâèäíûì îáðàçîì íàðóøàåò ïåðèîäè÷íîñòü âíóòðèêðèñòàëëè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ÷òî ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêå ýíåðãåòè÷å-
ñêîãî ñïåêòðà. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ôîðìèðîâàíèè ýëåêòðîííûõ
ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëîâ, â äâóõ ïðè-
áëèæåíèÿõ � â ìîäåëÿõ ñèëüíîé è ñëàáîé ñâÿçè1. Ìîäåëü ñèëüíîé ñâÿçè [6.2,
ãë. 10] èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñèëüíîé ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíîâ âáëè-
çè ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà (ò. å. âáëèçè ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ èîíîâ)
è ïîòîìó ïðèìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ óðîâíåé ãëóáîêîãî çàëåãà-
íèÿ. Íàïðîòèâ, ìîäåëü ñëàáîé ñâÿçè äëÿ ãàçà ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ
[6.2, ãë. 9] õîðîøî îïèñûâàåò ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà ìåòàëëîâ äëÿ âûñøèõ
ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî íàëè÷èå ïîâåðõíîñòè ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü
òèï ïðîâîäèìîñòè êðèñòàëëà. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ è èçîëÿ-

1В современной литературе поверхностные состояния в модели сильной связи часто
называют состояниями Тамма, а состояния в модели слабой связи – состояниямиШокли
в честь авторов пионерских работ Игоря Тамма и Уильяма Шокли (Shockley). Мы
покажем, что природа состояний Тамма и Шокли одинакова и связана с локализацией
электронных волн в системах с периодическим потенциалом вблизи поверхности (или
края).
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òîðîâ îáú¼ìíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ áóäåò ïîäàâëåíà
âñëåäñòâèå ¾âûìîðàæèâàíèÿ¿ íîñèòåëåé çàðÿäà [6.2, ãë. 28]. Òåì íå ìåíåå,
ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò îáåñïå÷èòü ìåòàëëè÷åñêèé
òèï ïðîâîäèìîñòè âäîëü ïîâåðõíîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ ïîäàâ-
ëåííîé îáú¼ìíîé ïðîâîäèìîñòüþ, íàïðèìåð, äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîëóïðîâîä-
íèêîâ è èçîëÿòîðîâ, à òàêæå äëÿ íîâîãî êëàññà äâóìåðíûõ è òð¼õìåðíûõ
êðèñòàëëîâ, íàçûâàåìûõ òîïîëîãè÷åñêèìè èçîëÿòîðàìè [6.4�6.6]. Äðóãèì
ïðèìåðîì ñèñòåì, â êîòîðûõ ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ñîñòîÿíèÿ,
ÿâëÿþòñÿ ìîíîêðèñòàëëû áëàãîðîäíûõ ìåòàëëîâ (Au, Cu, Ag) ñ îðèåíòàöè-
åé (111) [6.7]. Êàê èçâåñòíî [6.2, ãë. 15], ïîâåðõíîñòü Ôåðìè äëÿ áëàãîðîä-
íûõ ìåòàëëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåãêà äåôîðìèðîâàííóþ ñôåðó, êîòîðàÿ
èìååò âîñåìü ¾øååê¿ â íàïðàâëåíèÿõ ⟨111⟩, êàñàþùèõñÿ øåñòèóãîëüíûõ
ãðàíåé çîíû Áðèëëþýíà (ðèñ. 6.1a). Âáëèçè òî÷êè 𝐿 (ò. å. âíóòðè ¾øååê¿)
äëÿ ýëåêòðîíîâ, äâèæóùèõñÿ â ïëîñêîñòè (111) (íàïðèìåð, â íàïðàâëåíèè
𝐿 − 𝑊 ), ñóùåñòâóåò ùåëü â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå, îòäåëÿþùàÿ çàïîë-
íåííûå è íåçàïîëíåííûå îáú¼ìíûå ñîñòîÿíèÿ (çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü íà
ðèñ. 6.1b). Èíòåðôåðåíöèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé âáëèçè
äåôåêòîâ íà ïîâåðõíîñòè áëàãîðîäíûõ ìåòàëëîâ áóäåò ïîäðîáíî îáñóæ-
äàòüñÿ â Ëåêöèè 7.

6.1 Зонный спектр и поверхностные электронные состояния
в приближении сильной связи

Íà÷í¼ì ñ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è î ñïåêòðå ýëåêòðîíà â îäíîìåðíîì
ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Ïóñòü 𝑈0(𝑧) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðî-

íà â ïîëå èçîëèðîâàííîãî èîíà (ðèñ. 6.2a). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè 𝜓
(0)
𝑛 (𝑧) è

ñîáñòâåííûå ýíåðãèè 𝐸
(0)
𝑛 ýëåêòðîíà â òàêîì ïîòåíöèàëå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-

ÿìè îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

�̂�0𝜓
(0)
𝑛 (𝑧) = 𝐸(0)

𝑛 𝜓(0)
𝑛 (𝑧), (6.3)

ãäå �̂�0 = −(~2/2𝑚*) 𝑑2/𝑑𝑧2+𝑈0(𝑧) � îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, 𝑛 � íîìåð óðîâ-
íÿ ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ, 𝑚* � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà. Ïîòåíöèàë, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîòåíöèàëîâ îäèíî÷íûõ ÿì

𝑉 (𝑧) =
∑︁
𝑚

𝑈0(𝑧 +𝑚𝑎),

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 𝑎, ãäå 𝑎 � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼ò-
êè è 𝑚 � öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåðó ÿìû. Î÷åâèäíî,
÷òî âáëèçè êàæäîãî èîíà ïîòåíöèàë 𝑉 (𝑧) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïîòåíöèàëà
èçîëèðîâàííîé ÿìû 𝑈0(𝑧) (ðèñ. 6.2b), ïðè ýòîì 𝑉 (𝑧)− 𝑈0(𝑧) < 0.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà 𝜓(𝑧) â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå 𝑉 (𝑧)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

�̂�𝜓(𝑧) = 𝐸𝜓(𝑧), (6.4)
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Рис. 6.2. (a) Cхематическое представление изолированной потенциальной ямы 𝑈0(𝑧)

и волновой функции 𝜓(0)(𝑧), соответствующей состоянию с наименьшей энергией 𝐸
(0)
0 .

(b) Cхематическое представление периодического потенциала 𝑉 (𝑧), который являет-
ся линейной комбинацией потенциалов изолированных ям 𝑈0(𝑧), и волновой функции
основного состояния 𝜓(𝑧) в таком потенциале

ãäå

�̂� = − ~2

2𝑚*
𝑑2

𝑑𝑧2
+ 𝑉 (𝑧) = �̂�0 + 𝑉 (𝑧)− 𝑈0(𝑧). (6.5)

Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ôîðìèðîâàíèÿ 𝑠-çîíû, ïîðîæ-
äàåìîé îäíèì àòîìíûì óðîâíåì ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé (𝑛 = 0). Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïåðåêðûòèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ñî-
ñåäíèõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ, ìàë�î. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåíå-
áðå÷ü ýôôåêòàìè ãèáðèäèçàöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé è èñêàòü ðåøåíèå (6.4)
â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåâîçìóù¼ííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ëîêàëèçîâàííûõ
âáëèçè êàæäîãî èîíà

𝜓(𝑧) =
∑︁
𝑚

𝑏𝑚 𝜓
(0)(𝑧 +𝑚𝑎). (6.6)

ãäå𝑚 � öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ, êîýôôèöèåíòû 𝑏𝑚 îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü
îáíàðóæèòü ýëåêòðîí âáëèçè 𝑚-ãî èîíà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
𝑏𝑚 ìû âîñïîëüçóåìñÿ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì êâàíòîâîé ìåõàíèêè [6.9,
�20], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (6.4) ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà

𝐹 ≡
∫︁
𝜓*(𝑧) (�̂� − 𝐸)𝜓(𝑧) 𝑑𝑧 =

=

∫︁
𝜓*(𝑧)

(︁
�̂�0 + 𝑉 (𝑧) − 𝑈0(𝑧) − 𝐸

)︁
𝜓(𝑧) 𝑑𝑧. (6.7)

Ïîäñòàâèì ïðåäïîëàãàåìûé âèä ðåøåíèÿ (6.6) â ôóíêöèîíàë (6.7) è, èç-
ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì

𝐹 =
∑︁
𝑚′

∑︁
𝑚

𝑏*𝑚′𝑏𝑚

∫︁
𝜓*
𝑚′(𝑧)

(︁(︀
�̂�0 − 𝐸

)︀
+
(︀
𝑉 (𝑧)− 𝑈0(𝑧)

)︀)︁
𝜓𝑚(𝑧)𝑑𝑧,
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ãäå äëÿ óäîáñòâà ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

𝜓𝑚(𝑧) ≡ 𝜓(0)(𝑧 +𝑚𝑎) è 𝜓𝑚′(𝑧) ≡ 𝜓(0)(𝑧 +𝑚′𝑎).

Ó÷èòûâàÿ (6.3), ïîëó÷àåì

𝐹 =
∑︁
𝑚′

∑︁
𝑚

𝑏*𝑚′𝑏𝑚

∫︁
𝜓*
𝑚′(𝑧)

(︁(︀
𝐸

(0)
0 − 𝐸

)︀
+
(︀
𝑉 (𝑧)− 𝑈0(𝑧)

)︀)︁
𝜓𝑚(𝑧) 𝑑𝑧

=
∑︁
𝑚′

∑︁
𝑚

𝑏*𝑚′𝑏𝑚

{︁(︀
𝐸

(0)
0 − 𝐸

)︀
𝑆𝑚′,𝑚 + 𝑃𝑚′,𝑚

}︁
,

ãäå

𝑆𝑚′,𝑚 ≡
∫︁
𝜓*
𝑚′(𝑧)𝜓𝑚(𝑧) 𝑑𝑧 è

𝑃𝑚′,𝑚 ≡
∫︁
𝜓*
𝑚′(𝑧)

(︀
𝑉 (𝑧) − 𝑈0(𝑧)

)︀
𝜓𝑚(𝑧) 𝑑𝑧 (6.8)

åñòü èíòåãðàëû ïåðåêðûòèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ëîêàëèçîâàííûå íà ðàç-
íûõ óçëàõ. Èñïîëüçóåì óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè ôóíêöèîíàëà 𝑑𝐹/𝑑𝑏*𝑚′ = 0
è ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ 𝑏𝑚∑︁

𝑚

𝑏𝑚

{︁(︀
𝐸

(0)
0 − 𝐸

)︀
𝑆𝑚′,𝑚 + 𝑃𝑚′,𝑚

}︁
= 0. (6.9)

Åñëè âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ñîñåäíèõ ÿìàõ,
íå ïåðåêðûâàþòñÿ è âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäîâ ýëåêòðîíîâ ìåæäó ÿìàìè ìàë�à,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü2

𝑆𝑚′,𝑚 = 𝛿𝑚′,𝑚 è 𝑃𝑚′,𝑚 = 𝛼 𝛿𝑚′,𝑚, (6.10)

ãäå 𝛿𝑚′,𝑚 � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.9) ïðè-
íèìàåò âèä

𝑏𝑚

(︁
𝐸

(0)
0 − 𝐸 + 𝛼

)︁
= 0

è èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝐸 = 𝐸
(0)
0 +𝛼 äëÿ âñåõ 𝑚. Îòìåòèì, ÷òî ïàðà-

ìåòð 𝛼 < 0 xàðàêòåðèçóåò ïîíèæåíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì

2 Если невозмущённые волновые функции электронов в соседних ямах являются ор-
тонормированными, то 𝑆𝑚,𝑚 = 1 и 𝑆𝑚′,𝑚 = 0 для 𝑚′ ̸= 𝑚. Если принять во внимание,
что волновые функции основного состояния не имеют нулей и потому не могут изме-
нять знак, и учесть условие 𝑉 (𝑧)− 𝑈0(𝑧) < 0, то легко прийти к выводу, что 𝑃𝑚,𝑚 < 0

и 𝑃𝑚′,𝑚 < 0 для 𝑚′ ̸= 𝑚 ± 1. Эти обстоятельства определяют знаки параметров 𝛼 < 0

и 𝛽 < 0 в соотношениях (6.10) и (6.11).
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ïîòåíöèàëå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîòåíöèàëîì èçîëèðîâàííîé ÿìû èç-çà âëèÿíèÿ
ñîñåäíèõ ÿì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ýëåêòðîíà èç ÿìû ñ íî-
ìåðîì 𝑚 â ñîñåäíèå ÿìû ñ íîìåðàìè 𝑚 − 1 è 𝑚 + 1, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùåå ìîäåëüíîå âûðàæåíèå

𝑃𝑚′,𝑚 = 𝛼 𝛿𝑚′,𝑚 + 𝛽
(︀
𝛿𝑚′,𝑚−1 + 𝛿𝑚′,𝑚+1

)︀
, (6.11)

ãäå ïàðàìåòð 𝛽 < 0 õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ. Ïîäñòà-
âèì âûðàæåíèÿ äëÿ 𝑆𝑚′,𝑚 è 𝑃𝑚′,𝑚 â ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.9) è ïîëó÷èì

𝑏𝑚

(︁
𝐸

(0)
0 − 𝐸 + 𝛼

)︁
+ 𝛽

(︁
𝑏𝑚−1 + 𝑏𝑚+1

)︁
= 0. (6.12)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (6.12) áóäåì èñêàòü â âèäå áëîõîâñêîé âîëíû ïîñòîÿííîé
àìïëèòóäû

𝑏𝑚 = 𝐵 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑚, (6.13)

ãäå 𝐵 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò 𝑚; 𝑘 � êâàçèèìïóëüñ ýëåêòðîíà, êîòî-
ðûé äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè ïîòåíöèàëüíûõ ÿì ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé
âåëè÷èíîé3. Ïîäñòàâèì (6.13) â óðàâíåíèå (6.12) è ïîëó÷èì òàê íàçûâàå-
ìûé çîííûé ñïåêòð ýëåêòðîíà

𝑒𝑖𝑘𝑎𝑚
(︁
𝐸

(0)
0 − 𝐸(𝑘) + 𝛼

)︁
+ 𝛽

(︁
𝑒𝑖𝑘𝑎(𝑚−1) + 𝑒𝑖𝑘𝑎(𝑚+1)

)︁
= 0

èëè

𝐸(𝑘) = 𝐸
(0)
0 + 𝛼 + 2𝛽 cos 𝑘𝑎 = 𝐸

(0)
0 − |𝛼| − 2|𝛽| cos 𝑘𝑎. (6.14)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äèñêðåòíûé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü äëÿ ýëåêòðîíà
â èçîëèðîâàííîé ÿìå ïðè íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ¾ðàçìûâà-
åòñÿ¿ â çîíó4 øèðèíîé 4|𝛽|. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîáñòâåí-
íîé ýíåðãèè äëÿ 𝑠-ñîñòîÿíèÿ ðàâíî 𝐸мин = 𝐸

(0)
0 − |𝛼| − 2|𝛽| è äîñòèãàåòñÿ

â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà (ïðè 𝑘 = 0); ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîé

ýíåðãèè äëÿ 𝑠-ñîñòîÿíèÿ ðàâíî 𝐸макс = 𝐸
(0)
0 − |𝛼| + 2|𝛽| è äîñòèãàåòñÿ íà

ãðàíèöå ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà (ïðè 𝑘 = ±𝜋/𝑎).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà ïîëóîãðàíè÷åííîé öåïî÷-

êè ïîòåíöèàëüíûõ ÿì (ðèñ. 6.3). Íàëè÷èå ãðàíèöû íàðóøàåò ïåðèîäè÷-
íîñòü ïîòåíöèàëà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ òåîðåìû Áëîõà.

3Очевидно, что для неограниченной системы квазиимпульс 𝑘 не может иметь мни-
мой части, поскольку в противном случае мы получим расходимость волновой функции
при 𝑧 → −∞ или 𝑧 → +∞.

4Действуя схожим образом можно показать, что каждый стационарный уровень изо-
лированного атома будет расщепляться в энергетическую зону, ширина которой связана
с вероятностью переходов электронов между соседними ямами для данной энергии.
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Рис. 6.3. Cхематическое представление потенциала 𝑉 (𝑧), соответ-
ствующего полуограниченной цепочке атомов, и волновой функ-
ции 𝜓𝑠(𝑧) для поверхностного электронного состояния. Толстая се-
рая полоса соответствует зоне разрешённых состояний 𝐸(𝑘), опи-
сываемых соотношением (6.14)

Ïóñòü èíäåêñ 𝑚 = 0 ñîîòâåòñòâóåò êðàéíåé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ïîñêîëüêó
àòîìíûé ïîòåíöèàë íà ïîâåðõíîñòè äîëæåí áûòü áëèæå ê ïîòåíöèàëó èçî-
ëèðîâàííîé ÿìû, òî äëÿ êðàéíåé ÿìû ñëåäóåò ââåñòè ìîäèôèöèðîâàííóþ
âåëè÷èíó �̃�, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝛼 < �̃� < 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïåðåõîä ýëåêòðîíà èç ýòîé ÿìû â âàêóóì íåâîçìîæåí, ïîýòîìó óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (6.9) áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè îò èíäåêñà:

𝑏0

(︀
𝐸

(0)
0 − 𝐸 + �̃�

)︀
+ 𝛽 𝑏1 = 0 äëÿ 𝑚 = 0

è 𝑏𝑚
(︀
𝐸

(0)
0 − 𝐸 + 𝛼

)︀
+ 𝛽

(︀
𝑏𝑚−1 + 𝑏𝑚+1

)︀
= 0 äëÿ 𝑚 ̸= 0. (6.15)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.15) ìîæåò èìåòü ðå-
øåíèÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé áëîõîâñêîãî âèäà 𝑏𝑚 = 𝐵1 𝑒

𝑖𝑘𝑎𝑚 +
𝐵2 𝑒

−𝑖𝑘𝑎𝑚. Ñëåäîâàòåëüíî, çîííûé ñïåêòð âèäà (6.14) ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ïî-
ëóîãðàíè÷åííîé öåïî÷êè.

Êðîìå ðåøåíèé â âèäå áåãóùèõ âîëí ñóùåñòâóþò íåîäíîðîäíûå ýëåê-
òðîííûå ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè ïîâåðõíîñòè. Áóäåì èñêàòü ðå-
øåíèå ñèñòåìû (6.15) â âèäå 𝑏𝑚 = 𝐶 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑚, òîãäà êâàçèèìïóëüñ 𝑘 è ýíåðãèÿ
𝐸𝑠 òàêîãî ñîñòîÿíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì(︀

𝐸
(0)
0 − 𝐸𝑠 + �̃�

)︀
+ 𝛽 𝑒𝑖𝑘𝑎 = 0

è
(︀
𝐸

(0)
0 − 𝐸𝑠 + 𝛼) + 𝛽

(︀
𝑒𝑖𝑘𝑎 + 𝑒−𝑖𝑘𝑎

)︀
= 0. (6.16)

Âû÷èòàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî ðàçðåø¼í-
íûå çíà÷åíèÿ êâàçèèìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

𝑒𝑖𝑘𝑎 =
𝛽

�̃�− 𝛼
< 0. (6.17)
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Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (6.17) íå èìååò ðåøåíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ çíà-
÷åíèé 𝑘. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.17) â âèäå 𝑘 = 𝑘′− 𝑖𝑞, ãäå 𝑞 �
äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè (𝑞 > 0). Óðàâíåíèå (6.17) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

𝑒𝑞𝑎 · (cos 𝑘′𝑎+ 𝑖 sin 𝑘′𝑎) = − |𝛽|
�̃�− 𝛼

. (6.18)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.18) íå èìååò ìíèìîé ÷àñòè, òî ñëå-
äóåò ïîëîæèòü sin 𝑘′𝑎 = 0; ñëåäîâàòåëüíî, cos 𝑘′𝑎 = −1. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷àåì âîëíîâîé âåêòîð è äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî
ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ

𝑘′ = ±𝜋
𝑎

è 𝑞 =
1

𝑎
ln

|𝛽|
�̃�− 𝛼

. (6.19)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå 𝑘′ = ±𝜋/𝑎 îïèñûâàåò ïåðâûé áðýããîâñêèé ðåçî-
íàíñ ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîííîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñ ïåðè-
îäîì 𝑎. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ â ñèñòåìå ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöè-
àëîì íåâîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå áåãóùèõ âîëí ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû.
Cëåäîâàòåëüíî, â ïîëóîãðàíè÷åííîé öåïî÷êå âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïîâåðõ-
íîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé (6.3), ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíî-
ìó çàòóõàíèþ àìïëèòóäû ýëåêòðîííîé âîëíû âãëóáü êðèñòàëëà.

Âû÷èñëèì ýíåðãèþ ïîâåðõíîñòíîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîäñòàâ-
ëÿÿ (6.17) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (6.16)

𝐸𝑠 = 𝐸
(0)
0 + �̃� +

𝛽2

�̃�− 𝛼
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýíåðãèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ëåæèò âûøå ïîòîëêà
ðàçðåø¼ííîé çîíû

𝐸𝑠 − 𝐸макс = 𝐸
(0)
0 + �̃� +

|𝛽|2

(�̃�− 𝛼)
−
(︁
𝐸

(0)
0 + 𝛼 + 2|𝛽|

)︁
=

= (�̃� − 𝛼) +
|𝛽|2

(�̃�− 𝛼)
− 2|𝛽| = 1

(�̃�− 𝛼)

(︀
|𝛽| − (�̃� − 𝛼)

)︀2
> 0.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîâåðõíîñòíîå ýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå èìååò ýíåðãèþ, ïðå-
âûøàþùóþ ýíåðãèþ áåãóùèõ ýëåêòðîííûõ âîëí â ðàçðåø¼ííîé çîíå îáú¼ì-
íîãî êðèñòàëëà � èíûìè ñëîâàìè, ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ñîñòîÿíèÿ ëåæèò
â çàïðåù¼ííîé çîíå îáú¼ìíîãî êðèñòàëëà!

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âáëèçè êðàÿ îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷å-
ñêîé öåïî÷êè àòîìîâ ìîæåò âîçíèêàòü ëîêàëèçîâàííîå ýëåêòðîííîå ñîñòî-
ÿíèå, êîòîðîå îòñóòñòâóåò â íåîãðàíè÷åííîé öåïî÷êå. Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà
ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíà âáëèçè ïîâåðõíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè
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áðýããîâñêîãî îòðàæåíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí îò ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà,
êîòîðîå ïðåïÿòñòâóåò ïîòîêó âåðîÿòíîñòè âãëóáü êðèñòàëëà. Â ýòîì ñìûñ-
ëå ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàòóõàíèþ ïàäà-
þùåé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ìíîãîñëîéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå
ïðè âûïîëíåíèè ðåçîíàíñíîãî óñëîâèÿ (Ëåêöèÿ 2).

6.2 Зонный спектр и поверхностные электронные состояния
в приближении слабой связи

Ðàññìîòðèì êðèñòàëë ñ ïëîñêîé ãðàíèöåé ïðè 𝑧 = 0 è ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå5

𝑉 (𝑧) =

{︃
0 ïðè 𝑧 > 0,

𝑉0 + 2𝑉𝑛 cos (2𝜋𝑛𝑧/𝑎) ïðè 𝑧 < 0,
(6.20)

ãäå 𝑎 � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè, 𝑉0 è 2𝑉𝑛 � ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ è àìïëè-
òóäà 𝑛-é ôóðüå-ãàðìîíèêè âíóòðèêðèñòàëëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Â ïðèáëèæåíèè ïî÷òè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà ðåøåíèå ñòàöèî-
íàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

− ~2

2𝑚*
𝑑2

𝑑𝑧2
𝜓(𝑧) + 𝑉 (𝑧)𝜓(𝑧) = 𝐸 𝜓(𝑧), (6.21)

äëÿ ïîòåíöèàëà (6.20) ìîæíî èñêàòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ íåîäíîðîä-
íûõ ïëîñêèõ áåãóùèõ âîëí (íàïðèìåð, [6.2, ãë. 9] è [6.10, ãë. 5])

𝜓(𝑧) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧+𝑞𝑧 +𝐵 𝑒𝑖𝑘𝑧−𝑖2𝜋𝑛𝑧/𝑎+𝑞𝑧, (6.22)

ãäå𝑚* � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà, 𝑞 > 0 � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ âîëíî-
âîé ôóíêöèè âíóòðè êðèñòàëëà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì,
åñëè âåêòîð 𝑘 ëåæèò âáëèçè ãðàíèöû îäíîé èç çîí Áðèëëþýíà. Ïîäñòàâèì
ïðåäïîëàãàåìûé âèä ðåøåíèÿ (6.22) â óðàâíåíèå (6.21) è ïîëó÷èì

− ~2

2𝑚* (𝑖𝑘 + 𝑞)2 𝐴𝑒(𝑖𝑘+𝑞)𝑧 − ~2

2𝑚*

(︁
𝑖𝑘 − 𝑖 2𝜋𝑛

𝑎
+ 𝑞
)︁2

𝐵 𝑒(𝑖𝑘−𝑖 2𝜋𝑛/𝑎+𝑞) 𝑧

+
(︁
𝑉0 + 𝑉𝑛 𝑒

𝑖 2𝜋𝑛𝑧/𝑎 + 𝑉𝑛 𝑒
−𝑖 2𝜋𝑛𝑧/𝑎

)︁(︁
𝐴𝑒(𝑖𝑘+𝑞)𝑧 +𝐵 𝑒(𝑖𝑘−𝑖 2𝜋𝑛/𝑎+𝑞)𝑧

)︁
=

= 𝐸
(︁
𝐴𝑒(𝑖𝑘+𝑞)𝑧 + 𝐵 𝑒(𝑖𝑘−𝑖 2𝜋𝑛/𝑎+𝑞)𝑧

)︁
. (6.23)

5Очевидно, что резкое изменение потенциальной энергии при 𝑧 = 0 не может быть
реализовано на практике. Тем не менее, рассматриваемая задача о вычислении энер-
гий локализованных состояний вблизи скачкообразного изменения потенциала имеет
методическую ценность, поскольку позволяет сосредоточиться на эффекте нарушения
периодичности и обойти вниманием вопросы учёта электрического потенциала двой-
ного слоя и поляризационные эффекты, которые частично будут рассмотрены в конце
лекции.
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Ïîñêîëüêó áåãóùèå âîëíû âèäà 𝑒𝑖𝑘𝑧 è 𝑒𝑖𝑘
′𝑧 ñ ðàçíûìè âîëíîâûìè âåêòîðà-

ìè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè, òî ðàâåíñòâî (6.23) äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñèñòåìå ñåêóëÿðíûõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä âñòðå÷íûõ âîëí 𝐴 è 𝐵

𝐴

(︂
𝑉0 −

~2

2𝑚* (𝑖𝑘 + 𝑞)2 − 𝐸

)︂
+𝐵 𝑉𝑛 = 0, (6.24a)

𝐴𝑉𝑛 +𝐵

(︂
𝑉0 −

~2

2𝑚*

(︁
𝑖𝑘 − 𝑖

2𝜋𝑛

𝑎
+ 𝑞
)︁2

− 𝐸

)︂
= 0. (6.24b)

Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé (6.24) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ äåòåðìèíàíòà ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýíåðãèþ íåîäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî
ñîñòîÿíèÿ

𝐸(𝑘, 𝑞) = 𝑉0 +
1

2

~2

2𝑚*

{︃
𝑘2 +

(︂
𝑘 − 2𝜋𝑛

𝑎

)︂2

− 2𝑞2 − 2𝑖 𝑞

(︂
2𝑘 − 2𝜋𝑛

𝑎

)︂}︃

± 1

2

⎯⎸⎸⎷(︂ ~2

2𝑚*

)︂2
{︃
𝑘2 −

(︂
𝑘 − 2𝜋𝑛

𝑎

)︂2

− 2𝑖 𝑞
2𝜋𝑛

𝑎

}︃2

+ 4𝑉 2
𝑛 . (6.25)

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì âèäå çàâèñèìîñòü 𝐸 îò 𝑘 è 𝑞 ñîäåðæèò ìíèìóþ
÷àñòü. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî íåîäíîðîäíûå ïëîñêèå âîëíû
(6.22) ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè 𝑘 è 𝑞 íå ìîãóò áûòü ñòàöèîíàðíûìè
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò äâà êëàññà
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ Im𝐸 = 0.

Âî-ïåðâûõ, ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ 𝐸 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé
ïðè 𝑞 = 0 è ïðîèçâîëüíîì 𝑘:

𝐸(𝑘) ≡ 𝐸(𝑘, 𝑞)
⃒⃒⃒
𝑞=0

= 𝑉0 +
1

2

~2

2𝑚*

{︃
𝑘2 +

(︂
𝑘 − 2𝜋𝑛

𝑎

)︂2
}︃
±

± 1

2

⎯⎸⎸⎷(︂ ~2

2𝑚*

)︂2
{︃
𝑘2 −

(︂
𝑘 − 2𝜋𝑛

𝑎

)︂2
}︃2

+ 4𝑉 2
𝑛 . (6.26)

Çàâèñèìîñòü 𝐸(𝑘) ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.4 ñïëîøíîé ëèíèåé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîäóëèðîâàííûå ýëåêòðîííûå âîëíû ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû ÿâëÿþòñÿ
ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (6.21) â ïðåäåëàõ ðàç-
ðåø¼ííîé çîíû îáú¼ìíîãî êðèñòàëëà. Ïîäñòàâëÿÿ 𝑘 = 𝜋𝑛/𝑎 â âûðàæåíèå
(6.26), íàõîäèì, ÷òî ãðàíèöû 𝑛−é çàïðåù¼ííîé çîíû â ìîäåëè ñëàáîé ñâÿçè

𝑉0 +
~2𝜋2𝑛2

2𝑚*𝑎2
− |𝑉𝑛| < 𝐸 < 𝑉0 +

~2𝜋2𝑛2

2𝑚*𝑎2
+ |𝑉𝑛| (6.27)
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Рис. 6.4. Зависимость энергии 𝐸 стационарных электронных со-
стояний от 𝑘 и 𝑞 [см. соотношения (6.26)–(6.28)]. Ветка 𝐸(𝑘), соот-
ветствующая бегущим электронным волнам постоянной амплиту-
ды, показана сплошной линией. Ветка 𝐸𝑠(𝑞), соответствующая по-
верхностным электронным состояниям, показана пунктирной ли-
нией (см. также рис. 6.5)

îïðåäåëÿþòñÿ àìïëèòóäîé 𝑛-é ôóðüå-ãàðìîíèêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè6.

Âî-âòîðûõ, ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ 𝐸 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé
ïðè 𝑘 = 𝜋𝑛/𝑎 è 𝑞 < 𝑚*𝑎|𝑉𝑛|/(~2𝜋𝑛):

𝐸𝑠 ≡ 𝐸(𝑘, 𝑞)
⃒⃒⃒
𝑘=𝜋𝑛/𝑎

= 𝑉0 +
~2

2𝑚* (𝑘
2
0 − 𝑞2)±

±

√︃
𝑉 2
𝑛 − 𝑞2

(︂
~2

2𝑚*

)︂2 (︂
2𝜋𝑛

𝑎

)︂2

. (6.28)

Çàâèñèìîñòü 𝐸𝑠(𝑞) ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.4 è 6.5 ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íåîäíîðîäíûå ýëåêòðîííûå âîëíû ìîãóò áûòü ñòàöèîíàðíûìè
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (6.21) ïðè óñëîâèè, ÷òî äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî âåêòîðà ðàâíà ïîëîâèíå âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè.

6Подставляя 𝐸 = 𝑉0 + ~2𝜋2𝑛2/(2𝑚*𝑎2) − |𝑉𝑛| и 𝑞 = 0 (нижняя граница 𝑛-й за-
прещённой зоны) в уравнение (6.24a), получаем |𝑉𝑛|𝐴 + 𝑉𝑛𝐵 = 0; следовательно,

волновая функция 𝜓(𝑧) = 𝐴𝑒𝑖𝜋𝑛𝑧/𝑎 − 𝐴 · sign𝑉𝑛 · 𝑒−𝑖𝜋𝑛𝑧/𝑎 представляет собой стоя-
чую электронную волну с пучностями в областях минимума потенциала. Подставляя
𝐸 = 𝑉0 + ~2𝜋2𝑛2/(2𝑚0𝑎

2) + |𝑉𝑛| и 𝑞 = 0 (верхняя граница 𝑛-й запрещённой зоны)
в уравнение (6.24a), получаем −|𝑉𝑛|𝐴 + 𝑉𝑛𝐵 = 0; следовательно, волновая функция

𝜓(𝑧) = 𝐴𝑒𝑖𝜋𝑛𝑧/𝑎 + 𝐴 · sign𝑉𝑛 · 𝑒−𝑖𝜋𝑛𝑧/𝑎 представляет собой стоячую волну с пучностями
в областях максимума потенциала.
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Рис. 6.5. (a) Зависимость 𝐸𝑠 от 𝑞 для поверхностных электронных состояний (также
показана пунктирной линией на рис. 6.4), символ ∘ показывает энергию поверхностного
состояния 𝐸𝑠 и декремент затухания волновой функции 𝑞 для потенциала, показанно-
го на рисунке (b), здесь 𝐸0 = ~2𝑘2/(2𝑚*) – энергия свободного электрона с волновым
вектором 𝑘 = 𝜋𝑛/𝑎, соответствующим границе 𝑛-й зоны Бриллюэна. (b) Профиль по-
тенциальной энергии 𝑉 (𝑥) и волновая функция 𝜓𝑠(𝑧), соответствующая поверхностному
электронному состоянию и являющаяся точным решением задачи (6.20)–(6.21)

Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì äèôðàêöèè
Áðýããà íà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå (ñì. Ëåêöèþ 2). Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåð-
ãèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ëåæèò â ïðåäåëàõ çàïðåù¼ííîé
çîíû îáú¼ìíîãî êðèñòàëëà [ñðàâíèòå âûðàæåíèÿ (6.27) è (6.28)].

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñî-
ñòîÿíèé, íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ñîãëàñîâàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè âíóò-
ðè êðèñòàëëà (6.22) ïðè 𝑧 < 0 è âíå êðèñòàëëà

𝜓(𝑧) = 𝐶 𝑒−𝑝𝑧 (6.29)

ïðè 𝑧 > 0 âìåñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, 𝑝 > 0 � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè â âàêóóìå7. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (6.30)�(6.31) äëÿ ïî-
ÿâëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü

7Полное аналитическое решение задачи приведено в работе [6.8]. Если ввести вспо-
могательные параметры 𝑘 = 𝜋𝑛/𝑎, 𝐸0 = ~2𝑘2/2𝑚* и cos2 𝛿 = 𝐸0/(−𝑉0 − 𝑉𝑛), то

для амплитуд электронных волн можно получить соотношения 𝐴 = 𝑒𝑖𝛿, 𝐵 = 𝑒−𝑖𝛿 и
𝐶 = 𝑒𝑖𝛿 + 𝑒−𝑖𝛿, тогда 𝑝+ 𝑞 = 𝑘 tg𝛿,

𝑞 = −𝜋𝑛
2𝑎

𝑉𝑛
𝐸0

sin 2𝛿 = 𝑘0

(︂
−𝑉𝑛

−𝑉0 − 𝑉𝑛

)︂ √︃
(−𝑉0 − 𝑉𝑛)

𝐸0

− 1, (6.30)

𝐸𝑠 = 𝑉0 +
𝑉 2
0

(𝑉0 + 𝑉𝑛)
2
𝐸0 +

𝑉0𝑉𝑛
(−𝑉0 − 𝑉𝑛)

. (6.31)
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ïîòåíöèàë ñ ìèíèìóìîì íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà (𝑉0 < 0 è 𝑉𝑛 < 0). Íà
ðèñ. 6.5b ïðåäñòàâëåí òèïè÷íûé ïðîôèëü 𝜓𝑠(𝑧) äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýëåê-
òðîííîãî ñîñòîÿíèÿ â ìîäåëè ñëàáîé ñâÿçè.

6.3 Поверхностные электронные состояния в потенциале
изображения

Ñêà÷êîîáðàçíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð íà ãðàíèöå ðàçäåëà ¾êðèñòàëë �
âàêóóì¿ (6.20) ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé èäåàëèçàöèåé, ïîñêîëüêó ðåçêîå èç-
ìåíåíèå ïîòåíöèàëà äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ôèçè÷åñêè íåðåàëèçóåìîìó
ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ áåñêîíå÷íîé íàïðÿæåííîñòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà êàê ôóíêöèÿ åãî ïîëîæåíèÿ äîëæíà
áûòü ïëàâíîé ôóíêöèåé [6.2, ãë. 18]. Ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ ôóíêöèè 𝑉 (𝑧) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïîâåðõíîñòè. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà (â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðîí), ðàñïîëî-
æåííàÿ âáëèçè ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè, èíäóöèðóåò íà ïîâåðõíîñòè èçáû-
òî÷íûé çàðÿä ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà, êîòîðûé ïðåïÿòñòâóåò äâèæåíèþ
ïðîáíîãî çàðÿäà â íàïðàâëåíèè îò ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òî÷å÷íûì çàðÿäîì è ìàññèâíûì ïðîâîäíèêîì
ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ýëåêòðè÷åñêèõ èçîá-
ðàæåíèé. Åñëè ïðîáíûé ýëåêòðîí ðàñïîëîæåí âáëèçè â òî÷êå 𝑧 = ℎ, òî
èçîáðàæåíèå ýòîãî çàðÿäà ðàñïîëîæåíî â òî÷êå 𝑧 = −ℎ (ðèñ. 6.6a), òîãäà
ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè 𝑒 è −𝑒 íà ðàññòîÿíèè 2ℎ
ñîãëàñíî çàêîíó Êóëîíà ðàâíà

𝐹𝑧(ℎ) = −1

𝜀

𝑒2

(2ℎ)2
, (6.32)

ãäå 𝜀 åñòü äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà (äëÿ âàêóóìà 𝜀 = 1).
Èíòåãðèðóÿ (6.32) ïî ℎ, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ýëåêòðîíà â âàêóóìå îò ðàññòîÿíèÿ, îòñ÷èòûâàåìîãî îò ïîâåðõíîñòè, ñ ó÷¼-
òîì ïîëÿðèçàöèîííûõ ýôôåêòîâ

𝑉 (𝑧) = 𝐸вак −
+∞∫︁
𝑧

𝐹𝑧(ℎ) 𝑑ℎ = 𝐸вак −
1

𝜀

𝑒2

4𝑧
, (6.33)

ãäå 𝐸вак åñòü ýíåðãèÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà â âàêóóìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñè-
ëû èçîáðàæåíèÿ ïîíèæàþò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíà âíå ìåòàëëà
ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëèçèðîâàííûì çíà÷åíèåì 𝐸вак (ðèñ. 6.6b). Âûðàæåíèå
(6.33) äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðåäñêàçûâàåò ðàñõîäèìîñòü íà ìàëûõ
ðàññòîÿíèÿõ îò ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà (ïðè 𝑧 = 0), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
óñòðàíåíà ïîñëå ó÷¼òà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî çàðÿæåííîãî ñëîÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè êðèñòàëëà [6.2, ãë. 18].
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Рис. 6.6. (a) Cистема электрических изображений для точечного заряда
вблизи проводящего полупространства с плоской поверхностью. (b) Схема-
тическое представление зависимости потенциальной энергии электрона 𝑉 (𝑧)
в виде скачка потенциала (тонкая линия) и с учётом силы электрическо-
го изображения (толстая линия), 𝑎 и 𝑏 – классические точки поворота для
состояния с энергией 𝐸𝑛 в модели с непроницаемой стенкой при 𝑧 = 0

Ðàññ÷èòàåì ñïåêòð óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðîíà
â ïîòåíöèàëå èçîáðàæåíèÿ, èñïîëüçóÿ êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå
Âåíòöåëÿ � Êðàìåðñà � Áðèëëþýíà (ñì., íàïðèìåð, [6.10, ãë. 6] è [6.11]). Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝐸вак = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýíåðãèÿ óðîâíåé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòíûì ýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì, ëåæèò â çàïðå-
ù¼ííîé çîíå îáú¼ìíîãî êðèñòàëëà. Îòñóòñòâèå ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí
â ýòîì äèàïàçîíå ýíåðãèé ìîæíî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûì íåïðîíèöàåìûì
ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Çàïèøåì ýôôåêòèâ-
íûé ïîòåíöèàë â ñëåäóþùåì âèäå

𝑉 (𝑧) =

{︂
∞ ïðè 𝑧 < 0,

−𝑒2/4𝑧 ïðè 𝑧 > 0,
(6.34)

ãäå 𝑧 � ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè, 𝑎 = 0 è 𝑏 = 𝑒2/4|𝐸𝑛| � êëàññè÷åñêèå
òî÷êè ïîâîðîòà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé 𝐸𝑛 = −|𝐸𝑛| îòíîñèòåëüíî ýíåðãèè
ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà â âàêóóìå (ðèñ. 6.6b).

Ïîëíûé íàáåã ôàçû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîííîé âîëíû ïî çà-
ìêíóòîìó êîíòóðó îò òî÷êè 𝑎 äî òî÷êè 𝑏 è îáðàòíî ðàâåí

1

~

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 + 𝜙𝑏 +
1

~

𝑎∫︁
𝑏

(−𝑝(𝑧)) 𝑑𝑧 + 𝜙𝑎 = 2𝜋(𝑛− 1), (6.35)

ãäå 𝜙𝑎 è 𝜙𝑏 åñòü ôàçû àìïëèòóä îòðàæåíèÿ â òî÷êàõ 𝑎 è 𝑏, ñîîòâåòñòâåí-
íî; 𝑛 = 1, 2 . . . � íîìåð óðîâíÿ ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïåðåãðóïïèðó-
åì ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (6.35) è ïîëó÷àåì ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà �
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Çîììåðôåëüäà

1

2𝜋~

∮︁
𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑛+ 𝛾, ãäå 𝛾 = −𝜙𝑎

2𝜋
− 𝜙𝑏

2𝜋
− 1. (6.36)

Ïàðàìåòð 𝛾 ó÷èòûâàåò ñäâèã óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ â êóëî-
íîâñêîì ïîòåíöèàëå èç-çà ïðîíèêíîâåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè â ïîäáàðüåð-
íóþ îáëàñòü (äëÿ ïîòåíöèàëà êîíå÷íîé âûñîòû ïðè 𝑧 < 0). Ïîäñòàâèì
𝑝(𝑧) =

√︀
2𝑚0 (𝐸 − 𝑉 (𝑧)) â ôîðìóëó (6.36) è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó-

÷èì

1

2𝜋~

∮︁ √︀
2𝑚0 (𝐸𝑛 − 𝑈(𝑧)) 𝑑𝑧 =

𝑒2

𝜋~

√︃
2𝑚0

|𝐸𝑛|
𝜋

8
= 𝑛+ 𝛾,

ãäå 𝑚0 � ìàññà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà â âàêóóìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð
ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ â îäíîìåðíîé êóëîíîâñêîé ÿìå,
îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûì ñîîòíîøåíèåì

𝐸𝑛 = −𝑚0𝑒
4

32~2
· 1

(𝑛+ 𝛾)2 = − 1

16

Ry

(𝑛+ 𝛾)2 , ãäå 𝑛 = 1, 2 . . . (6.37)

è Ry(ðèäáåðã) ≡ 𝑚0𝑒
4/(2~2) = 13.6 ýÂ � ýíåðãèÿ èîíèçàöèè îñíîâíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îá óðîâíÿõ ýíåðãèè ëî-
êàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëå (6.34) îïèñàíî â Ïðèëîæåíèè 1. Ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿ-
íèé â ïîòåíöèàëå èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëîæåíèè 2.

Òàêèì îáðàçîì, íàä ïîâåðõíîñòüþ ïðîâîäÿùåãî îáðàçöà ìîãóò ñóùå-
ñòâîâàòü ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðà-
òóðå òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþò image states èëè image-potential states. Ïðè-
ìå÷àòåëüíî, ÷òî ñïåêòð ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëå èçîáðàæå-
íèÿ (6.37) íàïîìèíàåò ðèäáåðãîâñêèé ñïåêòð äëÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà
𝐸𝑛 = −Ry/𝑛2 [6.9, �68]. Äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/16 â ôîðìóëå (6.37)
ñâÿçàí ñ ïðèíÿòûì íàìè ñïîñîáîì îòñ÷¼òà ðàññòîÿíèé îò ïîâåðõíîñòè îá-
ðàçöà, à îò íå ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà, êàê â àòîìå âîäîðîäà. Ïîä÷åðê-
í¼ì åù¼ ðàç, ÷òî ïðèðîäà êëàññè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé Òàììà �
Øîêëè è ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëå èçîáðàæåíèÿ îäèíàêîâà è
ñâÿçàíà ñ íåïðîïóñêàíèåì êðèñòàëëîì ýëåêòðîííûõ âîëí ñ âîëíîâûì âåê-
òîðîì, ëåæàùèì íà ãðàíèöå îäíîé èç çîí Áðèëëþýíà. Ñèëüíîå îòðàæåíèå
ýëåêòðîííûõ âîëí îò ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðèâîäèò ê èíòåðôåðåí-
öèè ïàäàþùåé è îòðàæ¼ííîé âîëí è ôîðìèðîâàíèþ íåîäíîðîäíîé ñòîÿ÷åé
âîëíû, ëîêàëèçîâàííîé âáëèçè ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà (ñì. Ïðèëîæåíèå 2).

6.4 Обобщение на трёхмерный случай

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà êðàþ îäíîìåðíî-
ãî êðèñòàëëà ìîãóò âîçíèêàòü ëîêàëèçîâàííûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ
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𝜓𝑠,𝑛(𝑧), ýíåðãèÿ êîòîðûõ ëåæèò â çàïðåù¼ííîé çîíå îáú¼ìíîãî êðèñòàëëà.
Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñ îñòîðîæíîñòüþ ìîæíî îáîáùèòü íà òð¼õìåðíûé
ñëó÷àé.

Àíàëèçèðóÿ îñîáåííîñòè ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà â ìîäåëè ñëàáîé ñâÿ-
çè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ â öåíòðå çîíû Áðèëëþ-
ýíà [ñì. ñîîòíîøåíèå (6.26)] ñïåêòð ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöè-
àëå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì è áëèçêèì ê ñïåêòðó ñâîáîäíîãî ýëåêòðî-
íà 𝐸 = ~2k2/2𝑚0 + 𝑉0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà
â òð¼õìåðíîì ñëàáîì ïîòåíöèàëå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
è ýëåêòðîííûé ñïåêòð èìåþò âèä

𝜓𝑛(r) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥+𝑖𝑘𝑦𝑦 𝜓𝑠,𝑛(𝑧) è 𝐸𝑛,k‖
=

~2𝑘2
𝑥

2𝑚0

+
~2𝑘2

𝑦

2𝑚0

+ 𝐸𝑛 (6.38)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà ëåæàò âäà-
ëè îò ãðàíèö ïîâåðõíîñòíîé (äâóìåðíîé) çîíû Áðèëëþýíà. Â âûðàæåíèè
(6.38) 𝜓𝑠,𝑛(𝑧) è 𝐸𝑛 � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ ïîâåðõ-
íîñòíîãî ðåøåíèÿ â îäíîìåðíîì ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Åñëè àáñîëþò-
íàÿ âåëè÷èíà ïðîäîëüíîãî èìïóëüñà áëèçêà ê ãðàíèöå ïîâåðõíîñòíîé çî-
íû Áðèëëþýíà (|𝑘𝑥| ∼ 𝜋/𝑎 èëè |𝑘𝑦| ∼ 𝜋/𝑎), òî âûðàæåíèÿ (6.38) ñòàíóò
íåïðèìåíèìû, òåì íå ìåíåå, âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåîäíîðîäíûõ
ýëåêòðîííûõ âîëí âäîëü ïîâåðõíîñòè ñîõðàíèòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, âáëè-
çè ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà âîçíèêàåò ãàç ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, êî-
òîðûå ìîãóò îáåñïå÷èòü ìåòàëëè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü îáðàçöà êîíå÷íûõ
ðàçìåðîâ äàæå ïðè êðèîãåííûõ òåìïåðàòóðàõ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðîôèëü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà
âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðåàëüíûõ îáðàçöîâ îêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå, ÷åì ìîäåëü-
íûå ïðîôèëè ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ýíåðãèè èëè ïîòåíöèàë èçîáðàæå-
íèÿ. ×àñòî ê ïîòåíöèàëó èçîáðàæåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ ëèíåéíî ðàñòóùèé ïî-
òåíöèàë, ñîçäàâàåìûé âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè, íàïðèìåð, èãëîé ñêàíèðóþ-
ùåãî òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà8. Â ÷àñòíîñòè, èçìåíåíèå ôîðìû ýôôåêòèâ-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà âáëèçè ïîâåðõíîñòè áóäåò èçìåíÿòü
ñïåêòð ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé (íàïðèìåð, [6.12]), ïîäîáíî
ñäâèãó óðîâíåé ýíåðãèè âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷å-
ñêîì ïîëå (ýôôåêò Øòàðêà) (ñì., íàïðèìåð, [6.9, �76-�77]).

8Принцип работы сканирующей туннельной микроскопии и спектроскопии и осно-
вы интерпретации топографических данных и спектров туннельной проводимости бу-
дут обсуждаться в Лекции 7. Там же обсудим вопросы интерференции поверхностных
квазичастиц вблизи дефектов и формирования поверхностных электронных состояний
в локализующем электрическом поле, включая методики экспериментального обнару-
жения таких состояний.
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Приложение 1

Çàäà÷à î âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ è óðîâíÿõ ýíåðãèè âîäîðîäîïîäîáíîãî
àòîìà â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ìîíîãðàôèè [6.9,
�36]. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé 𝑅(𝑟) èìååò
âèä óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝑑2

𝑑𝑟2
𝑅(𝑟) +

2

𝑟
· 𝑑
𝑑𝑟
𝑅(𝑟)− ℓ(ℓ+ 1)

𝑟2
𝑅(𝑟) +

2𝑚0

~2

(︀
𝐸 − 𝑈(𝑟)

)︀
𝑅(𝑟) = 0,

ãäå 𝑈(𝑟) = −𝑍𝑒2/𝑟 � ïîòåíöèàë êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðî-
íà ñ çàðÿäîì −|𝑒| è ÿäðà ñ çàðÿäîì 𝑍|𝑒|, ℓ � îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñ-
ëî. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ 𝑅(𝑟) = 𝑓(𝑟)/𝑟 è òîãäà äëÿ ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ (ℓ = 0) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝑓 ′′(𝑟) +
2𝑚0

~2

(︀
𝐸 − 𝑈(𝑟)

)︀
𝑓(𝑟) = 0

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì 𝑓(𝑟)
⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0. (6.39)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå âîëíîâûå ôóíêöèè è ýíåðãèè (6.39)
èìååò îäèí è òîò æå âèä è äëÿ ýëåêòðîíà â òð¼õìåðíîì êóëîíîâñêîì ïî-
òåíöèàëå â 𝑠-ñîñòîÿíèè, è äëÿ ýëåêòðîíà â îäíîìåðíîì êóëîíîâñêîì ïî-
òåíöèàëå (6.34) ïîñëå î÷åâèäíîé çàìåíû 𝑟 → 𝑧 è 𝑍𝑒2 → 𝑒2/4. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå èçâåñòíûé ñïåêòð âîäîðîäîïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé â ðàçìåðíîì
âèäå 𝐸𝑛 = −𝑚0𝑍

2𝑒4/(2~2 𝑛2) = −Ry/𝑛2 [6.9, �68], íàõîäèì ñïåêòð ïîâåðõ-
íîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëå èçîáðàæåíèÿ ñ áåñêîíå÷íîé
ñòåíêîé ïðè 𝑧 = 0

𝐸𝑛 = − 𝑚0𝑒
4

32~2 𝑛2
= − 1

16

Ry

𝑛2
, ãäå 𝑛 = 1, 2 . . . (6.40)

Приложение 2

Äîïîëíèì àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷¼òû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè 𝜓𝑛(𝑧) è ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ 𝐸𝑛 îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (6.21) ñ êóëîíîâñêèì ïî-
òåíöèàëîì èçîáðàæåíèÿ 𝑉 (𝑧) = −𝑒2/(4𝑧) è íåïðîíèöàåìîé ñòåíêîé ïðè
𝑧 = 0 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 6.7a. Äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè |𝜓𝑛(𝑧)| ñìåùåíû ïî âåðòèêàëè íà âåëè÷èíó, ïðîïîð-
öèîíàëüíóþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè 𝐸𝑛.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îäíîìåðíîì êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå â ñàìîì äå-
ëå âîçíèêàþò ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ (ïîêàçàíû ñîñòîÿíèÿ äëÿ 𝑛 = 1
è 2), ýíåðãèÿ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ òî÷íûì ñîîòíîøåíèåì (6.37), â êîòîðîì
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Рис. 6.7. (a) Нормированные собственные функции 𝜓1(𝑧) и 𝜓2(𝑧) для частицы в од-
номерном потенциале (6.34), представляющем собой непроницаемую стенку при 𝑧 = 0
и кулоновский потенциал изображения при 𝑧 > 0; спектр собственных энергий опи-
сывается соотношением 𝐸𝑛 = −Ry/𝑛2. Потенциальная энергия 𝑉 (𝑧) нормирована на
1 ридберг и показана толстой сплошной линией, 𝑎𝐵 = ~2/(𝑚0𝑒

2) – боровский радиус.
(b) Нормированные собственные функции внутри одномерной потенциальной ямы ко-
нечной ширины с периодическим потенциалом внутри ямы и кулоновским потенциалом
изображения вне ямы. Чтобы избежать загромождения рисунка, внутри разрешённой
зоны показаны волновые функции для состояний с нечётными 𝑛. Потенциальная энер-
гия 𝑉 (𝑧) (показана толстой сплошной линией) нормирована на 𝐸0 = ~2𝜋2/(2𝑚0𝑎

2), где
𝑎 – постоянная решётки. Состояния 𝜓𝑠1(𝑧) и 𝜓𝑠2(𝑧) есть поверхностные электронные
состояния, лежащие внутри первой запрещённой зоны объёмного кристалла (отмечены
штриховкой)

ïàðàìåòð 𝛾 ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ. Áóäóò ëè âîçíèêàòü ëîêàëè-
çîâàííûå ñîñòîÿíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå ïðè îòñóòñòâèè íåïðîíè-
öàåìîé ñòåíêè? Íà ðèñ. 6.7b ïîêàçàíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îäíîìåðíî-
ãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà 𝑉 (𝑧) = 𝑉0 +
2𝑉1 cos(2𝜋𝑧/𝑎) ïðè −𝐿 < 𝑧 < 0 è 𝑉 (𝑧) = −𝑒2/(4𝑧) ïðè 𝑧 > 0, ãäå 𝐿 �
øèðèíà ÿìû ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, 𝑎 � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè. Ïî-
ñêîëüêó ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë èìååò îäíó ôóðüå-êîìïîíåíòó, òî â ñïåê-
òðå ýíåðãèé âîçíèêàåò îäíà çàïðåù¼ííàÿ çîíà. Äèàïàçîí ýíåðãèé ñ áëèç-
êî ðàñïîëîæåííûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè ìîæåò áûòü îòîæäåñòâë¼í
ñ ïåðâîé ðàçðåø¼ííîé çîíîé. Çàòóõàþùèå (ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè)
îñöèëëÿöèè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè âíóòðè êðèñòàëëà ñ âîëíîâûì âåêòî-
ðîì 𝜋/𝑎 åñòü óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé â ïåðèîäè-
÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Íàëè÷èå ìåäëåííî ìåíÿþùåãîñÿ ïîòåíöèàëà âíå ÿìû
ïðèâîäèò ê ñäâèãó îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè âîëíîâîé ôóíêöèè çà ãðàíèöû
îáðàçöà òàêèì îáðàçîì, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè âíå îáðàçöà íàïîìèíàþò
ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå [ñðàâíèòå ðèñ. 6.7a
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è 6.7b]. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëå èçîáðàæåíèÿ èìååòñÿ îä-
íà ïîëóâîëíà ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè äëÿ ñîñòîÿíèÿ 𝜓𝑠1(𝑧) âíå îáðàçöà, äâå
ïîëóâîëíû ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè äëÿ ñîñòîÿíèÿ 𝜓𝑠2(𝑧) è ò. ä. Îòìåòèì,
÷òî ïîëîæåíèå 𝑛-ãî íóëÿ âîëíîâîé ëîêàëèçîâàííîé ôóíêöèè (åñëè ñ÷èòàòü
íóëè ñî ñòîðîíû âàêóóìíîé ÷àñòè ïîòåíöèàëà) áëèçêî ê ïîëîæåíèþ ïî-
âåðõíîñòè îáðàçöà, ÷òî îïðàâäûâàåò ïðèìåíåíèå ìîäåëè ñ íåïðîíèöàåìîé
ñòåíêîé íà ïîâåðõíîñòè.
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Лекция 7. Исследование свойств поверхности методом

туннельной микроскопии и спектроскопии

Вывод общего выражения для дифференциальной проводимости туннель-
ного перехода. Вклад 𝑠-орбиталей электронов иглы в туннельную прово-
димость. Интерференция поверхностных электронных волн вблизи де-
фектов. Восстановление энергетического спектра поверхностных состо-
яний.

Èçîáðåòåíèå cêàíèðóþùåãî òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà (ÑÒÌ) Áèííèãîì
(G. Binnig) è Ðîðåðîì (H. Rohrer) â 1982 ãîäó ñòàëî âàæíåéøèì îòêðûòèåì
â îáëàñòè ôèçèêè ïîâåðõíîñòè, êîòîðîå ïîçäíåå áûëî îòìå÷åíî Íîáåëåâ-
ñêîé ïðåìèåé. Ñêàíèðóþùèé òóííåëüíûé ìèêðîñêîï ñòàë ïåðâûì ïðèáî-
ðîì â ëèíåéêå ñêàíèðóþùèõ çîíäîâûõ ìèêðîñêîïîâ, îñíîâàííûõ íà èçìå-
ðåíèè ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ (â øèðîêîì ñìûñëå) ìåæäó ïîäâèæíûì
ñåíñîðîì (çîíäîì) è îáðàçöîì. Òàêèå ïðèáîðû, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþò-
ñÿ ìèêðîñêîïàìè â ïðèâû÷íîì ñìûñëå è íå äàþò ïðÿìîãî èçîáðàæåíèÿ
îáúåêòà9.

Ïðèíöèï ðàáîòû ñêàíèðóþùåãî òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà äîâîëüíî
ïðîñò (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [7.1�7.3]). Íàä ïîâåðõíîñòüþ ïðîâîäÿ-
ùåãî îáðàçöà â òð¼õ íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèÿõ äâèæåòñÿ ïðîâîäÿùàÿ èãëà,
îñòðè¼ êîòîðîé èìååò ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ êðèâèçíû îò íåñêîëüêèõ íàíî-
ìåòðîâ äî àòîìíûõ ðàçìåðîâ10. Êàê ïðàâèëî, òàêèå èãëû èçãîòàâëèâàþò-
ñÿ ëèáî èç âîëüôðàìîâîé ïðîâîëîêè ìåòîäîì ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî òðàâëå-
íèÿ, ëèáî ìåõàíè÷åñêèì ðàçðåçàíèåì è ïîñëåäóþùèì ðàçðûâîì ïëàòèíî-
èðèäèåâîé ïðîâîëîêè. Êîíòðîëèðóåìîå ïåðåìåùåíèå èãëû ñ òî÷íîñòüþ äî
0.01 íì îáåñïå÷èâàåòñÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïüåçîñêàíåðàìè. Â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ çîíäà è ïîâåðõíîñòè îáðàçöà èñïîëüçóåòñÿ òóí-
íåëüíûé òîê, ïîýòîìó ìåòîäîì ÑÒÌ ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû òîëüêî ïðîâî-
äÿùèå îáðàçöû (ìåòàëëû èëè ïîëóïðîâîäíèêè). Ñêàíèðóþùèé òóííåëüíûé
ìèêðîñêîï îáû÷íî ðàáîòàåò ñ âêëþ÷¼ííîé ñèñòåìîé îáðàòíîé ñâÿçè � â ýòîì
ñëó÷àå â ïðîöåññå äâèæåíèÿ èãëû âäîëü ïîâåðõíîñòè îáðàçöà óïðàâëÿþùèé

9Принцип работы всех сканирующих зондовых микроскопов напоминает алгоритм
поведения незрячего человека, который последовательно ощупывает поверхность пред-
мета участок за участком, а его мозг воссоздает целостное изображение по результатам
тактильных ощущений.

10Как правило, радиус острия иглы может быть оценён постфактум по результатам
исследования тестовых монокристаллических поверхностей. Если после подготовки иг-
лы на поверхности образца в процессе сканирования видны кристаллическая решётка
и дефекты структуры (вакансии, адатомы, моноатомные ступени), то радиус кривиз-
ны иглы можно считать сравнимым с постоянной решётки и характерным размером
дефектов, в противном случае игла считается «тупой» и непригодной для работы.
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êîìïüþòåð ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ïüåçîñêàíåðå ïðèáëè-
æàåò èãëó ê ïîâåðõíîñòè èëè îòîäâèãàåò å¼ îò ïîâåðõíîñòè òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñðåäíèé òóííåëüíûé òîê îñòàâàëñÿ íåèçìåííûì (ðèñ. 7.1). Ñèãíàë
ñèñòåìû îáðàòíîé ñâÿçè, çàïèñûâàåìûé è âèçóàëèçèðóåìûé óïðàâëÿþùèì
êîìïüþòåðîì, îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæå-
íèå ïîâåðõíîñòè. Òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòè
Si(111)1× 1−Tl áûëî ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.8b, òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå
ðåêîíñòðóêöèè Si(111)7× 7 ïðåäñòàâëåíî íà âñòàâêå ê ðèñ. 7.1.

Рис. 7.1. Схематическое представление основных блоков сканиру-
ющего туннельного микроскопа в режиме заданного туннельного
тока (ВВ усилитель – высоковольтный усилитель, который необ-
ходим для трансформации управляющего сигнала, генерируемо-
го цифроаналоговым преобразователем в диапазоне ±10В, в сиг-
нал, подаваемый на металлические обкладки пьезоэлемента). На
вставке в левом верхнем углу показано типичное изображение ре-
конструированной поверхности Si(111)7 × 7 (постоянная гексаго-
нальной сверхрешётки равна 2.69 нм). Рисунок заимствован из
монографии [7.2]

Òóííåëüíîé ñïåêòðîñêîïèåé â çàäàííîé òî÷êå îáû÷íî íàçûâàþò ïðîöå-
äóðó èçìåðåíèÿ ëîêàëüíîé âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè � çàâèñèìîñòè
òóííåëüíîãî òîêà 𝐼 îò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó îáðàçöîì è èãëîé 𝑈
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ èãëû îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè îáðàçöà.
Ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííîãî èëè àïïàðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ çàâèñèìî-
ñòè 𝐼(𝑈) ïîëó÷àþò ñïåêòð äèôôåðåíöèàëüíîé òóííåëüíîé ïðîâîäèìîñòè
𝑑𝐼/𝑑𝑈 êàê ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ 𝑈 . Ïåðåìåùàÿ èãëó íàä ïîâåðõíîñòüþ
îáðàçöà è çàïèñûâàÿ òóííåëüíûå ñïåêòðû â ðàçíûõ òî÷êàõ â ðó÷íîì èëè
àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìàõ, ìîæíî èññëåäîâàòü íåîäíîðîäíîñòü ýëåêòðîí-
íûõ ñâîéñòâ îáðàçöà â ëàòåðàëüíîé ïëîñêîñòè â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè.
Íà ðèñ. 7.2 ïîêàçàíû òèïè÷íûå ñïåêòðû äèôôåðåíöèàëüíîé òóííåëüíîé
ïðîâîäèìîñòè äëÿ òîíêèõ Pb(111) ïë¼íîê. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåìåùåíèå
èãëû èç îáëàñòè ñ îäíîé ôàêòè÷åñêîé òîëùèíîé ïë¼íêè â îáëàñòü ñ äðóãîé
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Рис. 7.2. Типичная зависимость туннельного тока 𝐼 (a) и дифференциальной тун-
нельной проводимости 𝑑𝐼/𝑑𝑈 (b) от напряжения 𝑈 для двух участков тонкой плёнки
Pb(111) с различной фактической толщиной Pb в точке измерения – 12 и 13 моносло-
ёв (monolayers, ML). Серия почти эквидистантных пиков на зависимости 𝑑𝐼/𝑑𝑈 от 𝑈
обусловлена когерентным резонансным туннелированием электронов из иглы в образец
через уровни размерного квантования в плёнке Pb(111), спектр которых определяется
локальной толщиной плёнки (иными словами, шириной квантовой ямы для электронов
образца). Рисунок подготовлен по результатам работы [7.4]

òîëùèíîé ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ïåðåñòðîéêå çàâèñèìîñòè 𝑑𝐼/𝑑𝑈 îò 𝑈 .
Ìåòîä òóííåëüíîé èíòåðôåðîìåòðèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ãðàíèöû òåððàñ
ïîñòîÿííîé òîëùèíû è âèçóàëèçèðîâàòü ñêðûòûå äåôåêòû, òàêèå êàê èíî-
ðîäíûå âêëþ÷åíèÿ, ñòóïåíè ìîíîàòîìíîé òîëùèíû â ïîäëîæêå, ïîäïîâåðõ-
íîñòíûå äèñëîêàöèîííûå ëèíèè è âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ [7.5]. Â äàííîé
ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû è ïðîöåññû, ëå-
æàùèå â îñíîâå ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè.
Òàêîé àíàëèç ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âçàèìîñâÿ-
çè ìåæäó èçìåðÿåìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (íàïðèìåð, ñèãíàëîì îáðàòíîé
ñâÿçè è äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ 𝑑𝐼/𝑑𝑈) è ìèêðîñêîïè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè (ïàðàìåòðàìè ðåø¼òêè è ëîêàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñîñòî-
ÿíèé) äëÿ èññëåäóåìîãî îáðàçöà.

7.1 Вывод общего выражения для дифференциальной
проводимости туннельного перехода

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîíÿòü îñíîâíûå
ñâîéñòâà è ïðèíöèï ðàáîòû ñêàíèðóþùåãî òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà, ìû
ðàññìîòðèì òóííåëüíûé ïåðåõîä èç äâóõ ìàññèâíûõ ïðîâîäÿùèõ ýëåêòðî-
äîâ, ðàçäåë¼ííûõ âàêóóìíûì çàçîðîì èëè ñëîåì èçîëÿòîðà (ðèñ. 7.3). Äà-
ëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè11 îäèí ýëåêòðîä áóäåì íàçûâàòü îáðàçöîì (sample),

11С теоретической точки зрения образец и игла абсолютно равноправны, однако
в СТМ-экспериментах в качестве игл стараются использовать материалы с известной
зонной структурой и плотностью состояний, слабо зависящей от энергии (например,
вольфрам или сплав платина-иридий). В этом случае наблюдаемые в эксперименте
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Рис. 7.3. (a) Зонная диаграмма двух металлических электродов с различными работа-
ми выхода𝑊𝑠 и𝑊𝑡 при отсутствии электрического контакта, 𝐸вак – энергия свободного

электрона в вакууме, 𝐸
(𝑠)
𝐹 = 𝐸вак −𝑊𝑠 и 𝐸

(𝑡)
𝐹 = 𝐸вак −𝑊𝑡 – химические потенциалы

(уровни Ферми) образца и иглы, соответственно. (b) Зонная диаграмма двух метал-
лических электродов с различными работами выхода после установления равновесного
состояния, выравнивание электрохимических потенциалов электродов возможно вслед-
ствие обмена электронами между образцом и иглой и появления контактной разности
потенциалов 𝜙*

𝑠 − 𝜙*
𝑡 = −(𝑊𝑠 −𝑊𝑡)/|𝑒|

âòîðîé ýëåêòðîä � èãëîé (tip). Ïóñòü 𝐸𝐹 åñòü ýëåêòðîõèìè÷åñêèé ïîòåíöè-
àë ñèñòåìû (ýíåðãèÿ Ôåðìè) â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ñ ó÷¼òîì êîíòàêòíîé
ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ (ñì. ïîÿñíåíèÿ ê ðèñ. 7.3), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàç-
íîñòüþ ðàáîò âûõîäà äëÿ ýëåêòðîíîâ îáðàçöà 𝑊𝑠 è ýëåêòðîíîâ èãëû 𝑊𝑡.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåàêöèþ ñèñòåìû íà ðàçíîñòü ïîòåí-
öèàëîâ 𝑈 , ñîçäàâàåìóþ âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè. Åñëè ïðîâîäèìîñòü ýëåê-
òðîäîâ существенно ïðåâûøàåò ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïðîìåæóòêà
(∼ 109−1012 Îì), òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ýëåêòðîäîâ ïðåíåáðåæèìî
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëåì â âàêóóìíîì çàçîðå, è ïîòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ýëåêòðîäû èìåþò çàäàííûå ïîòåíöèàëû 𝜙𝑠 = 0 è 𝜙𝑡 = −𝑈 è âñÿ ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ 𝑈 ïàäàåò òîëüêî íà òóííåëüíîì áàðüåðå12.

Åñëè 𝑈 > 0, òî ýëåêòðîõèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë îáðàçöà 𝐸𝐹 áóäåò ðàñïî-
ëàãàòüñÿ íèæå ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èãëû 𝐸𝐹 +𝑒𝜙𝑡 = 𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈 ,
ãäå 𝑒 = −|𝑒| � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íóëåâîé òåìïåðàòó-
ðå ýëåêòðè÷åñêèé òîê â îñíîâíîì áóäåò îáóñëîâëåí ïîòîêîì ýëåêòðîíîâ èç
èãëû â ¾íåçàïîëíåííûå¿ ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçöà ñ ýíåðãèÿìè âûøå
óðîâíÿ Ôåðìè (ðèñ. 7.4a). Ïðè îáðàòíîé ïîëÿðíîñòè íàïðÿæåíèÿ (𝑈 < 0)
îñíîâíîé ïîòîê ýëåêòðîíîâ áóäåò ñâÿçàí ñ ïåðåõîäàìè èç ¾çàïîëíåííûõ¿
ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îáðàçöà ñ ýíåðãèÿìè íèæå óðîâíÿ Ôåðìè â èãëó
(ðèñ. 7.4b).

особенности транспортных свойств туннельного контакта с некоторой осторожностью
можно приписать электронным свойствам исследуемого образца.

12Подчеркнём, что в нашей модели 𝑈 = 𝜙𝑠 − 𝜙𝑡 – это потенциал образца относи-
тельно виртуально заземлённой иглы, однако во многих СТМ-установках заземлённым
является образец.
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Рис. 7.4. (a) Зонная диаграмма двух металлических электродов при 𝑈 > 0: основной
вклад в туннельный ток создают электроны иглы (в полосе энергий, отмеченной тёмно-
серым цветом), которые переходят в незаполненные электронные состояния образца
выше уровня Ферми. (b) Зонная диаграмма двух металлических электродов при 𝑈 < 0:
основной вклад в туннельный ток создают электроны заполненных состояний образца,
которые переходят в состояния иглы выше уровня Ферми

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íèçêèõ òåìïåðàòóð (𝑘𝐵Θ ≪ 𝐸𝐹 , ãäå 𝑘𝐵 � ïîñòî-
ÿííàÿ Áîëüöìàíà è Θ � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà13) è ìàëûõ íàïðÿæåíèé,
êîãäà ôîðìó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñÿùåé îò ïî-
òåíöèàëà âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîçðà÷íîñòü òóí-
íåëüíîãî áàðüåðà ìàëà è ïîòîìó âîçíèêàþùèé òóííåëüíûé òîê áóäåò ñëàáî
âîçìóùàòü ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿìè âíóòðè ìåòàëëè÷åñêèõ
ýëåêòðîäîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ýíåð-
ãèÿì â îáðàçöå è èãëå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì Ôåð-
ìè � Äèðàêà ñ îäíèì è òåì æå õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 𝐸𝐹 è ðàçëè÷íûìè
ýëåêòðè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè 𝜙𝑠 = 0 è 𝜙𝑡 = −𝑈 .

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé 𝑈 < 0, êîãäà îñíîâíîé ïîòîê
ýëåêòðîíîâ áóäåò íàïðàâëåí èç îáðàçöà â èãëó (ðèñ. 7.4b). Ïóñòü 𝑇𝑠→𝑡 åñòü
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà ýëåêòðîíà èç îäíîãî èç çàïîëíåííûõ ýëåê-
òðîííûõ ñîñòîÿíèé îáðàçöà, îïèñûâàåìîãî âîëíîâîé ôóíêöèåé 𝜓𝑠(r) è èìå-
þùåãî ýíåðãèþ 𝐸𝑠, â íåçàïîëíåííîå ýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå èãëû, îïèñûâà-
åìîå âîëíîâîé ôóíêöèåé 𝜓𝑡(r) è èìåþùåå ýíåðãèþ 𝐸𝑡. Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íèæíèå èíäåêñû 𝑠 è 𝑡 êàê óêàçàíèÿ íà ýëåêòðîííóþ
ïîäñèñòåìó, òàê è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âñåõ êâàíòîâûõ ÷èñåë äëÿ ýëåêòðîííûõ
ñîñòîÿíèé â îáðàçöå è èãëå. Ñêîðîñòü êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ëþáîé
ïàðîé ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ëåãêî íàéòè ïî ¾çîëîòîìó¿ ïðàâèëó
Ôåðìè

Γ𝑠→𝑡 =
2𝜋

~
|𝑇𝑠→𝑡|2 𝛿(𝐸𝑠 − 𝐸𝑡), (7.1)

ãäå 𝛿-ôóíêöèÿ îáåñïå÷èâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè óïðóãîì òóí-

13В этой лекции мы используем обозначение Θ для абсолютной температуры для то-
го, чтобы избежать путаницы и различать температуру (Θ), матричный элемент тун-
нельного перехода (𝑇 ) и коэффициент прохождения через потенциальный барьер (𝒯 ).
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íåëèðîâàíèè14. Òóííåëüíûé òîê, îáóñëîâëåííûé êâàíòîâûìè ïåðåõîäàìè
ìåæäó âñåìè âîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè ýëåêòðîíîâ îáðàçöà è èãëû ñ ó÷¼-
òîì âåðîÿòíîñòåé çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝐼 =
∑︁
𝑠

∑︁
𝑡

𝑒Γ𝑠→𝑡

{︁
𝑓0(𝐸𝑠 − 𝑒𝜙𝑠)− 𝑓0(𝐸𝑡 − 𝑒𝜙𝑡)

}︁
=

= −2𝜋|𝑒|
~

∑︁
𝑠

∑︁
𝑡

|𝑇𝑠→𝑡|2
{︁
𝑓0(𝐸𝑠)− 𝑓0(𝐸𝑡 − |𝑒|𝑈)

}︁
𝛿(𝐸𝑠 − 𝐸𝑡), (7.2)

ãäå

𝑓0(𝐸) =
(︁
1 + 𝑒(𝐸−𝐸𝐹 )/𝑘𝐵Θ

)︁−1

åñòü ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè � Äèðàêà.
Ïðè àíàëèçå ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé

òóííåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè ÷àñòî ââîäÿò äèôôåðåíöèàëüíóþ ïðîâîäèìîñòü
òóííåëüíîãî ïåðåõîäà 𝑑𝐼/𝑑𝑈 , êîòîðàÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (7.2) ðàâíà

𝑑𝐼

𝑑𝑈
= −2𝜋|𝑒|

~
∑︁
𝑠

∑︁
𝑡

|𝑇𝑠→𝑡|2
(︂
− 𝑑

𝑑𝑈
𝑓0(𝐸𝑡 − |𝑒|𝑈)

)︂
𝛿(𝐸𝑠 − 𝐸𝑡).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïå-
ðåõîäà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ15 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

14Число квантовых переходов в единицу времени (шт./c) между состояниями
𝑖 (initial) и 𝑓 (final) дискретного спектра определяется квадратом модуля матрично-
го элемента перехода

Γ𝑖→𝑓 =
2𝜋

~ |𝑇𝑖→𝑓 |
2 𝛿(𝐸𝑓 − 𝐸𝑖).

Очевидно, что размерность матричного элемента перехода должна быть равна размер-
ности энергии, тогда [Γ𝑖→𝑓 ] = [~−1] · [ |𝑇𝑖→𝑓 |

2] · [𝛿(𝐸𝑓 −𝐸𝑖)] = (Дж · c)−1 ·Дж2 ·Дж−1 =

1/c.
15Очевидно, что

𝑑

𝑑𝑈
𝑓0(𝐸𝑠 − |𝑒|𝑈) = |𝑒|

𝑘𝐵Θ

𝑒(𝐸𝑠−|𝑒|𝑈−𝐸𝐹 )/𝑘𝐵Θ(︀
1 + 𝑒(𝐸𝑠−|𝑒|𝑈−𝐸𝐹 )/𝑘𝐵Θ

)︀2 =
|𝑒|

4𝑘𝐵Θ
ch−2

(︂
𝐸𝑠 − |𝑒|𝑈 − 𝐸𝐹

2𝑘𝐵Θ

)︂
.

При низких температурах (𝑘𝐵Θ ≪ 𝐸𝐹 ) функция обратного гиперболического косину-
са имеет узкий пик при 𝐸𝑠 = 𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈 , поэтому можно приближенно считать (см.
Приложение 3 к Лекции 1)

𝑑

𝑑𝑈
𝑓0(𝐸𝑠 − |𝑒|𝑈) ≃ |𝑒| 𝛿

(︁
𝐸𝑠 − (𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈)

)︁
.
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𝑑𝐼

𝑑𝑈
≃ 2𝜋|𝑒|2

~
∑︁
𝑠

∑︁
𝑡

|𝑇𝑠→𝑡|2 𝛿
(︀
𝐸𝑠 − (𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈)

)︀
𝛿
(︀
𝐸𝑡 − (𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈)

)︀
.

(7.3)

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ (7.3) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÿâíûé âèä ìàò-
ðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà 𝑇𝑠→𝑡.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîçðà÷íîñòü òóííåëüíîãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî
äâà ýëåêòðîííûõ ðåçåðâóàðà, î÷åíü ìàëà. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò
ðàçäåëèòü ýëåêòðîíû â äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîííûõ ðåçåðâóà-
ðàõ (ðèñ. 7.5a) íà äâå ïðàêòè÷åñêè íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû [7.6�7.7]
è ââåñòè íàáîð ïàðöèàëüíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåê-
òðîíîâ îáðàçöà 𝜓𝑠(𝑧) (ðèñ. 7.5b) è ýëåêòðîíîâ èãëû 𝜓𝑡(𝑧) (ðèñ. 7.5ñ).

(a) V (z)

zB

Vs(z)

(b)
ψs(z)

zB
(c)

ψt(z)

zB

Vt (z)

Рис. 7.5. (a) Схематическое представление профиля потенциальной
энергии 𝑉 (𝑧) для туннельно-связанных электронных резервуаров. (b–c)
Профили эффективной потенциальной энергии 𝑉𝑠(𝑧) и 𝑉𝑡 (𝑧), исполь-
зуемые для определения волновых функций электронов образца 𝜓𝑠(𝑧)
и электронов иглы 𝜓𝑡(𝑧), соответственно

Äëÿ îäíîìåðíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ìåòîäàìè íåñòàöèîíàðíîé
òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî ïîêàçàòü (íàïðèìåð, [7.7, ãë. 1]), ÷òî ïëîòíîñòü
òóííåëüíîãî òîêà â ñàìîì äåëå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (7.2), åñëè
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â êà÷åñòâå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà ýëåêòðîíîâ èç îáðàçöà â èãëó
âçÿòü êîìáèíàöèþ ïàðöèàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé

𝑇𝑠→𝑡 = − ~2

2𝑚0

{︂
𝜓𝑠(𝑧)

𝑑

𝑑𝑧
𝜓*
𝑡 (𝑧)− 𝜓*

𝑡 (𝑧)
𝑑

𝑑𝑧
𝜓𝑠(𝑧)

}︂
𝑧=𝑧𝐵

, (7.4)

ãäå 𝑚0 � ìàññà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà, 𝑧𝐵 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè ïî-
òåíöèàëüíîãî áàðüåðà. Ñîîòíîøåíèå (7.4) èíòóèòèâíî ïîíÿòíî: ñêîðîñòü
ïåðåõîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ìåðîé ïåðåêðûòèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ
õâîñòîâ âîëíîâûõ ôóíêöèé 𝜓𝑠(𝑧) è 𝜓𝑠(𝑧) â îáëàñòè áàðüåðà, ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè òóííåëüíîãî òîêà îò
øèðèíû áàðüåðà. Âûâîä î òîì, ÷òî â âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåí-
òà (7.4) äîëæíà âõîäèòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ìîæíî ñäåëàòü
íà îñíîâå àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé. Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îáðàòíîãî ïåðåõîäà
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèåì

𝑇𝑡→𝑠 = − ~2

2𝑚0

{︂
𝜓𝑡(𝑧)

𝑑

𝑑𝑧
𝜓*
𝑠(𝑧)− 𝜓*

𝑠(𝑧)
𝑑

𝑑𝑧
𝜓𝑡(𝑧)

}︂
𝑧=𝑧𝐵

, (7.5)

ïðè ýòîì |𝑇𝑡→𝑠|2 = |𝑇𝑠→𝑡|2.
Ñîîòíîøåíèÿ (7.4) è (7.5) ìîæíî îáîáùèòü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ êàæäûé ëîêàëüíî ïëîñêèé ýëåìåíò ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè
âíóòðè áàðüåðà êàê îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð è ïåðåõîäÿ ê èíòå-
ãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð, [7.3, ãë. 3])

𝑇𝑠→𝑡 = − ~2

2𝑚0

∫︁∫︁
𝑆0

(︁
𝜓𝑠(r)∇𝜓*

𝑡 (r)− 𝜓*
𝑡 (r)∇𝜓𝑠(r)

)︁
· 𝑑S. (7.6)

Â ñîîòíîøåíèè (7.6) èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè 𝑆0, ëåæàùèé öåëèêîì â îáëàñòè áàðüåðà (ðèñ. 7.7), 𝑑S = n 𝑑𝑆 �
îðèåíòèðîâàííûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè, n � âåêòîð ëîêàëüíîé íîðìàëè.

7.2 Вклад 𝑠-орбиталей электронов иглы в туннельную
проводимость

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [7.8�7.9], îáñóäèì îñîáåííîñòè òóííåëüíîé ïðîâîäèìî-
ñòè êîíòàêòà, îáðàçîâàííîãî ïðîâîäÿùèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì ñ ïëîñêîé ïî-
âåðõíîñòüþ, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü îáðàçöîì, è ìåòàëëè÷åñêîé èãëîé. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà îñòðèÿ èãëû ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî îïèñàíà
ïîëóñôåðîé ðàäèóñà 𝑅0 (ðèñ. 7.6a). Ïîñêîëüêó âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðî-
íîâ îáðàçöà è èãëû ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ
îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåé, ¾êîíè÷åñêàÿ¿ ÷àñòü èãëû áóäåò âíîñèòü
èñ÷åçàþùå ìàëûé âêëàä â òóííåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ÷àñòüþ ïîëóñôåðè÷åñêîãî îñòðèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà ìèíèìàëüíîì

124



R0

(a)

ϕt = −U R0

r0

(b)

ϕt = −U

Рис. 7.6. (a) Схематическое представление конусообразной иглы с полусферическим
остриём над поверхностью образца. (b) Модельная задача: металлическая сфера с по-
тенциалом 𝜙𝑡 = −𝑈 над поверхностью образца с потенциалом 𝜙𝑠 = 0; r0 – радиус-
вектор, соответствующий координате центра кривизны иглы

ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè. Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü çàäà÷ó
è îãðàíè÷èòüñÿ àíàëèçîì ïðîöåññà òóííåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîíîâ èç ïðîâî-
äÿùåãî îáðàçöà â ìåòàëëè÷åñêóþ ñôåðó èëè íàîáîðîò â çàâèñèìîñòè îò
íàïðÿæåíèÿ (ðèñ. 7.6b).

Âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ îáðàçöà 𝜓𝑠(r) è ýëåêòðîíîâ èãëû 𝜓𝑡(r)
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñòàöèîíàðíîãî òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

− ~2

2𝑚0

Δ𝜓𝑠(r) + 𝑉𝑠(r)𝜓𝑠(r) = 𝐸𝑠 𝜓(r)

è − ~2

2𝑚0

Δ𝜓𝑡(r) + 𝑉𝑡 (r)𝜓𝑡(r) = 𝐸𝑡 𝜓(r) (7.7)

è â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíû; 𝑉𝑠(r) è 𝑉𝑡 (r) � ýôôåêòèâíûå ïîòåíöèàëû äëÿ
ýëåêòðîíîâ îáðàçöà è èãëû, ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 7.5). Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîíû îáðàçöà è èãëû õàðàêòåðèçóþòñÿ îäèíàêîâû-
ìè ýôôåêòèâíûìè ìàññàìè è ðàâíûìè ðàáîòàìè âûõîäà (𝑊 = 𝑊𝑠 = 𝑊𝑡).
Ïðåíåáðåãàÿ âêëàäîì ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ è ïîòåíöè-
àëà èçîáðàæåíèé, çàïèøåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíà âíå îáðàçöà
è èãëû â âèäå 𝐸𝐹 + 𝑊 . Ïîñêîëüêó ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îñíîâíîé
âêëàä â òóííåëüíûé òîê âíîñÿò ýëåêòðîíû ñ ìàêñèìàëüíûìè ýíåðãèÿìè
âáëèçè ýíåðãèè Ôåðìè, äëÿ êîòîðûõ ïðîçðà÷íîñòü òóííåëüíîãî áàðüåðà
áóäåò íàèáîëüøåé, çàïèøåì óðàâíåíèÿ (7.7) äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåê-
òðîíîâ â òóííåëüíîì ïðîìåæóòêå ñ ýíåðãèÿìè, áëèçêèìè ê ýíåðãèè Ôåðìè
(𝐸𝑠 ≃ 𝐸𝐹 è 𝐸𝑡 ≃ 𝐸𝐹 ), â ñëåäóþùåì âèäå

Δ𝜓𝑠(r)− κ2 𝜓𝑠(r) = 0 è Δ𝜓𝑡(r)− κ2 𝜓𝑡(r) = 0, (7.8)

ãäå κ =
√︀
2𝑚0𝑊/~ � ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ

âáëèçè ïîâåðõíîñòè.
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Äëÿ ÑÒÌ-èãëû ñ îñòðè¼ì ïîëóñôåðè÷åñêîé ôîðìû âîëíîâûå ôóíêöèè
ýëåêòðîíîâ 𝜓𝑡(r) âíå èãëû (𝜌 > 𝑅0) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

1

𝜌2

𝜕

𝜕𝜌

(︂
𝜌2𝜕𝜓𝑡

𝜕𝜌

)︂
+

1

𝜌2

[︂
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕𝜓𝑡

𝜕𝜃

)︂
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝜓𝑡

𝜕𝜙2

]︂
−

− κ2𝜓𝑡 = 0, (7.9)

ãäå 𝜌 = |r − r0| åñòü ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èãëû äî ðàññìàòðèâàåìîé òî÷-
êè, r0 � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèé öåíòðó êðèâèçíû èãëû
(ðèñ. 7.6b).

Âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ èãëû ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî ñôåðè-
÷åñêèì ôóíêöèÿì, ïîäîáíî âîëíîâûì ôóíêöèÿì ÷àñòèöû â öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîì ïîëå (íàïðèìåð, [7.10, �32])

𝜓𝑡(r) =
∑︁
𝑙,𝑚

𝐶𝑙𝑚𝑅𝑙(𝜌)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜙), (7.10)

ãäå êîýôôèöèåíòû 𝐶𝑙𝑚 äîëæíû áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñ-
ïå÷èòü íîðìèðîâêó ôóíêöèè 𝜓𝑡(r); 𝜃 è 𝜙 åñòü óãëîâàÿ ÷àñòü ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàò; 𝑙 � îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå âåëè÷èíó
óãëîâîãî ìîìåíòà, è 𝑚 � ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå
ïðîåêöèþ óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü 𝑧.

r0

S0

S∞

s-

Рис. 7.7. Схематическое представление поверхностей 𝑆0 и 𝑆∞
(пунктирные линии), которые используются для вычисления инте-
грала (7.14). Окружность с центром в точке r0, показанная тонкой
линией, соответствует контуру постоянной плотности вероятности
для волновой функции электронов иглы в 𝑠-состоянии

Îáñóäèì âîïðîñ î âêëàäå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåê-
òðîíîâ èãëû, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì 𝑙 = 0 è 𝑚 = 0, â äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî êîíòàêòà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
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òàêîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ïî àíàëîãèè ñ àòîìîì âîäîðîäà ìîæåò áûòü íà-
çâàíî 𝑠-îðáèòàëüþ, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

𝜓
(𝑠)
𝑡 (r) = 𝐶

𝑒−κ|r−r0|

κ|r− r0|
. (7.11)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ 𝐶 àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåò íîðìèðîâêó
âîëíîâîé ôóíêöèè, ñëåäîâàòåëüíî, îíà çàâèñèò îò ðàäèóñà êðèâèçíû èã-
ëû. Îòìåòèì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (7.11) ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç
ôóíêöèþ Ãðèíà 𝐺(r, r0) = −𝑒−κ|r−r0|/(4𝜋|r − r0|) óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
ñ ìíèìûì âîëíîâûì ÷èñëîì (ñì. Ïðèëîæåíèå 1 ê Ëåêöèè 1)

𝜓
(𝑠)
𝑡 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = −4𝜋𝐶

κ
𝐺(r, r0); (7.12)

ñëåäîâàòåëüíî, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ 𝑠-ñîñòîÿíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

Δ𝜓
(𝑠)
𝑡 (r)− κ2 𝜓

(𝑠)
𝑡 (r) =

4𝜋𝐶

κ
𝛿(r− r0). (7.13)

Ó÷ò¼ì, ÷òî
(︀
𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)

)︀*
= 𝜓

(𝑠)
𝑡 (r), è çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íîãî

ýëåìåíòà ïåðåõîäà (7.6) â ñëåäóþùåì âèäå

𝑇
(𝑠)
𝑠→𝑡 = − ~2

2𝑚0

∫︁∫︁
𝑆0

{︂
𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)

𝜕

𝜕𝑛
𝜓𝑠(r)− 𝜓𝑠(r)

𝜕

𝜕𝑛
𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)

}︂
𝑑𝑆. (7.14)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (7.14) âîñïîëüçóåìñÿ óïðîùàþùèì ñîîáðà-
æåíèåì. Ðàññìîòðèì ïîëóñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü 𝑆∞ áåñêîíå÷íî áîëü-
øîãî ðàäèóñà, âíóòðè êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ îñòðè¼ èãëû (ðèñ. 7.7). Ïî-

ñêîëüêó ôóíêöèè 𝜓𝑠(r) è 𝜓
(𝑠)
𝑡 (r) çàòóõàþò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè óäàëåíèè

îò ïîâåðõíîñòè îáðàçöà è èãëû, òî èíòåãðàë (7.14) ïî òàêîé ïîâåðõíîñòè
𝑆∞ áóäåò ðàâåí íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà ïî
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ãðèíà16. Òàêèå ñîîá-

16Вторая теорема Грина устанавливает соответствие между интегралом по замкну-
той поверхности и интегралом по объёму, ограниченному этой поверхностью (здесь Δ –
оператор Лапласа)∮︁

𝑆

{︂
𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑛
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑛

}︂
𝑑𝑆 =

∫︁∫︁∫︁
𝑉

{︁
𝑢Δ𝑣 − 𝑣Δ𝑢

}︁
𝑑𝑉.
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ðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

𝑇
(𝑠)
𝑠→𝑡 = − ~2

2𝑚0

∮︁
𝑆0+𝑆∞

{︂
𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)

𝜕

𝜕𝑛
𝜓𝑠(r)− 𝜓𝑠(r)

𝜕

𝜕𝑛
𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)

}︂
𝑑𝑆

= − ~2

2𝑚0

∫︁∫︁∫︁
𝑧>0

{︁
𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)Δ𝜓𝑠(r)− 𝜓𝑠(r)Δ𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)

}︁
𝑑𝑉. (7.15)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâà âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ îáðàçöà
(7.8) è ýëåêòðîíîâ èãëû (7.13), ïîëó÷àåì

𝑇
(𝑠)
𝑠→𝑡 = − ~2

2𝑚0

∫︁∫︁∫︁
𝑧>0

{︁
𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)κ2𝜓𝑠(r)− 𝜓𝑠(r)κ2𝜓

(𝑠)
𝑡 (r)−

− 𝜓𝑠(r)
4𝜋𝐶

κ
𝛿(r − r0)

}︁
𝑑𝑉 =

~2

2𝑚0

4𝜋𝐶

κ
𝜓𝑠(r0). (7.16)

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îáíàðóæåíèÿ ýëåêòðî-
íà îáðàçöà â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè â öåíòðå èãëû⃒⃒⃒

𝑇
(𝑠)
𝑠→𝑡

⃒⃒⃒2
=

(︂
~2

2𝑚0

)︂2 (︂
4𝜋

κ

)︂2

|𝐶|2 · |𝜓𝑠(r0)|2 . (7.17)

Âëèÿíèå 𝑝-îðáèòàëåé ýëåêòðîíîâ èãëû íà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò òóí-
íåëüíîãî ïåðåõîäà ïðîàíàëèçèðîâàíî â Ïðèëîæåíèè 1. Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà⃒⃒
𝑇

(𝑝)
𝑠→𝑡

⃒⃒2
áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ |𝜕𝜓𝑠(r0)/𝜕𝑥|2, |𝜕𝜓𝑠(r0)/𝜕𝑦|2 è |𝜕𝜓𝑠(r0)/𝜕𝑧|2, à íå |𝜓𝑠(r0)|2 êàê äëÿ 𝑠-
îðáèòàëåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ìîäåëüíîå îïèñàíèå
è èíòåðïðåòàöèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îãðàíè÷èâàÿñü âêëàäîì 𝑠-îðáèòàëåé è ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì
ñîñòîÿíèÿì ýëåêòðîíîâ îáðàçöà è èãëû, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (7.3) ïîëó-
÷àåì äèôôåðåíöèàëüíóþ òóííåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà ïðè 𝑈 < 0,
êîãäà îñíîâíîé ïîòîê ýëåêòðîíîâ íàïðàâëåí èç îáðàçöà â èãëó(︂

𝑑𝐼

𝑑𝑈

)︂(𝑠)

=
2𝜋𝑒2

~

(︂
~2

2𝑚0

)︂2 (︂
4𝜋

κ

)︂2

|𝐶|2 ×

×

(︃∑︁
𝑠

⃒⃒
𝜓𝑠(r0)

⃒⃒2
𝛿
(︀
𝐸𝑠 − (𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈)

)︀)︃
×

×

(︃∑︁
𝑡

𝛿
(︀
𝐸𝑡 − (𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈)

)︀)︃
. (7.18)
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Èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé èãëû áåç ó÷¼òà ñïèíîâîãî
âûðîæäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (íàïðèìåð, [7.11, ãë. 8])

𝜌𝑡(𝐸) =
∑︁
𝑡

1 · 𝛿(𝐸𝑡 − 𝐸), (7.19)

ãäå 𝐸 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Îïðåäåëèì ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ
ñîñòîÿíèé (local density of states, LDOS) ýëåêòðîíîâ îáðàçöà íà çàäàííîé
ýíåðãèè 𝐸 áåç ó÷¼òà ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ êàê ñóììó âåðîÿòíîñòåé îáíà-
ðóæåíèÿ âñåõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â öåíòðå èãëû

𝜌𝑠(r0, 𝐸) =
∑︁
𝑠

⃒⃒
𝜓𝑠(r0)

⃒⃒2
𝛿(𝐸𝑠 − 𝐸). (7.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíàÿ òóííåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà
ïðîïîðöèîíàëüíà ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îáðàçöà
â öåíòðå èãëû äëÿ ýíåðãèé 𝐸 = 𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈(︂

𝑑𝐼

𝑑𝑈

)︂(𝑠)

≃ const · 𝜌𝑠(r0, 𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈) · 𝜌𝑡(𝐸𝐹 ). (7.21)

Â ñîîòíîøåíèè (7.21) ìû ó÷ëè, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ èãëû îáû÷-
íî ñëàáî çàâèñèò îò ýíåðãèè è ïîòîìó å¼ ìîæíî çàìåíèòü íà ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè.

Ñîîòíîøåíèå (7.21) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷àåìûõ ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ìèêðî-
ñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè. Â ñàìîì äåëå, ñîîòíîøåíèå (7.21) óñòàíàâëèâà-
åò ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàìè èëè êàðòàìè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìî-
ñòè, ïîëó÷àåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî, è ýíåðãåòè÷åñêîé èëè ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ñòðóêòóðîé ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì
ìîäåëüíûõ ðàñ÷¼òîâ.

7.3 Интерференция поверхностных электронных волн
вблизи дефектов

Â Ëåêöèè 6 ìû ïîêàçàëè, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëîâ ìîãóò âîçíè-
êàòü ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïî÷òè ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ íåîä-
íîðîäíûõ ýëåêòðîííûõ âîëí âäîëü ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Â ýòîé ëåêöèè
ìû ïîêàæåì, ÷òî èíòåðôåðåíöèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ âîëí íà ïî-
âåðõíîñòíûõ äåôåêòàõ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ôîðìèðîâàíèþ ñòîÿ÷èõ ýëåê-
òðîííûõ âîëí, ñâîéñòâà êîòîðûõ ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ìåòîäîì ñêàíè-
ðóþùåé òóííåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ãàç ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûé ïîìåù¼í
â îäíîìåðíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó øèðèíû 𝐿𝑥 ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåí-
êàìè (ðèñ. 7.8a). Â êà÷åñòâå ñòåíîê ÿìû, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò ñâîáîäíîå
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ψk(x)

x
0 Lx

(a) (b)

Рис. 7.8. Модельные системы для анализа интерференции двумерных квазичастиц
на одномерных дефектах: (a) полоса двумерного электронного газа с непроницаемыми
стенками при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝐿𝑥; схематично показаны волновые функции, обращающиеся
в нуль на левой стенке; (b) атомарно-гладкие террасы на поверхности кристалла, разде-
лённые ступенями монатомной высоты. Наиболее выраженные осцилляции локальной
плотности состояний будут наблюдаться на краях террас бо́льшей высоты, на которых
будет происходить отражение поверхностных электронных волн с большей амплитудой
(см. рис. 7.11b)

äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ âäîëü îñè 𝑥, ìîãóò âûñòóïàòü ìîíî- è ìóëüòèàòîìíûå
ñòóïåíè íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà (ðèñ. 7.8b). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðàâèëüíî
îöåíèòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ âäîëü
îñè 𝑦 òàêæå îãðàíè÷åíî îáëàñòüþ øèðèíîé 𝐿𝑦, è ðàññìàòðèâàòü ïåðèî-
äè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Áîðíà � Êàðìàíà. Íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå
ôóíêöèè, èìåþùèå óçëû íà ëåâîé ñòåíêå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ïðè 𝑥 = 0,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝜓k(r) =

√︃
2

𝐿𝑥𝐿𝑦

· sin 𝑘𝑥𝑥 · 𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦, (7.22)

ãäå k = 𝑘𝑥 e𝑥 + 𝑘𝑦 e𝑦 � âîëíîâîé âåêòîð âäîëü ïîâåðõíîñòè, 𝐸k � ýíåðãèÿ
ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (7.20), ëîêàëüíàÿ
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé (7.22) áåç ó÷¼òà ñïèíîâîãî
âûðîæäåíèÿ ðàâíà

𝜌(r, 𝐸) =
2

𝐿𝑥𝐿𝑦

∑︁
k

sin2 𝑘𝑥𝑥 · 𝛿(𝐸k − 𝐸).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðû îáëàñòè, äîñòóïíîé äëÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ,
î÷åíü âåëèêè (𝐿𝑥 ≫ 𝑎 è 𝐿𝑦 ≫ 𝑎, ãäå 𝑎 � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè). Ýòî ïîç-
âîëÿåò ïðåíåáðå÷ü êâàíòîâàíèåì âîëíîâûõ âåêòîðîâ 𝑘𝑥 è 𝑘𝑦, ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì ïåðåéòè îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ è ïîëó÷èòü ïðîôèëü
ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè ëåâîé ñòåíêè îäíîìåðíîé ïîòåíöè-
àëüíîé ÿìû (ðèñ. 7.8a)

𝜌(r, 𝐸) =
1

2𝜋2

∫︁∫︁
sin2 𝑘𝑥𝑥 · 𝛿(𝐸k − 𝐸) 𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦. (7.23)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòð ïîâåðõíîñòíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì:

𝐸k = 𝑓(𝑘), ãäå 𝑘 = |k| =
√︁
𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦 � ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà. Î÷åâèäíî,
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÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (7.23) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî íà îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà 𝑘0, ãäå 𝑘0 = 𝑘0(𝐸) åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ 𝐸k − 𝐸 = 0.
Ôóíêöèþ 𝐸k − 𝐸 âáëèçè íóëÿ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà

𝐸k − 𝐸 ≃
(︂
𝑑𝐸k

𝑑𝑘

)︂
𝑘=𝑘0

· (𝑘 − 𝑘0) ïðè 𝑘 ≃ 𝑘0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ 𝛿-ôóíêöèé îò ñëîæíîãî àðãóìåí-
òà (ñì. Ïðèëîæåíèå 3 ê Ëåêöèè 1) è ïîëó÷èì

𝛿(𝐸k − 𝐸) = 𝛿

[︃(︂
𝑑𝐸k

𝑑𝑘

)︂
𝑘=𝑘0

· (𝑘 − 𝑘0)

]︃
=

(︂
𝑑𝐸k

𝑑𝑘

)︂−1

𝑘=𝑘0

· 𝛿(𝑘 − 𝑘0).

Ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìî îò âèäà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ëîêàëüíàÿ
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âáëèçè íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè îïèñûâàåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì17

𝜌(r, 𝐸) =
1

2𝜋2

∫︁∫︁
sin2

(︀
𝑘𝑥 cos 𝜃

)︀
·
(︂
𝑑𝐸k

𝑑𝑘

)︂−1

𝑘=𝑘0

· 𝛿(𝑘 − 𝑘0) 𝑘 𝑑𝑘 𝑑𝜃 =

=
1

4𝜋2

(︂
𝑑𝐸k

𝑑𝑘

)︂−1

𝑘=𝑘0

· 𝑘0 ·

⎧⎨⎩
𝜋∫︁

−𝜋

𝑑𝜃 −
𝜋∫︁

−𝜋

cos
(︀
2𝑘0𝑥 cos 𝜃

)︀
𝑑𝜃

⎫⎬⎭ =

=
1

2𝜋

(︂
𝑑𝐸k

𝑑𝑘

)︂−1

𝑘=𝑘0

· 𝑘0 ·
{︁
1 − 𝐽0(2𝑘0𝑥)

}︁
, (7.24)

ãäå 𝐽0(𝑥) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà
(2𝑘0𝑥≫ 1), ïîëó÷àåì

𝜌(r, 𝐸) ≃ 1

2𝜋

(︂
𝑑𝐸k

𝑑𝑘

)︂−1

𝑘=𝑘0

· 𝑘0 ·

{︃
1− 1√︀

𝜋𝑘0𝑥
cos
(︁
2𝑘0𝑥−

𝜋

4

)︁}︃
. (7.25)

Èíûìè ñëîâàìè, ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåê-
òðîíîâ âáëèçè îäíîìåðíîãî äåôåêòà îñöèëëèðóåò â ïðîñòðàíñòâå ñ âîë-
íîâûì âåêòîðîì 2𝑘0, ðàâíûì óäâîåííîìó âîëíîâîìó âåêòîðó ïîâåðõ-
íîñòíîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ äàííîé ýíåðãèè 𝐸. Òàêîå óíèâåð-
ñàëüíîå îñöèëëÿòîðíîå ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè äåôåêòîâ

17Для вычисления интеграла (7.23) мы используем полярную систему координат
(𝑘𝑥 = 𝑘 cos 𝜃, 𝑘𝑦 = 𝑘 sin 𝜃 и 𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦 = 𝑘𝑑𝑘𝑑𝜃), тригонометрическое тождество sin2 𝛼 =
(1− cos 2𝛼)/2 и табличный интеграл

𝜋∫︁
−𝜋

cos(𝑎 cos𝑥) cos𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 2𝜋 cos(𝑛𝜋/2) 𝐽𝑛(𝑎).
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Рис. 7.9. Универсальные осцилляции локальной плотности состояний 𝜌
двумерного электронного газа вблизи непроницаемой стенки при 𝑥 = 0,
где 𝜌0 = 𝑚*/(2𝜋~2) – невозмущённая плотность состояний двумерного
электронного газа для одной подзоны размерного квантования. Про-
странственный период осцилляций локальной плотности состояний ра-
вен 𝜋/𝑘0, где 𝑘0 есть корень уравнения 𝐸k − 𝐸 = 0

(ðèñ. 7.9) â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò êâàçè÷àñòè÷íîé èíòåð-
ôåðåíöèåé (quasiparticle interference, QPI) èëè îñöèëëÿöèÿìè Ôðèäåëÿ.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðèîä îñöèëëÿöèé íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè äå-
ôåêòîâ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà.

Äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ïîñòîÿííîé ýôôåêòèâíîé ìàññîé𝑚* çàâèñèìîñòü ñîá-
ñòâåííîé ýíåðãèè 𝐸k îò âîëíîâîãî âåêòîðà k îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé 𝐸k = 𝐸0 + ~2k2/2𝑚* (ïðè óñëîâèè |𝑘| ≪ 𝜋/𝑎). Ïîñêîëü-

êó êîðåíü óðàâíåíèÿ 𝐸k − 𝐸 = 0 åñòü 𝑘0 =
√︀

2𝑚*(𝐸 − 𝐸0)/~, ïîëó÷àåì
(𝑑𝐸k/𝑑𝑘)

−1
𝑘=𝑘0

· 𝑘0 = 𝑚*/~2 è

𝜌(r, 𝐸) =
𝑚*

2𝜋~2

{︁
1− 𝐽0(2𝑘0 𝑥)

}︁
. (7.26)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (7.26) ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿ-
íèé, âîçìóù¼ííàÿ ïðèñóòñòâèåì íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè, íà áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ îò äåôåêòà 2𝑘0𝑥 ≫ 1 âûõîäèò íà ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå 𝜌0 =
𝑚*/(2𝜋~2), ñîîòâåòñòâóþùåå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñâîáîäíîãî äâóìåðíîãî
ýëåêòðîííîãî ãàçà áåç ó÷¼òà ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ.

Íà ðèñ. 7.10 ïðåäñòàâëåíû êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ
èíòåðôåðåíöèè ýëåêòðîííûõ âîëí, ðàññåèâàåìûõ òî÷å÷íûìè ïðèìåñÿìè
íà ïîâåðõíîñòè ìîíîêðèñòàëëîâ áëàãîðîäíûõ ìåòàëëîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
åäèíè÷íûé àäñîðáèðîâàííûé àòîì (òàê íàçûâàåìûé àäàòîì) ÿâëÿåòñÿ èñ-
òî÷íèêîì ñòîÿ÷èõ êîíöåíòðè÷åñêèõ ýëåêòðîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè, ðàç-
ëè÷èìûõ äàæå íà òîïîãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèÿõ, ïîëó÷åííûõ â ðåæè-
ìå ïîñòîÿííîãî òîêà (ðèñ. 7.10a). Åñëè ñîçäàòü êîëüöî èç àäàòîìîâ òàêî-
ãî ðàçìåðà, ÷òîáû íà äèàìåòðå òàêîãî êîëüöà óêëàäûâàëîñü öåëîå ÷èñ-
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Рис. 7.10. (a) Топографическое СТМ-изображение атома Fe и создан-
ных им стоячих электронных волн на поверхности Cu(111) в изометри-
ческом представлении (размер кадра 13× 13 нм2, 𝑈 = 0.02В, 𝐼 = 1 нА).
(b) Стоячие электронные волны внутри кольца из 48 атомов Fe на
поверхности Cu(111) (диаметр кольца 14.3 нм, 𝑈 = 10мВ, 𝐼 = 1 нА).
Наблюдаемый период осцилляций 0.157 нм соответствует продольному
волновому числу 𝑘0 ≃ 2 нм−1 (см. рис. 7.11d). Рисунки заимствованы из
работы [7.12]

ëî ýëåêòðîííûõ ïîëóâîëí, òî â òàêîì ðåçîíàòîðå íàíîìåòðîâîãî ìàñøòà-
áà ìîæíî îáíàðóæèòü ñòîÿ÷èå êîíöåíòðè÷åñêèå âîëíû (ðèñ. 7.10b). Òàêèå
èñêóññòâåííî ñîçäàâàåìûå ñèñòåìû èç àäàòîìîâ, ïåðåìåùàåìûõ èãëîé òóí-
íåëüíîãî ìèêðîñêîïà, ïîëó÷èëè íàçâàíèå êâàíòîâûõ êîðàëåé (corrals) èëè
êâàíòîâûõ áàññåéíîâ.

Á�îëüøåé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè ïàðàëëåëüíî
ñ ïîëó÷åíèåì òîïîãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâåí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé òóííåëüíîé ïðîâîäèìîñòè 𝑑𝐼/𝑑𝑈 .
Íà ðèñ. 7.11b ïðåäñòàâëåíî âîçìóùåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé,
èíäóöèðîâàííîå òî÷å÷íûì äåôåêòîì (â âèäå êîíöåíòðè÷åñêèõ âîëí) è ïðî-
òÿæåííûì äåôåêòîì � ñòóïåíüêîé ìîíàòîìíîé âûñîòû íà ïîâåðõíîñòè
Cu(111) (â âèäå ïëîñêèõ âîëí, ôðîíòû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êðàþ òåððà-
ñû). Îòìåòèì, ÷òî èíòåðôåðåíöèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ âîëí, ñâÿ-
çàííàÿ ñ ðàññåÿíèåì âîëí íà ñòóïåíüêå ìîíàòîìíîé âûñîòû, îñîáåííî âû-
ðàæåíà âáëèçè êðàÿ òåððàñû á�îëüøåé âûñîòû (ñðàâíèòå ñ ðèñ. 7.8b).

7.4 Восстановление энергетического спектра поверхностных
состояний

Èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ñòîÿ÷èõ ýëåêòðîííûõ âîëí èìå-
åò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ äèñïåð-
ñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ âîëí â áëàãîðîäíûõ
ìåòàëëàõ è òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðàõ (ñì. Ëåêöèþ 6).

Íà ðèñ. 7.11c ïîêàçàíû òèïè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé 𝑑𝐼/𝑑𝑈 â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ 𝑥 äî êðàÿ ìîíàòîìíîé ñòó-
ïåíè è íàïðÿæåíèÿ 𝑈 . Îöåíêà ïåðèîäà èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ 𝑑 ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü ìîäóëü ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà 𝑘0 = 𝜋/𝑑 äëÿ äàííîé
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Рис. 7.11. (a) Топографическое СТМ-изображение поверхности Cu(111) cо ступень-
кой монатомной высоты и точечным дефектом на нижней террасе (размер кадра
28× 13.8 нм2, 𝑈 = 1.4В, 𝐼 = 7 нА). (b) Карта вариаций дифференциальной туннельной
проводимости 𝑑𝐼/𝑑𝑈 (∘), полученная одновременно с топографическим изображением.
(с) Вариации дифференциальной проводимости 𝑑𝐼/𝑑𝑈 в зависимости от расстояния 𝑥,
измеренного от края террасы, для 𝑈 = 1 и 2 В. Рисунки (a – c) заимствованы из работы
[7.13]. (d) Восстановленный спектр поверхностных состояний – зависимость энергии 𝐸
от продольного волнового числа 𝑘0 = 𝜋/𝑑 для монокристаллов Cu(111), где 𝑑 – период
интерференционных полос. Сплошной линией показан спектр 𝐸(𝑘0), рассчитанный для
Cu(111) в приближении сильной связи. По материалам работ [7.13] (�) и [7.14] (∙)

ýíåðãèè 𝐸 = 𝐸𝐹 + |𝑒|𝑈 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðèîä îñöèëëÿöèé óìåíüøàåò-
ñÿ ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåíèÿ. Ïîâòîðÿÿ èçìåðåíèÿ ïåðèîäà îñöèëëÿöèé
îò íàïðÿæåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ýíåðãèè ñîñòîÿíèé 𝐸 −𝐸𝐹 è 𝑘0(𝐸)
(ðèñ. 7.11d). Ïî ôîðìå çàâèñèìîñòè 𝐸(𝑘0) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñìåíå
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàáîëè÷åñêîé ïðè ìàëûõ 𝑘0 ê ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòè ïðè áîëüøèõ 𝑘0 äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿ-
íèé â ìîíîêðèñòàëëàõ Ñu(111) [7.13�7.14].

Â îòëè÷èå îò ïðåäñêàçûâàåìîãî ïðîñòåéøåé òåîðèåé (7.25) ìåäëåííîãî
(ñòåïåííîãî) çàòóõàíèÿ àìïëèòóäû âîçìóùåíèé ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé (∼ 1/

√
𝑥), â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ áîëåå áûñòðîå (ýêñïîíåí-

öèàëüíîå) ïîäàâëåíèå îñöèëëÿöèé. Ýòîò ýôôåêò ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ ïðî-
öåññàìè íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðûå ÷àñòè÷íî ðàçðóøàþò èíòåðôåðåí-
öèþ ýëåêòðîííûõ âîëí. Òàêèå ïðîöåññû, à òàêæå íåèäåàëüíîå îòðàæåíèå
îò ìîíàòîìíûõ ñòóïåíåé ìîãóò áûòü ó÷òåíû ôåíîìåíîëîãè÷åñêè. Â ðÿäå
ðàáîò (íàïðèìåð, [7.13]) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ëî-
êàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

𝜌(𝑥,𝐸) ≃ 𝜌0 +
𝑚*

𝜋~2

{︁
1− 𝑟(𝐸) 𝑒−2𝑥/𝐿𝜑 𝐽0(2𝑘0 𝑥)

}︁
, (7.27)

ãäå 𝜌0 � ñëàãàåìîå, ó÷èòûâàþùåå âêëàä îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â èç-
ìåðÿåìûé ñèãíàë, 𝑟(𝐸) � ïîäãîíî÷íûé ìíîæèòåëü äëÿ ó÷¼òà çàâèñèìîñòè
àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ ýëåêòðîííîé âîëíû îò äåôåêòîâ, 𝐿𝜑 � äëèíà ñáîÿ
ôàçû. Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñïåêòðîâ òóííåëüíîé ïðîâîäè-
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ìîñòè 𝑑𝐼/𝑑𝑈 çàâèñèìîñòüþ (7.27), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñïëîøíûì ëèíè-
ÿì íà ðèñ. 7.11c, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëèíó ñáîÿ ôàçû è èññëåäîâàòü å¼
òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü [7.13].
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Приложение 1

Îáñóäèì âîïðîñ î âëèÿíèè 𝑝-îðáèòàëåé ýëåêòðîíîâ èãëû íà òóííåëüíóþ
ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà ¾îáðàçåö � èãëà¿.

r0

S0

S∞

px-

− +

x0 + δxx0 − δx

Рис. 7.12. Схематическое представление поверхностей 𝑆0 и 𝑆∞
(пунктирные линии), которые используются для вычисления ин-
теграла (7.29). Гантелеобразная кривая с центром в точке r0, по-
казанная тонкой линией, соответствует контуру постоянной плот-
ности вероятности для волновой функции электронов иглы в 𝑝𝑥-
состоянии

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.9), ñîîòâåòñòâóþùèå ñî-
ñòîÿíèÿì ñ 𝑙 = 1 è 𝑚 = −1, 0 è 1, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå âåùå-
ñòâåííûõ ôóíêöèé è âûðàæåíû â âèäå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè
Ãðèíà 𝐺(r, r0) = −𝑒−κ|r−r0|/(4𝜋|r− r0|)

𝜓
(𝑝𝑥)
𝑡 (r) = 𝐶

(︂
1

κ𝜌
+

1

(κ𝜌)2

)︂
𝑒−κ𝜌 sin 𝜃 cos𝜙 = −4𝜋𝐶

κ
𝜕

𝜕𝑥0

𝐺(r, r0),

𝜓
(𝑝𝑦)
𝑡 (r) = 𝐶

(︂
1

κ𝜌
+

1

(κ𝜌)2

)︂
𝑒−κ𝜌 sin 𝜃 sin𝜙 = −4𝜋𝐶

κ
𝜕

𝜕𝑦0

𝐺(r, r0),

𝜓
(𝑝𝑧)
𝑡 (r) = 𝐶

(︂
1

κ𝜌
+

1

(κ𝜌)2

)︂
𝑒−κ𝜌 cos 𝜃 = −4𝜋𝐶

κ
𝜕
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𝐺(r, r0).
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Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ðàññìîòðèì âêëàä 𝑝𝑥-îðáèòàëåé ýëåêòðîíîâ èãëû
â äèôôåðåíöèàëüíóþ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî êîíòàêòà. Ëåãêî ïîêà-

çàòü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ 𝜓
(𝑝𝑥)
𝑡 (r) âíå èãëû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ

Δ𝜓
(𝑝𝑥)
𝑡 (r)− κ2 𝜓

(𝑝𝑥)
𝑡 (r) =

4𝜋𝐶

κ
𝛿′(r− r0). (7.28)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èíòåãðàëüíîå ñâîéñòâî 𝛿-ôóíêöèé
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑥) 𝛿′(𝑥− 𝑥0) 𝑑𝑥 = −𝑓 ′(𝑥0),

ïîëó÷àåì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò òóííåëüíîãî ïåðåõîäà

𝑇
(𝑝𝑥)
𝑠→𝑡 = − ~2

2𝑚0

∮︁
𝑆0+𝑆∞

{︂
𝜓

(𝑝𝑥)
𝑡 (r)

𝜕

𝜕𝑛
𝜓𝑠(r)− 𝜓𝑠(r)

𝜕

𝜕𝑛
𝜓

(𝑝𝑥)
𝑡 (r)

}︂
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∫︁∫︁∫︁
𝑧>0

{︁
𝜓

(𝑝𝑥)
𝑡 (r)Δ𝜓𝑠(r)− 𝜓𝑠(r)Δ𝜓

(𝑝𝑥)
𝑡 (r)

}︁
𝑑𝑉 =

− ~2

2𝑚0

∫︁
𝑧>0

{︁
𝜓

(𝑝𝑥)
𝑡 (r)κ2𝜓𝑠(r)− 𝜓𝑠(r)κ2𝜓

(𝑝𝑥)
𝑡 (r)−

− 𝜓𝑠(r)
4𝜋𝐶

κ
𝛿′𝑥0

(r− r0)
}︁
𝑑𝑉 =

~2

2𝑚0

4𝜋𝐶

κ
𝜕

𝜕𝑥0

𝜓𝑠(r0). (7.29)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ëåãêî îáúÿñíèòü êà÷åñòâåííî [7.3, ãë. 3]. Äîïó-
ñòèì, ïîëóñôåðè÷åñêîå îñòðè¼ èãëû â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èëè êðàé-
íèé àòîì íà êîíöå èãëû èìååò ÿðêî âûðàæåííóþ 𝑝𝑥-îðáèòàëü ãàíòåëåîá-
ðàçíîé ôîðìû ñ äâóìÿ ëåïåñòêàìè, íà êîòîðûõ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò
ðàçíóþ ôàçó (èíûìè ñëîâàìè, ðàçíûé çíàê âîëíîâîé ôóíêöèè). Åñëè èã-
ëà íàõîäèòñÿ â òî÷êå r0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), òî ëåïåñòîê 𝑝𝑥-îðáèòàëè, êîòîðûé
íàïîìèíàåò 𝑠-îðáèòàëü è èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê âîëíîâîé ôóíêöèè
áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ â òî÷êå 𝑥0 + 𝛿𝑥 (ðèñ. 7.12). Ñëåäîâàòåëüíî, òóííåëü-
íûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, îáóñëîâëåííûé ïåðåêðûòèåì âîëíîâûõ ôóíêöèé
ýëåêòðîíîâ îáðàçöà è ¾ïîëîæèòåëüíîãî¿ ëåïåñòêà, áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí
𝜓𝑠(𝑥0 + 𝛿𝑥, 𝑦0, 𝑧0). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî âêëàä
òóííåëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, ïåðåêðûòèåì âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðî-
íîâ îáðàçöà è ¾îòðèöàòåëüíîãî¿ ëåïåñòêà, áóäåò ðàâåí −𝜓𝑠(𝑥0 − 𝛿𝑥, 𝑦0, 𝑧0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé âêëàä â òóííåëüíûå ïåðåõîäû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèåì

𝑇
(𝑝𝑥)
𝑠→𝑡 ∝ 𝜓𝑠(𝑥0 + 𝛿𝑥, 𝑦0, 𝑧0)− 𝜓𝑠(𝑥0 − 𝛿𝑥, 𝑦0, 𝑧0)

èëè 𝑇
(𝑝𝑥)
𝑠→𝑡 ∝ 𝜕

𝜕𝑥0

𝜓𝑠(r0).
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàëè÷èå 𝑝𝑦- è 𝑝𝑧-îðáèòàëåé äëÿ ýëåê-
òðîíîâ èãëû ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ ìíîæèòåëåé âèäà 𝜕𝜓𝑠/𝜕𝑦0 è 𝜕𝜓𝑠/𝜕𝑧0

â âûðàæåíèè äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà òóííåëüíîãî ïåðåõîäà. Â ëþáîì
ñëó÷àå, êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
êîìáèíàöèåé⃒⃒⃒⃒

𝜕

𝜕𝑥0

𝜓𝑠(r0)

⃒⃒⃒⃒2
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑦0

𝜓𝑠(r0)

⃒⃒⃒⃒2
è

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑧0

𝜓𝑠(r0)

⃒⃒⃒⃒2
,

à íå ïàðàìåòðîì |𝜓𝑠(r0)|2, êàê ýòî áûëî äëÿ ñëó÷àÿ äîìèíèðóþùåãî âêëàäà
𝑠-îðáèòàëåé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òóííåëüíûé òîê áóäåò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
îïðåäåëÿòüñÿ òóííåëèðîâàíèåì ýëåêòðîíîâ èç îáðàçöà â èãëó ÷åðåç 𝑝-
îðáèòàëè, òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïåðåõîäà óæå íå áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé äëÿ ýëåêòðîíîâ îáðàçöà ïîäîá-
íî ñîîòíîøåíèþ (7.21). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ñóùåñòâåííî çàòðóäíèòü
èíòåðïðåòàöèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Лекция 8. Поверхностная и прикраевая

сверхпроводимость

Функционал свободной энергии и уравнения Гинзбурга – Ландау. Зарожде-
ние сверхпроводимости в массивных сверхпроводниках и второе крити-
ческое поле. Поверхностная (прикраевая) сверхпроводимость и третье
критическое поле. Доменная сверхпроводимость в гибридных нанострук-
турах «сверхпроводник – ферромагнетик». Локализованная сверхпроводи-
мость на плоскостях двойникования.

Îñíîâíîé öåëüþ ýòîé ëåêöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç óñëîâèé
ôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàí-
íûõ âáëèçè îäíî- è äâóìåðíûõ äåôåêòîâ, òàêèõ êàê ãðàíèöû îáðàçöà,
íåîäíîðîäíîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû è íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà âîçíèêíîâåíèÿ ëî-
êàëèçîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñîñòîÿíèé âáëèçè äåôåêòîâ ìîæåò ïðåâû-
øàòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ïîÿâëåíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â îäíîðîä-
íîì êðèñòàëëå âäàëè îò äåôåêòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ ÷àñòü îáðàçöà âáëèçè âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ãðàíèö ðàçäåëà ñìîæåò
ïåðåéòè â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü îáðàçöà îñòàíåòñÿ
â íîðìàëüíîì (íåñâåðõïðîâîäÿùåì) ñîñòîÿíèè. Ýòè âûâîäû ïîäòâåðæäà-
þòñÿ ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé ïðîâîäèìîñòè, ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè
è íàìàãíè÷åííîñòè â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, à òàêæå ðåçóëüòàòàìè èñ-
ñëåäîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ ìåòîäàìè ñêàíèðóþùåé
çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè.

8.1 Функционал свободной энергии и уравнения Гинзбурга –
Ландау

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ îáðàçöîâ ââåä¼ì
êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ � ïàðàìåòð ïîðÿäêà Ψ(r), êâàäðàò ìîäóëÿ êîòîðîé
õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîíäåíñàòà18

|Ψ(r)|2 ≡ 𝑛𝑠(r)

2
, (8.1)

ãäå 𝑛𝑠(r)/2 � ïëîòíîñòü êóïåðîâñêèõ ïàð. Ñîãëàñíî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé
òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå è ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî

18Cогласно вероятностной трактовке квантовой механики величина |Ψ(r, 𝑡)|2 𝑑𝑉 есть
вероятность обнаружения частицы в элементе объёма 𝑑𝑉 , а |Ψ(r, 𝑡)|2 – локальная плот-
ность материи [8.1, §2]. По аналогии с квантовой механикой часто (но не совсем кор-
ректно) параметр порядка Ψ(r) называют волновой функцией сверхпроводящего кон-
денсата.
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ïîëÿ âíóòðè îáðàçöà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ÷¼òíûì ñòåïå-
íÿì ìîäóëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è íèçøèì ïðîñòðàíñòâåííûì ïðîèçâîäíûì
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [8.2, �17.1] è [8.3, �14])

𝑓𝑠 = 𝑓𝑛,0 + 𝛼 |Ψ|2 + 𝛽

2
|Ψ|4 + 1

4𝑚*

⃒⃒⃒(︁
− 𝑖~∇− 2𝑒

𝑐
A
)︁
Ψ
⃒⃒⃒2
+

B2

8𝜋
, (8.2)

ãäå 𝑓𝑛,0 � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè â íóëåâîì
ìàãíèòíîì ïîëå, A(r) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, B(r) = rot A(r) � ìàãíèò-
íàÿ èíäóêöèÿ, 2𝑒 è 2𝑚* � çàðÿä è ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êóïåðîâñêîé ïàðû.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ 𝛼 çàâèñèò îò òåìïåðàòó-
ðû è ýòà çàâèñèìîñòü âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî
ïåðåõîäà 𝑇𝑐0 èìååò ëèíåéíûé õàðàêòåð

𝛼 = �̃� · (𝑇 − 𝑇𝑐0), (8.3)

ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû �̃� > 0 è 𝛽 > 0 ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèìè
îò òåìïåðàòóðû. Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè íîð-
ìàëüíîãî (íåìàãíèòíîãî) ìåòàëëà, ïîìåù¼ííîãî â ìàãíèòíîå ïîëå, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝑓𝑛 = 𝑓𝑛,0 +
B2

8𝜋
. (8.4)

Ñîîòíîøåíèå (8.4) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâëÿÿ Ψ = 0 â âûðàæåíèå (8.2).

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (8.2) è (8.4), ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé ñâîáîäíîé
ýíåðãèè â îäíîðîäíîì ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè (Ψ(r) = Ψ0) è â îäíî-
ðîäíîì íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè (Ψ(r) = 0) â îòñóòñòâèå ìàãíèòíûõ ïîëåé
è òîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

𝛿𝑓 ≡ 𝑓𝑠 − 𝑓𝑛 = 𝛼 |Ψ0|2 +
𝛽

2
|Ψ0|4. (8.5)

Åñëè 𝑇 > 𝑇𝑐0, òî 𝛼 > 0 è ìèíèìóìó 𝛿𝑓 ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå ñ |Ψ0| = 0;
ñëåäîâàòåëüíî, ïîÿâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè ïðè 𝑇 > 𝑇𝑐0 ÿâëÿåòñÿ ýíåðãå-
òè÷åñêè íåâûãîäíûì. Åñëè 𝑇 < 𝑇𝑐0, òî 𝛼 < 0 è ìèíèìóì 𝛿𝑓 ñîîòâåòñòâóåò
íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà: |Ψ*

0| =
√︀

−𝛼/𝛽 (ðèñ. 12.3).
Äàëåå äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð ïîðÿäêà 𝜓(r) ≡ Ψ(r)/|Ψ*
0|, íîðìèðîâàííûé íà ìî-

äóëü ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå
â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ19 H0(r) óäîáíî ââåñòè ïëîò-

19Будем считать, что внешнее поле H0(r) удовлетворяет стационарным уравнени-
ям Максвелла rotH0 = (4𝜋/𝑐) jвн и divH0 = 0, где jвн – плотность сторонних токов,
которые определяются внешними источниками и потому не зависят от наличия сверх-
проводимости и магнетизма в образце. Подчеркнём, что внешнее магнитное поле не
обязано быть однородным.
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0

0

δ
f
=

f s
−
f n

T < TcT = TcT > Tc

|Ψ0||Ψ∗
0|

Рис. 8.1. Зависимоcть разности свободных энергий однородного сверх-
проводящего состояния и нормального состояния, описываемой уравне-
нием (8.5), от модуля параметра порядка и температуры

íîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ([8.2, �17.1] è [8.3, �14])

𝑔𝑠,𝐻0
= 𝑓𝑛,0 + 𝛼 |Ψ0|2 |𝜓|2 +

𝛽

2
|Ψ0|4 |𝜓|4+

+
|Ψ0|2

4𝑚

⃒⃒⃒(︁
− 𝑖~∇− 2𝑒

𝑐
A
)︁
𝜓
⃒⃒⃒2
+

rot2 A

8𝜋
− rotA ·H0

4𝜋
(8.6)

è ïîëíûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñâåðõïðîâîäíèêà

𝐺𝑠 ≡
∫︁∫︁∫︁

𝑔𝑠,𝐻0
𝑑𝑉 =

∫︁∫︁∫︁
𝑓𝑛,0 𝑑𝑉+

+

∫︁∫︁∫︁
Φ2

0

32𝜋3𝜆2𝜉2

{︂
− |𝜓|2 + 1

2
|𝜓|4 + 𝜉2

⃒⃒⃒(︁
− 𝑖∇+

2𝜋

Φ0

A
)︁
𝜓
⃒⃒⃒2
+

+
rot2 A

8𝜋
− rotA ·H0

4𝜋

}︂
𝑑𝑉. (8.7)

Èíòåãðèðîâàíèå â ôîðìóëå (8.7) âûïîëíÿåòñÿ ïî îáú¼ìó ñâåðõïðîâîä-
íèêà. Â ñîîòíîøåíèè (8.7) ìû ââåëè ñëåäóþùèå ðàçìåðíûå ïàðàìåò-
ðû: Φ0 = 𝜋~𝑐/|𝑒| = 2 · 10−7 Ãñ·ñì2 � êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà, 𝜆 =√︀
𝑚*𝑐2𝛽/(8𝜋𝑒2|𝛼|) � ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ, 𝜉 =
√︀

~2/(4𝑚*|𝛼|) � äëèíà êîãåðåíòíîñòè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåì-
ïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà 𝛼 [ñì. âûðàæåíèå (8.3)], ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðå-
õîäà (𝑇 . 𝑇𝑐0) äëÿ ïàðàìåòðîâ 𝜆 è 𝜉 ñïðàâåäëèâû óíèâåðñàëüíûå çàâèñè-
ìîñòè

𝜆 =
𝜆0√︀

1− 𝑇/𝑇𝑐0
è 𝜉 =

𝜉0√︀
1− 𝑇/𝑇𝑐0

, (8.8)
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ãäå 𝜆0 è 𝜉0 � ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è äëèíà êîãåðåíò-
íîñòè ïðè 𝑇 = 0, ñîîòâåòñòâåííî.

Ìèíèìèçèðóÿ 𝐺𝑠 ïî 𝜓* è A, ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ
íîðìèðîâàííîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó)

𝜉2

(︂
−𝑖∇+

2𝜋

Φ0

A

)︂2

𝜓 − 𝜓 + |𝜓|2 𝜓 = 0, (8.9a)

rot rotA =
4𝜋

𝑐
j𝑠 +

4𝜋

𝑐
jвн, (8.9b)

ãäå

j𝑠 =
|𝜓|2

𝜆2

(︂
2𝜋

Φ0

∇𝜃 −A

)︂
(8.10)

åñòü ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà, 𝜃(r) = arg𝜓(r) � ôàçà ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà; jвн � ïëîòíîñòü ñòîðîííèõ òîêîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âíåøíè-
ìè èñòî÷íèêàìè. Ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (8.7) åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì âîçíèêàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ([8.2, �17.1] è [8.3, �14]). Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ñâåðõïðîâîäíèê ãðàíè÷èò ñ âàêóóìîì èëè äèýëåêòðèêîì, òî ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì áóäåò(︂

−𝑖∇+
2𝜋

Φ0

A(r)

)︂
n

𝜓(r) = 0, (8.11)

ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäíèêà (8.7)
è óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (8.9a)�(8.9b) áóäóò èñïîëüçîâàíû â Ëåê-
öèè 14 ïðè îáñóæäåíèè ýêðàíèðóþùèõ ñâîéñòâ ñâåðõïðîâîäíèêîâ è ýíåðãèè
ãðàíèöû ðàçäåëà ¾ñâåðõïðîâîäíèê � íîðìàëüíûé ìåòàëë¿.

8.2 Зарождение сверхпроводимости в массивных
сверхпроводниках и второе критическое поле

Î÷åâèäíî, ÷òî íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè
íîðìèðîâàííóþ ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîíäåíñàòà ìîæíî ñ÷èòàòü
ìàëîé âåëè÷èíîé: |𝜓|2 ≪ 1. Cîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (8.9b) ïëîòíîñòü ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî òîêà j𝑠 ïðîïîðöèîíàëüíà |𝜓|2. Ñëåäîâàòåëüíî, âáëèçè ëèíèè
ôàçîâîãî ïåðåõîäà ¾ñâåðõïðîâîäíèê � íîðìàëüíûé ìåòàëë¿ ìû ìîæåì ïðå-
íåáðå÷ü êàê íåëèíåéíûì ÷ëåíîì |𝜓|2𝜓 â óðàâíåíèè (8.9a), òàê è ïîïðàâêà-
ìè ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó, îáóñëîâëåííûìè ñâåðõïðîâîäÿùèìè òîêàìè,
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â óðàâíåíèè (8.9b). Ýòè äîïóùåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê ëèíåàðèçîâàííî-
ìó óðàâíåíèþ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó(︂

−𝑖 𝜕
𝜕𝑥

+
2𝜋

Φ0
𝐴𝑥

)︂2

𝜓 +

(︂
−𝑖 𝜕

𝜕𝑦
+

2𝜋

Φ0
𝐴𝑦

)︂2

𝜓+

+

(︂
−𝑖 𝜕

𝜕𝑧
+

2𝜋

Φ0
𝐴𝑧

)︂2

𝜓 =
1

𝜉2
𝜓 (8.12)

â çàäàííîì ìàãíèòíîì ïîëå, îïèñûâàåìîì âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A

A(r) =

∫︁∫︁∫︁
j вн(r

′)

|r− r′|
𝑑r′ è rotA = H0.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâî-
äèìîñòè ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè îáðàçöà ðàâíî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïî-
ëþ. Ýôôåêòû ýêðàíèðîâêè âíåøíåãî ïîëÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè áóäóò ðàçî-
áðàíû â Ëåêöèè 14.

Óðàâíåíèå (8.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé 𝜓𝑛(r) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

𝐸𝑛 = (1/𝜉2)𝑛 îïåðàòîðà �̂�эфф =
(︀
− 𝑖∇ + 2𝜋A/Φ0

)︀2
, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

àíàëîãîì îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ (8.12). Òîò ôàêò, ÷òî äëè-
íà êîãåðåíòíîñòè çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû [ñì. ñîîòíîøåíèå (8.8)], îçíà÷àåò,
÷òî êàæäîìó ñîáñòâåííîìó ðåøåíèþ 𝜓𝑛(r) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ êðèòè-
÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà20

𝑇𝑛 ≡ 𝑇𝑐0 ·
{︁
1− 𝜉2

0 ·
(︀
1/𝜉2

)︀
𝑛

}︁
, (8.13)

ãäå 𝑇𝑐0 � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè â íóëåâîì ìàã-
íèòíîì ïîëå. Ðàçóìíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî ïåðåõîäà êàê ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ 𝑇𝑛

𝑇𝑐 ≡ max𝑇𝑛 = 𝑇𝑐0 ·
{︁
1− 𝜉2

0 ·min
(︀
1/𝜉2

)︀
𝑛

}︁
. (8.14)

Èíûìè ñëîâàìè, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà
îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (8.12).

20При 𝑇 = 𝑇𝑛 собственная функция 𝜓𝑛(r) является стационарным решением урав-
нения Гинзбурга – Ландау и описывает появление сверхпроводящего зародыша беско-
нечно малой амплитуды в окружении нормального металла. При 𝑇 < 𝑇𝑛 собственное
решение становится неустойчивым: энергия сверхпроводящей системы (8.7) будет пони-
жаться по мере увеличения амплитуды такого состояния. Такой процесс соответствует
переходу нормального металла в состояние с развитой сверхпроводимостью вблизи точ-
ки фазового перехода второго рода. Похожая задача будет рассмотрена в Лекции 12 при
описании процесса формирования доменной структуры в твёрдых растворах.
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Îòìåòèì, ÷òî ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (8.12)
ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà21 äëÿ ñâîáîäíîé áåñ-
ñïèíîâîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Òàêàÿ ôîðìàëüíàÿ àíàëî-
ãèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñâîéñòâàìè ëîêàëèçîâàííûõ
ðåøåíèé çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ëîêàëèçîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ
ñîñòîÿíèé.

Íà÷í¼ì ñ àíàëèçà îñîáåííîñòåé çàðîæäåíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè âíóòðè
ìàññèâíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðåíåáðåãàÿ
ãðàíè÷íûìè ýôôåêòàìè. Âûáåðåì îñü 𝑧 ïàðàëëåëüíî âíåøíåìó ìàãíèòíî-
ìó ïîëþ (H0 = 𝐻0 e𝑧), òîãäà âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
A = 𝐻0𝑥 e𝑦. Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò îïåðàòîð

Ãàìèëüòîíà �̂�эфф áóäåò èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíî-
ñîâ âäîëü îñåé 𝑦 è 𝑧, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ õî-
ðîøèìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè; ñëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.12) ìîæíî èñêàòü â âèäå

𝜓(r) = 𝑓(𝑥) · 𝑒−𝑖𝑘𝑦 · 𝑒−𝑖𝑞𝑧. (8.16)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì óñëîâèé ïîÿâëåíèÿ ðåøå-
íèé, ëîêàëèçîâàííûõ âî âíóòðåííåé îáëàñòè ñâåðõïðîâîäíèêà è èñ÷åçàþ-
ùèõ ïðè 𝑥 → ±∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáú¼ìíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè âäàëè
îò ãðàíèö. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

− 𝑓 ′′(𝑥) +

(︂
2𝜋

Φ0

𝐻0𝑥− 𝑘

)︂2

𝑓(𝑥) =

(︂
1

𝜉2
− 𝑞2

)︂
𝑓(𝑥)

ïðè óñëîâèè 𝑓(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑥→±∞

= 0. (8.17)

Êðàåâàÿ çàäà÷à (8.17) ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ âîëíîâûõ ôóíê-
öèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
𝑈(𝑥) = (2𝜋𝐻0 𝑥/Φ0 − 𝑘)2 = (2𝜋𝐻0/Φ0) (𝑥 − 𝑥0)

2, öåíòð êîòîðîé ñäâèíóò
èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà âåëè÷èíó 𝑥0 = Φ0𝑘/(2𝜋𝐻0) (ðèñ. 8.2a). Ïîñêîëüêó
ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå íå äîëæíà çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ
öåíòðà ÿìû, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (8.17) íå

21Напомним, что стационарное уравнение Шрёдингера для волновой функции бес-
спиновой частицы с энергией 𝐸, массой 𝑚* и зарядом 𝑒 в неоднородном потенциале
𝑈(r) при наличии магнитного поля, описываемого векторным потенциалом A(r), имеет
вид [8.1, §17 и §111]

1

2𝑚*

(︁
−𝑖~∇− 𝑒

𝑐
A(r)

)︁2
𝜓 + 𝑈(r)𝜓 = 𝐸 𝜓. (8.15)
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äîëæíû çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ 𝑘 èëè 𝑥0
22.

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è î ëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå
[8.1, �23] äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè â îáú¼ìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ
ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

−𝜓′′(𝑥) +
2𝑚

~2
· 𝑚𝜔

2𝑥2

2
𝜓(𝑥) =

2𝑚𝐸

~2
𝜓(𝑥), (8.18)

ïðè ýòîì ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ïàðàáîëè÷åñêîé ÿìå ðàâíà 𝐸𝑛 =
~𝜔 (𝑛+ 1/2). ×òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.18) ïðè-
íÿëî âèä âòîðîãî ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèè (8.17), íåîáõîäèìî ïîëîæèòü
𝜔 = (~/𝑚) (2𝜋|𝐻0|/Φ0). Ïðè ýòîì óñëîâèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ
(8.17)(︂

1

𝜉2

)︂
𝑛

− 𝑞2 =
1

𝜉2
0

·
(︂
1− 𝑇

𝑇𝑐0

)︂
− 𝑞2 (8.19)

áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìè íîðìèðîâàííîé ñîáñòâåííîé ýíåðãèè
÷àñòèöû â ïàðàáîëè÷åñêîé ÿìå

2𝑚𝐸𝑛

~2
=

2𝜋|𝐻0|
Φ0

(2𝑛+ 1) . (8.20)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (8.19) è (8.20), íàõîäèì ñâÿçü ìåæ-
äó òåìïåðàòóðîé ïîÿâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî 𝑛-ìó ýíåðãåòè÷å-
ñêîìó óðîâíþ ÷àñòèöû â ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, è àìïëèòóäîé
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

1− 𝑇

𝑇𝑐0
=

2𝜋𝜉2
0

Φ0

|𝐻0| (2𝑛+ 1) + 𝜉2
0 𝑞

2. (8.21)

Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå ñîîòíîøåíèå (8.21)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî âòîðîãî (èëè âåðõ-
íåãî) êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ23, êîòîðîå ìîæíî ïðèëîæèòü ê ìàññèâíîìó ñâåðõ-
ïðîâîäíèêó áåç ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ ïî âñåìó

22Независимость собственных значений (1/𝜉2)𝑛 уравнения (8.17) от 𝑘 (или 𝑥0) соот-
ветствует известному в квантовой механике бесконечнократному вырождению задачи
об уровнях энергии электрона в однородном магнитном поле по центрам циклотрон-
ных орбит [8.1, §112]. Следствием такого вырождения является необходимость учёта
нелинейных слагаемых в уравнениях Гинзбурга – Ландау для определения амплитуды
параметра порядка, что, в свою очередь, приводит к формирование регулярной вих-
ревой решётки (как правило, гексагональной) в сверхпроводниках второго рода [8.2,
§18.2].

23В физике сверхпроводников первым (или нижним) критическим полем 𝐻𝑐1 назы-
вают внешнее магнитное поле такой величины, при которой полная энергия сверхпро-
водника (8.7) в безвихревом (или мейсснеровском) состоянии, для которого rot∇𝜃 = 0,
будет превышать энергию состояния со сверхпроводящими вихрями (rot∇𝜃 ̸= 0). Для
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Рис. 8.2. (a) Собственные функции параметра порядка 𝜓𝑛(𝑥) в эффективном пара-
болическом потенциале 𝑈(𝑥) = ℓ−2

𝐻 (𝑥− 𝑥0)
2 для системы, неограниченной по оси 𝑥,

𝐸 ′
𝑛 = ℓ2𝐻/𝜉

2
– нормированная собственная энергия, ℓ𝐻 – магнитная длина [см. опреде-

ление (8.26)]. (b) Области существования объёмной и поверхностной сверхпроводимости
на плоскости внешнее магнитное поле (𝐻0) – температура (𝑇 ). Сплошная линия соот-
ветствует зависимости 𝑇𝑐2(𝐻0) [см. соотношение (8.23)] и описывает линию фазового
перехода для формирования объёмной сверхпроводимости. Пунктирная линия соот-
ветствует зависимости 𝑇𝑐3(𝐻0) [см. соотношение (8.29)] и описывает линию фазового
перехода для формирования поверхностной сверхпроводимости

îáú¼ìó. Ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþò
ïàðàìåòðû 𝑛 = 0 è 𝑞 = 0, ïîýòîìó

𝐻𝑐2 = 𝐻
(0)
𝑐2 ·

(︂
1− 𝑇

𝑇𝑐0

)︂
, (8.22)

ãäå 𝐻
(0)
𝑐2 = Φ0/(2𝜋𝜉

2
0) � âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòó-

ðå. Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â çàäàííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî
îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà, ïðè êî-
òîðîé âîçíèêàåò (èëè èñ÷åçàåò) ñâåðõïðîâîäèìîñòü â ãëóáèíå ìàññèâíîãî

массивного сверхпроводника в параллельном магнитном поле можно получить оценку
[8.3, §30]

𝐻𝑐1 ≃
Φ0

4𝜋𝜆2
·
(︂
ln
𝜆

𝜉
+ 0.50

)︂
.

Для сверхпроводников второго рода с параметром Гинзбурга – Ландау κ ≡ 𝜆/𝜉 > 1
(см. Лекцию 14) 𝐻𝑐2 > 𝐻𝑐1. Следовательно, при монотонном увеличении амплитуды
внешнего магнитного поля 𝐻0 сверхпроводник второго рода, помещённый в магнит-
ное поле, параллельное поверхности, последовательно проходит следующие состояния:
безвихревое (или мейсснеровское) состояние при 𝐻0 < 𝐻𝑐1, вихревое (или смешанное)
состояние c гексагональной решёткой абрикосовских вихрей при 𝐻𝑐1 < 𝐻0 < 𝐻𝑐2, со-
стояние поверхностной сверхпроводимости при 𝐻𝑐2 < 𝐻0 < 𝐻𝑐3 и нормальное состояние
при 𝐻0 > 𝐻𝑐3. Третье критическое поле (или критическое поле поверхностной сверх-
проводимости) 𝐻𝑐3 будет определено далее [cм. соотношение (8.28)].
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ñâåðõïðîâîäíèêà (ðèñ. 8.2b)

1− 𝑇𝑐2
𝑇𝑐0

=
|𝐻0|
𝐻

(0)
𝑐2

. (8.23)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ôîðìèðîâàíèÿ îáú¼ìíîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè ëèíåéíî óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåãî ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè |𝐻0| = 𝐻
(0)
𝑐2 .

8.3 Поверхностная (прикраевая) сверхпроводимость
и третье критическое поле

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è êðè-
òè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàðîæäåíèþ ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè â âèäå ëîêàëèçîâàííîãî çàðîäûøà áåñêîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäû
â ñâåðõïðîâîäíèêå ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïðè 𝑥 = 0. Âûáåðåì îñü 𝑧 ïà-
ðàëëåëüíî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ (H0 = 𝐻0 e𝑧) è çàïèøåì âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë â âèäå A = 𝐻0𝑥 e𝑦. Ñèììåòðèÿ çàäà÷è ïî-ïðåæíåìó ïîçâîëÿåò
èñêàòü ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (8.12)
â âèäå (8.16). Ïîñòàâëåííàÿ íàìè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íàèìåíüøåé
ñîáñòâåííîé ýíåðãèè êðàåâîé çàäà÷è

− 𝑓 ′′(𝑥) +

(︂
2𝜋

Φ0

𝐻0𝑥− 𝑘

)︂2

𝑓(𝑥) =

(︂
1

𝜉2
− 𝑞2

)︂
𝑓(𝑥)

ïðè óñëîâèè
𝑑𝑓

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0 è 𝑓(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑥→±∞

= 0. (8.24)

Ê ñîæàëåíèþ, àíàëèòè÷åñêè çàäà÷à (8.24) íå ðåøàåòñÿ, ïîýòîìó ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü ëèáî ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ëèáî ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû èíòåãðè-
ðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì ìåòîä ïðîáíûõ ôóíêöèé [8.2, �18.4].
Îòìåòèì, ÷òî ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (8.12) ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà �̂�эфф 𝜓(r) = 𝐸 𝜓(r). Óìíî-
æèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà 𝜓*(r) ñëåâà, ïðîèíòåãðèðóåì ïî äîñòóï-
íîìó ïðîñòðàíñòâó 𝑉 è ïîëó÷èì îöåíêó ñîáñòâåííîé ýíåðãèè çàäà÷è (8.24)
â âèäå24

𝐸прибл =

∫︀
𝜓*(r) �̂�эфф 𝜓(r) 𝑑𝑉∫︀
𝜓*(r)𝜓(r) 𝑑𝑉

.

24Можно показать [8.1, §20], что минимальное значение 𝐸
прибл

совпадает с истинной

собственной энергией 𝐸 исходного уравнения Шрёдингера �̂�
эфф

𝜓 = 𝐸 𝜓.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (8.24) â âèäå ãàóññîâà êîëîêîëà
𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥2/2𝑎2 ñ ìàêñèìóìîì íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà (ðèñ. 8.3a),
òàê ÷òî ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è î ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè

𝜓(r) = 𝑒−𝑥2/2𝑎2 · 𝑒−𝑖𝑘𝑦 · 𝑒−𝑖𝑞𝑧 (8.25)

ñîäåðæèò òðè ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðà 𝑎, 𝑘, è 𝑞. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì òàê
íàçûâàåìóþ ìàãíèòíóþ äëèíó

ℓ𝐻 ≡

√︃
Φ0

2𝜋|𝐻0|
(8.26)

è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè25 â êîìïàêòíîì
âèäå

𝐸прибл(𝑎, 𝑘, 𝑞) ≡
ℐ1

ℐ2
=

1

2𝑎2
+

1

ℓ4
𝐻

𝑎2

2
− 𝑘𝑎

ℓ2
𝐻

2√
𝜋
+ 𝑘2 + 𝑞2.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìèíèìóì ôóíê-
öèè 𝐸прибл(𝑘, 𝑞, 𝑎) íà ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ôóíêöèé (8.25) äîñòèãàåòñÿ
ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ

𝑎мин = ℓ𝐻 4

√︂
𝜋

(𝜋 − 2)
, 𝑘мин =

1

ℓ𝐻

4

√︃
1

𝜋(𝜋 − 2)
è 𝑞мин = 0,

ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îöåíêè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè ðàâíî

𝐸мин ≡ 𝐸прибл(𝑎мин, 𝑘мин, 𝑞мин) =

√︀
(𝜋 − 2)/𝜋

ℓ2
𝐻

≃ 0.603

ℓ2
𝐻

.

25Далее мы используем табличные интегралы

∞∫︁
0

𝑒−𝑥2/𝑎2

𝑑𝑥 =

√
𝜋𝑎

2
,

∞∫︁
0

𝑥 𝑒−𝑥2/𝑎2

𝑑𝑥 =
𝑎2

2
и

∞∫︁
0

𝑥2 𝑒−𝑥2/𝑎2

𝑑𝑥 =

√
𝜋𝑎3

4
.

Несложно получить следующие соотношения для интегралов на единицу площади по-
верхности

ℐ1 ≡
∞∫︁
0

𝑓*(𝑥) �̂�эфф 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

𝑒−𝑥2/2𝑎2

{︃
− 𝑑2

𝑑𝑥2
+

(︂
2𝜋

Φ0

𝐻0 𝑥− 𝑘

)︂2

+ 𝑞2

}︃
𝑒−𝑥2/2𝑎2

𝑑𝑥 =

=

√
𝜋

4𝑎
+

(︂
2𝜋

Φ0

𝐻0

)︂2 √
𝜋𝑎3

4
− 2𝑘

(︂
2𝜋

Φ0

𝐻0

)︂
𝑎2

2
+ 𝑘2

√
𝜋𝑎

2
+ 𝑞2

√
𝜋𝑎

2
,

ℐ2 ≡
∞∫︁
0

𝑓*(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

𝑒−𝑥2/𝑎2

𝑑𝑥 =

√
𝜋𝑎

2
.
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Рис. 8.3. (a) Параметр порядка 𝜓(𝑥) и эффективная потенциальная энергия 𝑈(𝑥),
соответствующие поверхностной сверхпроводимости в параллельном магнитном поле
(состояние 1) и объёмной сверхпроводимости (состояние 2). Толстая вертикальная ли-
ния указывает на положение поверхности образца (𝑥 = 0). (b) Зависимость минималь-
ной собственной энергии краевой задачи (8.24) от положения минимума потенциальной
ямы 𝑥0. Минимум на зависимости 𝐸0(𝑘) соответствует поверхностной сверхпроводимо-
сти (состояние 1), плато – объёмной сверхпроводимости (состояние 2)

Òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.24) äà¼ò êîýôôèöèåíò 0.590
(ðèñ. 8.3b), êîòîðûé ìåíåå, ÷åì íà 2.5%, îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîãî íà-
ìè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðàâèëüíûé
êîýôôèöèåíò.

Âîçâðàùàÿñü ê ñâÿçè ìèíèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ýíåðãèè 𝐸мин è 1/𝜉
2 [ñì.

îïðåäåëåíèå (8.14)], ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó òåìïåðàòóðîé è âíåø-
íèì ìàãíèòíûì ïîëåì, ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíèè ôàçîâîãî ïåðåõîäà

1− 𝑇

𝑇𝑐0
≃ 0.590

2𝜋𝜉2
0

Φ0

|𝐻0|. (8.27)

Äëÿ ìàññèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ìîæíî ââåñòè
òàê íàçûâàåìîå òðåòüå êðèòè÷åñêîå ïîëå èëè êðèòè÷åñêîå ïîëå ïîâåðõíîñò-
íîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè

𝐻𝑐3 ≃ 1.695𝐻
(0)
𝑐2 ·

(︂
1− 𝑇

𝑇𝑐0

)︂
. (8.28)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â äèàïàçîíå ïîëåé 𝐻𝑐2(𝑇 ) < |𝐻0| < 𝐻𝑐3(𝑇 )
îáú¼ìíàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü îêàæåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîäàâëåííîé, à ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòü âáëèçè ãðàíèöû � ïîäàâëåííîé ÷àñòè÷íî. Òàêîå ñîñòîÿíèå
â ëèòåðàòóðå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Äëÿ
ìàññèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà â çàäàííîì âíåøíåì ïîëå ñîîòíîøåíèå (8.27)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîÿâëå-
íèÿ (èëè èñ÷åçíîâåíèÿ) ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè (ðèñ. 8.2b)

1− 𝑇𝑐3
𝑇𝑐0

= 0.590
|𝐻0|
𝐻

(0)
𝑐2

. (8.29)
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Рис. 8.4. Параметр порядка 𝜓(𝑥) и эффективная потенциальная энергия
𝑈(𝑥), соответствующие прикраевой сверхпроводимости в тонких плёнках
в перпендикулярном магнитном поле. Распределение параметра порядка сов-
падает с распределением |𝜓(𝑥)|, показанным на рис. 8.3 для состояния 1

Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòè 𝐻0 − 𝑇 ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïàðàìåòðîâ
(ðèñ. 8.2b), âíóòðè êîòîðîé âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íåîäíîðîäíîé ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè, ëîêàëèçîâàííîé âáëèçè ïîâåðõíîñòè îáðàçöà â îáëàñòè øè-
ðèíîé ïîðÿäêà 𝜉(𝑇 ) (ðèñ. 8.3a).

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ âîïðîñà î çàðîæäåíèè ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè â ìèêðî- è íàíîñòðóêòóðàõ â перпендикулярном ìàãíèò-
íîì ïîëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü òîíêîïë¼íî÷íîé ñâåðõïðîâîäÿùåé
ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ (𝑥, 𝑦) è å¼ êðàé ðàñïîëàãàåòñÿ ïðè 𝑥 = 0
(ðèñ. 8.4).

Çàïèøåì âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â âèäå
H0 = 𝐻0 e𝑧 è A = 𝐻0𝑥 e𝑦. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèììåòðèÿ çàäà÷è
ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.12) â âèäå

𝜓(r) = 𝑓(𝑥) · 𝑒−𝑖𝑘𝑦 ·
(︁
𝐴 cos 𝑞𝑧 +𝐵 sin 𝑞𝑧

)︁
,

ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìèðîâàíèå ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè âáëèçè
êðàÿ òîíêîé ïë¼íêè êîíå÷íîé òîëùèíû 𝐷 â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì
ïîëå áóäåò îïèñûâàòüñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

− 𝑓 ′′(𝑥) +

(︂
2𝜋

Φ0

𝐻0𝑥− 𝑘

)︂2

𝑓(𝑥) + 𝑞2 𝑓(𝑥) =
1

𝜉2
𝑓(𝑥),

ïðè óñëîâèè
𝜕𝜓

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
⃒⃒⃒
𝑥→∞

= 0 è
𝜕𝜓

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=±𝐷/2

= 0.

(8.30)

Î÷åâèäíî, ÷òî îäíîðîäíîå ïî òîëùèíå ïë¼íêè ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòî-
ÿíèå (𝑞 = 0) óäîâëåòâîðÿåò êàê äîïîëíèòåëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
𝜕𝜓/𝜕𝑧 = 0 íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ ïë¼íêè, òàê è ìèíèìóìó
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Рис. 8.5. Зависимость сопротивления 𝑅 сверхпроводящего Nb микромостика шириной
40мкм от внешнего магнитного поля𝐻0, ориентированного перпендикулярно плоскости
микромостика, и измерительного тока при температуре 𝑇 = 4.2K, где 𝑅𝑛 ≃ 1.45Ω – со-
противление микромостика в нормальном состоянии. Вертикальные пунктирные линии
указывают значения критических полей 𝐻𝑐2 и 𝐻𝑐3 для данной температуры. Рисунок
взят из работы [8.5]

ñîáñòâåííîé ýíåðãèè 1/𝜉2. Ïðè óñëîâèè 𝑞 = 0 çàäà÷à (8.30), îïèñûâàþ-
ùàÿ çàðîæäåíèå ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â òîíêîé ïë¼íêå â ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (8.24) î ïîâåðõíîñòíîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå (ðèñ. 8.4). Ôîðìàëüíîå
ñõîäñòâî çàäà÷ (8.24) è (8.30) îçíà÷àåò, ÷òî êðèòè÷åñêîå ïîëå è êðèòè÷åñêàÿ
òåìïåðàòóðà çàðîæäåíèÿ ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè áóäóò îïèñûâàòü-
ñÿ òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè (8.28) è (8.29), ÷òî è êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü äåéñòâèòåëüíî ìîæåò
îêàçûâàòü âëèÿíèå íà ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé. Íà ðèñ. 8.5 ïðåäñòàâëåíû òè-
ïè÷íûå çàâèñèìîñòè ñîïðîòèâëåíèÿ 𝑅 ñâåðõïðîâîäÿùåãî Nb ìèêðîìîñòèêà
îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ𝐻0 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé èçìåðèòåëüíîãî òîêà
𝐼 â äèàïàçîíå îò 0.01 äî 10ìÀ. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ðåçèñòèâíûé ïåðåõîä
ïðîèñõîäèò â äâå ñòàäèè ñ áûñòðûì è ìåäëåííûì èçìåíåíèåì 𝑅 êàê ôóíê-
öèè |𝐻0|. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå ñ á�îëüøèì
íàêëîíîì 𝑑𝑅/𝑑|𝐻0| ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó òå÷åíèÿ ïîòîêà â ñîñòîÿíèè ñ
ðàçâèòîé îáú¼ìíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èçëîì íà çàâèñè-
ìîñòè 𝑅(𝐻0) äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü ïåðåõîäó îò ðåæèìà ñ ðàçâèòîé îáú-
¼ìíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ ê ðåæèìó ñ ïîäàâëåííîé îáú¼ìíîé ñâåðõïðîâî-
äèìîñòüþ è ïðîèñõîäèòü вблизи âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ𝐻𝑐2. Îòìåòèì,
÷òî ñîïðîòèâëåíèå ìèêðîìîñòèêà â òî÷êå èçëîìà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì
òîêà îò 0.1𝑅𝑛 äëÿ 𝐼 = 0.5ìÀ äî 0.9𝑅𝑛 äëÿ 𝐼 = 10ìÀ. Ïðè óìåíüøåíèè
èçìåðèòåëüíîãî òîêà èçëîì ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò è ðåçèñòèâíûé ïåðåõîä
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çàòÿãèâàåòñÿ âïëîòü äî ïîëåé, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîìó ïîëþ ïðèêðàåâîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè 𝐻𝑐3 ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó
ïðèêðàåâûå ñâåðõïðîâîäÿùèå êàíàëû ñïîñîáíû îáåñïå÷èòü áåçäèññèïàòèâ-
íîå ïðîòåêàíèå òîêà, òî ñîñòîÿíèå ñ íóëåâûì èëè ïî÷òè íóëåâûì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ â äèàïàçîíå ïîëåé 𝐻𝑐2 < |𝐻0| < 𝐻𝑐3. Îòìåòèì,
÷òî íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû èçìåðèòåëüíîãî òîêà âñå êðèâûå 𝑅(𝐻0) âûõî-
äÿò íà íîðìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 𝑅𝑛, ïðè îäíîì è òîì æå ïîëå, êîòîðûå
ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê êðèòè÷åñêîå ïîëå ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìî-
ñòè, ïðè ýòîì 𝐻𝑐3 ≈ 1.7𝐻𝑐2.

8.4 Доменная сверхпроводимость в гибридных наноструктурах
«сверхпроводник – ферромагнетик»

Îáñóäèì âîïðîñ î çàðîæäåíèè ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè
â òîíêîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêå, íåîãðàíè÷åííîé â ëàòåðàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ñîçäàâàåìîì äîìåííîé ñòðóêòó-
ðîé26 â ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêå èëè êðèñòàëëå. Òàêîå íåîäíîðîäíîå ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå â ëèòåðàòóðå ÷àñòî íàçûâàþò äîìåííîé ñâåðõïðîâî-
äèìîñòüþ (domain-wall superconductivity). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêîì è ôåððîìàãíåòèêîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç
ïîëÿ ðàññåÿíèÿ (ýëåêòðîìàãíèòíûé èëè îðáèòàëüíûé ýôôåêò), à äèôôó-
çèÿ ýëåêòðîíîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåé è ôåððîìàãíèòíîé ïîäñèñòåìàìè ïîëíîñòüþ ïîäàâëåíî èç-çà
ïðèñóòñòâèÿ òîíêîé èçîëèðóþùåé ïë¼íêè íà ïîâåðõíîñòè ôåððîìàãíåòèêà.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî-ïåðâûõ, òîëùèíà ôåððîìàãíèòíîé
ïë¼íêè 𝐷𝑓 ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò øèðèíó ìàãíèòíûõ äîìåíîâ 𝐿 è, âî-
âòîðûõ, íàìàãíè÷åííîñòü ôåððîìàãíåòèêà M =𝑀0 𝑓(𝑥) e𝑧 îðèåíòèðîâàíà
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 8.6a), ãäå 𝑀0 � âåëè÷èíà îñòàòî÷íîé
íàìàãíè÷åííîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå 𝑧-êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè ôåððîìàãíåòèêà è âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè áóäåò èìåòü
âèä ìåàíäðà ñ àìïëèòóäîé 𝐵0 ≃ 2𝜋𝑀0. Åñëè øèðèíà äîìåíîâ íàìíîãî
áîëüøå õàðàêòåðíîé äëèíû ëîêàëèçàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå ℓ𝐵 =

√︀
Φ0/(2𝜋𝐵0), òî çàðîæäåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè

â îáëàñòÿõ ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ò. å. âáëèçè ìàã-
íèòíûõ äîìåííûõ ñòåíîê) áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìî. Ýòî
ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ îñîáåííîñòåé çàðîæäåíèÿ ëîêàëèçîâàí-
íîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â òîíêîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêå âáëèçè óåäèí¼í-
íîé äîìåííîé ñòåíêè è ñ÷èòàòü, ÷òî íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå èìååò
âèä ñòóïåíüêè: 𝐵𝑧(𝑥) = 𝐵0 sgn𝑥 (ðèñ. 8.6b). Çàïèøåì âåêòîðíûé ïîòåí-

26Обзор экспериментальных и теоретических работ по исследованию особенностей
зарождения сверхпроводимости в неоднородном магнитном поле представлен в работе
[8.4].
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öèàë â âèäå A = 𝐵0|𝑥| e𝑦 è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (8.12) â âèäå

𝜓(r) = 𝑓(𝑥) 𝑒−𝑖𝑘𝑦. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

− 𝑓 ′′(𝑥) +

(︂
2𝜋

Φ0

𝐵0 |𝑥| − 𝑘

)︂2

𝑓(𝑥) =
1

𝜉2
𝑓(𝑥),

ïðè óñëîâèè 𝑓(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑥→±∞

= 0. (8.31)

Ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ (8.31) ìû óæå ó÷ëè, ÷òî íàèáîëüøåé êðèòè÷åñêîé
òåìïåðàòóðå òîíêîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíî-
ðîäíîå ïî òîëùèíå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (𝑞 = 0).

(a)

(b)

S

F

z

x

U(x) |ψ(x)|

x

Bz(x)

Hc2 < |B0| < Hc3

Рис. 8.6. (a) Схематическое представление гибридной структуры, состоящей из
тонкой сверхпроводящей плёнки и ферромагнетика с одномерной доменной струк-
турой. (b) При условии 𝐻𝑐2 < 𝐵0 < 𝐻𝑐3 в сверхпроводящей плёнке возможно фор-
мирование доменной сверхпроводимости вблизи нуля 𝑧-компоненты магнитного
поля, здесь 𝐵0 есть амплитуда 𝑧-компоненты магнитного поля, 𝐻𝑐2 и 𝐻𝑐3 есть
верхнее критическое поле и критическое поле поверхностной сверхпроводимости
при данной температуре. Распределения параметра порядка 𝜓(𝑥) и эффектив-
ной потенциальной энергии 𝑈(𝑥) совпадают c распределениями, показанными на
рис. 8.3 для состояния 1 (с учётом зеркального отображения относительно плос-
кости 𝑥 = 0)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (8.31) íå èçìåíÿåò âèäà ïðè ïðîñòðàí-
ñòâåííîé èíâåðñèè (𝑥 → −𝑥), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) äîëæíà áûòü
÷¼òíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé 𝑥. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè íå ìîæåò èìåòü
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Рис. 8.7. (a) Схематическое представление различных режимов формирования ло-
кализованной сверхпроводимости в неоднородном магнитном поле: компенсированной
сверхпроводимости над доменами с положительной намагниченностью (состояние 1),
доменной сверхпроводимости (состояние 2) и компенсированной сверхпроводимости над
доменами с отрицательной намагниченностью (состояние 3); 𝐵0 – амплитуда модуля-
ции 𝑧-компоненты магнитного поля и 𝐻0 – внешнее магнитное поле, ориентированное
перпендикулярно поверхности. (b) Типичная зависимость сверхпроводящей критиче-
ской температуры 𝑇𝑐 от внешнего магнитного поля 𝐻0 для сверхпроводящей плёнки
в поле мелкомасштабной доменной структуры. Пунктирная линия соответствует ли-
нии фазового перехода для доменной сверхпроводимости и описывается зависимостью
(8.33)

íóëåé [8.1, �20], ïðîèçâîäíàÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè 𝑥 = 0 äîëæíà îáðà-
ùàòüñÿ â íóëü. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê çàäà÷å, îïðåäåë¼í-
íîé äëÿ 𝑥 ≥ 0

− 𝑓 ′′(𝑥) +

(︂
2𝜋

Φ0

𝐵0 𝑥− 𝑘

)︂2

𝑓(𝑥) =
1

𝜉2
𝑓(𝑥),

ïðè óñëîâèè
𝑑𝑓

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0 è 𝑓(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑥→∞

= 0. (8.32)

Î÷åâèäíî, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (8.32) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è
(8.30) î çàðîæäåíèè ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â òîíêèõ ñâåðõïðîâî-
äÿùèõ ïë¼íêàõ, åñëè âìåñòî âíåøíåãî ïîëÿ 𝐻0 ïîäñòàâèòü àìïëèòóäó 𝑧-
êîìïîíåíòû ¾âñòðîåííîãî¿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ 𝐵0 è ïîëîæèòü 𝑞 = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè íàëè÷èè ïðîñòðàíñòâåííî ìîäóëèðîâàííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ñ íóëåâûì ñðåäíèì ñâåðõïðîâîäèìîñòü â òîíêèõ ïë¼íêàõ áóäåò âîçíèêàòü
âáëèçè äîìåííûõ ñòåíîê [ïðè óñëîâèè 𝐻𝑐2(𝑇 ) < 𝐵0 < 𝐻𝑐3(𝑇 )] ïîäîáíî
ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå (ðèñ. 8.6b).

Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ôîðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
çàäà÷ î çàðîæäåíèè ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè è çàðîæäåíèè ëîêàëè-
çîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ïîëå äîìåííîé ñòåíêè íàðóøàåòñÿ. Òåì íå
ìåíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè |𝐻0| ≤ 𝐵0 ýíåðãåòè÷åñêè âûãîä-
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Рис. 8.8. Верхний ряд – индуцированная лазерным лучом разность потенциалов Δ𝑉
как функция положения центра пучка (𝑥, 𝑦) для микромостика Pb/BaFe12O19 с изоли-
рованной доменной стенкой, идущей вдоль медианной линии, при различных 𝑇 и 𝐻0

(указаны на рисунке). Нижний ряд – сечения зависимости Δ𝑉 (𝑥, 𝑦) вдоль пунктирных
линий. Поля рассеяния кристалла BaFe12O19 способны обеспечить формирование до-
менной сверхпроводимости при 𝐻0 ≃ 0, при этом изменение внешнего поля способно
вызвать перемещение сверхпроводящей области из левой половины микромостика при
𝐻0 = −165Э в правую половину (при𝐻0 = +165Э). Использованные обозначения: DWS
(domain-wall superconductivity) – доменная сверхпроводимость, RDS (reverse-domain
superconductivity) – компенсированная сверхпроводимость над доменами обратной по-
лярности по отношению к внешнему полю, ES (edge superconductivity) – прикраевая
сверхпроводимость. Рисунок построен по материалам работы [8.7]

íûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñ ìàêñèìóìîì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âáëèçè äîìåííîé
ñòåíêè. Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû 𝑇𝑐 îò 𝐻0 äëÿ
ôåððîìàãíèòíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ â ðåæèìå äîìåííîé ñâåðõïðîâîäèìî-
ñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.7b. Â ðàáîòå [8.6] áûëî ïîëó÷åíî ïðèáëèæ¼ííîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè 𝑇𝑐(𝐻0) äëÿ òîíêîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè
â çíàêîïåðåìåííîì ïîëå âèäà 𝐵𝑧(𝑥) = 𝐵0 sgn𝑥+𝐻0 ïðè |𝐻0| < 𝐵0

1− 𝑇𝐷𝑊𝑆
𝑐

𝑇𝑐0
≃ 𝐵0

𝐻
(0)
𝑐2

·

{︃
0.59− 0.70

(︂
𝐻0

𝐵0

)︂2

+ 0.09

(︂
𝐻0

𝐵0

)︂4
}︃
. (8.33)

Òðàíñôîðìàöèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ïðè èçìåíåíèè âíåøíåãî ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.7a.

Ëîêàëèçîâàííûå ñâåðõïðîâîäÿùèå ñîñòîÿíèÿ, òàêèå êàê êîìïåíñèðî-
âàííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü íàä äîìåíàìè ñ îáðàòíîé ïîëÿðíîñòüþ (ïî îòíî-
øåíèþ ê âíåøíåìó ïîëþ), ïðèêðàåâàÿ è äîìåííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü, ìî-
ãóò áûòü âèçóàëèçèðîâàíû ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé ëàçåðíîé ìèêðîñêîïèè
(ñì. ðàáîòû [8.5] è [8.7]). Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â äåòåêòèðîâàíèè èçìåíåíèÿ

155



ñîïðîòèâëåíèÿ ìèêðîìîñòèêà, èíäóöèðîâàííîãî ëîêàëüíûì íàãðåâîì c ïî-
ìîùüþ ïåðåìåùàåìîãî ëàçåðíîãî ëó÷à, â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà
ëó÷à (𝑥, 𝑦). Ëîêàëüíûé íàãðåâ ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè ìîæåò ñóùåñòâåí-
íî óõóäøèòü å¼ ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ïå-
ðåðàñïðåäåëåíèþ ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà è âûçâàòü ïåðåêëþ÷åíèå îáðàçöà
èç ñîñòîÿíèÿ ñ ì�åíüøèì ñîïðîòèâëåíèåì â ñîñòîÿíèå ñ á�îëüøèì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëó÷àåìàÿ òàêèì ìåòîäîì êàðòà Δ𝑉 (𝑥, 𝑦) ìî-
æåò óêàçûâàòü íà íàëè÷èå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèõ ñîñòîÿíèé (çäåñü Δ𝑉 � èíäóöèðîâàííîå ëó÷îì èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ
íà îáðàçöå). Íà ðèñ. 8.8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïåðåõî-
äîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äîìåííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè è êîìïåíñèðîâàííîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè íàä äîìåíàìè ðàçëè÷íîé ïîëÿðíîñòè ïðè èçìåíåíèè
òåìïåðàòóðû è ïðèëîæåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äîìåííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü â ãè-
áðèäíûõ ñòðóêòóðàõ ¾ñâåðõïðîâîäíèê � ôåððîìàãíåòèê¿ ÿâëÿåòñÿ àíàëî-
ãîì ïîâåðõíîñòíîé (èëè ïðèêðàåâîé) ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèõ êðèñòàëëàõ è òîíêèõ ïë¼íêàõ. Â îòëè÷èå îò íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíèöàìè ãèáðèäíûå ñèñòå-
ìû ¾ñâåðõïðîâîäíèê � ôåððîìàãíåòèê¿ ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ëîêàëèçîâàí-
íûå ñâåðõïðîâîäÿùèå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëÿòü ôîðìîé è ïîëîæåíèåì òàêèõ
êàíàëîâ, âîçäåéñòâóÿ íà ìàãíèòíóþ ïîäñèñòåìó [8.4].

8.5 Локализованная сверхпроводимость на плоскостях
двойникования

Â çàêëþ÷åíèå êðàòêî îáñóäèì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ëî-
êàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè âáëèçè äåôåêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû. Ïîñêîëüêó äëèíà êîãåðåíòíîñòè äëÿ íèçêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðî-
âîäíèêîâ (𝜉 ∼ 10 − 100íì) çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïîñòîÿííóþ ðåø¼òêè
(𝑎 ∼ 0.3íì), òî÷å÷íûå äåôåêòû íå áóäóò îêàçûâàòü çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà
êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâîäíèêà. Îäíàêî ïðîòÿæ¼ííûå äåôåê-
òû, òàêèå êàê ïëîñêîñòè äâîéíèêîâàíèÿ, ñïîñîáíû ñóùåñòâåííî èçìåíèòü
óñëîâèÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Ìîæíî ïîêàçàòü (êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíî), ÷òî
íàëè÷èå ïëîñêîñòåé äâîéíèêîâàíèÿ âíóòðè ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè
(superconductivity at twin boundaries) ïðè òåìïåðàòóðàõ, ïðåâûøàþùèõ
êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà äëÿ îäíîðîäíîãî
ìàññèâíîãî êðèñòàëëà (ñì. Ïðèëîæåíèå 1). Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìîäåëè è
îñîáåííîñòåé ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ìîæíî íàéòè â îáçîðå [8.8].
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Приложение 1

Íàëè÷èå â ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ ïëîñêîñòè äâîéíè-
êîâàíèÿ, ñòèìóëèðóþùåé ïîÿâëåíèå ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè,
ìîæíî ôåíîìåíîëîãè÷åñêè îïèñàòü ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìî-
ãî

Δ𝐺 = −
∫︁∫︁∫︁

𝛾 |Ψ(r)|2 𝛿(𝑥) 𝑑𝑉 (8.34)
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â ôóíêöèîíàëå ñâîáîäíîé ýíåðãèè (8.6). Çäåñü ïàðàìåòð 𝛾 > 0 ó÷èòûâàåò
ëîêàëüíîå ïîíèæåíèå ýíåðãèè âáëèçè ïëîñêîñòè äâîéíèêîâàíèÿ (𝑥 = 0)
è, òåì ñàìûì, ïîçâîëÿåò îïèñàòü èçìåíåíèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû
ñâåðõïðîâîäíèêà. Ìèíèìèçàöèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè 𝐺+Δ𝐺 ïî Ψ*(r) ïðèâîäèò ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

− 𝑓 ′′(𝑥) +

(︂
2𝜋

Φ0

𝐻0𝑥− 𝑘

)︂2

𝑓(𝑥)− 4𝑚𝛾

~2
𝛿(𝑥) 𝑓(𝑥) =

1

𝜉2
𝑓(𝑥),

ïðè óñëîâèè 𝑓(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑥→±∞

= 0. (8.35)

Òàêèì îáðàçîì, íàðóøåíèå ïåðèîäè÷íîñòè êðèñòàëëà âáëèçè ïëîñêîñòè
äâîéíèêîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìîæåò áûòü îïèñàíî äîïîë-
íèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè Δ𝑈 = −4𝑚𝛾~−2 𝛿(𝑥)
(ðèñ. 8.9b).

(a) (b)

x

∆U =
−4mγ δ(x)/h̄2

ψ = Ae−κ|x|

Рис. 8.9. (a) Модель плоскости двойникования для двумерной кристаллической
решётки с прямоугольной элементарной ячейкой. (b) Эффективный потенциал
Δ𝑈(𝑥) и волновая функция локализованного состояния 𝜓(𝑥), соответствующая
сверхпроводимости на плоскостях двойникования

Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àé ôîðìèðîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè íà ïëîñêîñòè äâîéíèêîâàíèÿ â íóëåâîì âíåøíåì ïîëå
(𝐻0 = 0). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (8.35) äëÿ 𝐻0 = 0 ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ

𝑓 ′′(𝑥)− 𝑘2 𝑓(𝑥) +
1

𝜉2
𝑓(𝑥) = −4𝑚𝛾

~2
𝛿(𝑥) 𝑓(𝑥). (8.36)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.36) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) =

𝐴𝑒−κ|𝑥|, ãäå 𝐴 � íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, κ ≡
√︀
𝑘2 − 1/𝜉2 (ðèñ. 8.9b). Ïî-

ñêîëüêó ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé 𝑓 ′(𝑥) ïðè 𝑥 = 0, ñ îäíîé ñòîðîíû, îïðåäåëÿ-
åòñÿ äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, ñ äðóãîé � ïðàâîé ÷àñòüþ
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óðàâíåíèÿ (8.36), ïîëó÷àåì

𝑓 ′
⃒⃒
𝑥→0+

− 𝑓 ′
⃒⃒
𝑥→0−

= −2𝐴κ = −4𝑚𝐴𝛾

~2
, (8.37)

îòêóäà ñëåäóåò κ = 2𝑚𝛾/~2 èëè

1

𝜉2
0

(︂
1− 𝑇𝑐

𝑇𝑐0

)︂
= 𝑘2 −

(︂
2𝑚𝛾

~2

)︂2

. (8.38)

Ïîñêîëüêó íàèáîëüøåé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå
ñ 𝑘 = 0, ïîëó÷àåì ñâÿçü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è ïàðàìåòðà 𝛾

𝑇𝑐
𝑇𝑐0

= 1 + 𝜉2
0

(︂
2𝑚𝛾

~2

)︂2

. (8.39)

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ â íó-
ëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå ìîæåò ïðåâûøàòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó îáú¼ì-
íîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü [8.8], ÷òî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Глава 3

Равновесные свойства

поверхности и рост кристаллов

Лекция 9. Равновесная форма кристаллов

и структура поверхности

Равновесная форма кристаллов: теорема Вульфа. Смачивание и краевой
угол Юнга. Режимы роста тонких плёнок. Фазовый переход поверхно-
сти в шероховатое состояние при конечной температуре. Механизмы
релаксации поверхности к равновесной форме.

9.1 Равновесная форма кристаллов: теорема Вульфа

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êðèñòàëëû, âûðàùåííûå â ðàâíîâåñíûõ èëè ïî-
÷òè ðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ, èìåþò ôîðìó ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
Â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ ðàâíîâåñíîé îãðàíêè
êðèñòàëëîâ è ìåõàíèçìû ðåëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè ê ðàâíîâåñíîé ôîðìå.

¾Äâèæóùåé¿ ñèëîé ïðîöåññà óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñíîé ôîðìû ÿâëÿ-
åòñÿ ñòðåìëåíèå ñèñòåìû ê ìèíèìèçàöèè ïîëíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè, âêëþ-
÷àÿ ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ êðèñòàëëà. Èçáûòî÷íàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåð-
ãèÿ (èëè ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå) îáóñëîâëåíà ðàçîðâàííûìè õèìè÷å-
ñêèìè ñâÿçÿìè äëÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ àòîìîâ (ðèñ. 9.1). Ïîâåðõíîñòíîå
íàòÿæåíèå äëÿ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé çàâèñèò îò îðèåíòàöèè
ïëîòíîóïàêîâàííûõ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòè (òàêæå íàçûâàåìûõ êàê òåððà-
ñû èëè ôàñåòêè) îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé [9.1, �154]. Íà
ðèñ. 9.1 ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò äâóìåðíîé ðåø¼òêè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæ-
äûé àòîì, ðàñïîëîæåííûé íà ãðàíÿõ òèïà {10} îáëàäàåò îäíîé ðàçîðâàí-
íîé ñâÿçüþ â îòëè÷èå îò ïðèïîâåðõíîñòíûõ àòîìîâ íà ãðàíÿõ òèïà {11}
ñ äâóìÿ ðàçîðâàííûìè ñâÿçÿìè, ïîýòîìó îñòðîâîê íà ðèñ. 9.1b äîëæåí îá-
ëàäàòü á�îëüøåé ýíåðãèåé ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòðîâêîì íà ðèñ. 9.1a. Êîíå÷-
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[0, 1]

[1, 0][1̄, 0]

[0, 1̄]

(a)
[1, 1]

[1, 1̄]

[1̄, 1]

[1̄, 1̄]

(b)

Рис. 9.1. Кристаллическая структура и форма двух гипотетических двумерных ост-
ровков одинаковой площади с одинаковым числом атомов: (a) для островка квадратной
формы с гранями типа {10} имеется 16 оборванных химических связей, обозначенных
чёрными точками; (b) для островка в виде усеченного квадрата для гранями типа {11}
имеется 18 оборванных химических связей, поэтому такой островок должен обладать
бо́льшей энергией, чем островок на рисунке (а). Кристаллографические индексы на-
правлений указаны в квадратных скобках

íî, ãîâîðèòü î ðàçîðâàííûõ ñâÿçÿõ â ñëó÷àå êîãåçèè ìåòàëëè÷åñêîãî òèïà
íóæíî ñ èçâåñòíîé îñòîðîæíîñòüþ, õîòÿ è â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå îá
ýôôåêòèâíîì ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè ïîëåçíî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàâíîâåñíîé ôîðìå êðèñòàëëà [9.1, �155]. Ïóñòü
ðàâíîâåñíàÿ ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà çàäàíà óðàâíåíèåì 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå 𝜎 äëÿ êàæäîé ïëîòíîóïàêîâàííîé
ãðàíè êðèñòàëëà èçâåñòíûì îáðàçîì çàâèñèò îò èíäåêñîâ Ìèëëåðà äëÿ ñå-
ìåéñòâà àòîìíûõ ïëîñêîñòåé, êîòîðûå òàêæå îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ëîêàëüíîé íîðìàëè n. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà
âíåøíåé íîðìàëè n â ñëåäóþùåì âèäå

n = − 𝑝√︀
1 + 𝑝2 + 𝑞2

e𝑥 −
𝑞√︀

1 + 𝑝2 + 𝑞2
e𝑦 +

1√︀
1 + 𝑝2 + 𝑞2

e𝑧, (9.1)

ãäå ìû ââåëè âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
𝑝 ≡ 𝜕𝑧/𝜕𝑥 è 𝑞 ≡ 𝜕𝑧/𝜕𝑦 (íàïðèìåð, [9.2, ãë. III] è [9.3, ãë. 5]). Ðàâíîâåñ-
íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ïîâåðõíîñò-
íîé ýíåðãèè

𝐸𝑠 =

∫︁∫︁
𝜎(n) 𝑑𝑆 (9.2)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà îáú¼ìà êðèñòàëëà

𝑉 =

∫︁∫︁
𝑧(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = const. (9.3)
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 𝜎(n) = 𝜎(𝑝, 𝑞) è ýëåìåíò êðèâîëèíåéíîé ïî-
âåðõíîñòè ðàâåí

𝑑𝑆 =
√︀
1 + 𝑝2 + 𝑞2 𝑑𝑥𝑑𝑦 (9.4)

(ñì., íàïðèìåð, [9.2, ãë. III] è [9.3, ãë. 5]), ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å îá îïðå-
äåëåíèè áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ ýôôåêòèâíîãî ôóíêöèîíàëà

𝐼 =

∫︁∫︁
ℱ(𝑝, 𝑞) 𝑑𝑥𝑑𝑦 − 2𝜆

∫︁
𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦, (9.5)

ãäå 𝜆 � íåîïðåäåë¼ííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü îáú-
¼ìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè, è

ℱ(𝑝, 𝑞) ≡ 𝜎(𝑝, 𝑞)
√︀

1 + 𝑝2 + 𝑞2 (9.6)

åñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Âû÷èñëèì âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ1 äëÿ ôóíêöèîíàëà (9.5)

𝛿𝐼

𝛿𝑧
= −2𝜆− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕ℱ
𝜕𝑝

)︂
− 𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕ℱ
𝜕𝑞

)︂
. (9.7)

1Предположим, что для некоторой поверхности 𝑧0(𝑥, 𝑦) частные производные рав-
ны 𝑝0 и 𝑞0. Если поверхность немного изменилась (𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑧0(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝑧(𝑥, 𝑦)), тогда
изменения частных производных будут равны

𝑝 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑝0 +

𝜕

𝜕𝑥
𝛿𝑧 и 𝑞 =

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑞0 +

𝜕

𝜕𝑦
𝛿𝑧.

Вследствие изменения аргументов подынтегральная функция ℱ(𝑝, 𝑞) также изменится
на величину

𝛿ℱ =
𝜕ℱ
𝜕𝑝

𝛿𝑝+
𝜕ℱ
𝜕𝑞

𝛿𝑞 =
𝜕ℱ
𝜕𝑝

𝜕

𝜕𝑥
𝛿𝑧 +

𝜕ℱ
𝜕𝑞

𝜕

𝜕𝑦
𝛿𝑧.

Вычислим приращение функционала (9.5) при небольшом изменении формы поверхно-
сти, считая, что на границе кристалла 𝛿𝑧 = 0

𝛿𝐼 =

∫︁∫︁
𝛿𝐹 𝑑𝑥𝑑𝑦 − 2𝜆

∫︁∫︁
𝛿𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁ (︂
𝜕ℱ
𝜕𝑝

𝜕

𝜕𝑥
𝛿𝑧 +

𝜕ℱ
𝜕𝑞

𝜕

𝜕𝑦
𝛿𝑧

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦 − 2𝜆

∫︁∫︁
𝛿𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦.

После интегрирования по частям первого слагаемого получаем

𝛿𝐼 = −
∫︁∫︁

𝛿𝑧

(︂
𝜕

𝜕𝑥

𝜕ℱ
𝜕𝑝

+
𝜕

𝜕𝑦

𝜕ℱ
𝜕𝑞

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦 − 2𝜆

∫︁∫︁
𝛿𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝛿𝑧

(︂
−2𝜆− 𝜕

𝜕𝑥

𝜕ℱ
𝜕𝑝

− 𝜕

𝜕𝑦

𝜕ℱ
𝜕𝑞

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦.

По определению вариационной производной 𝛿𝐼/𝛿𝑧 называется линейная по 𝛿𝑧 часть
полученного подынтегрального выражения, что приводит нас к соотношению (9.7).
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Äëÿ ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìóìó ôóíêöèîíàëà, âàðèàöèîí-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ 𝛿𝐼/𝛿𝑧 äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕ℱ
𝜕𝑝

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕ℱ
𝜕𝑞

)︂
+ 2𝜆 = 0. (9.8)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé2, ÷òî ôóíêöèÿ

ℱ(𝑝, 𝑞) = −𝜆 · (𝑝 𝑥+ 𝑞 𝑦 − 𝑧)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9.8). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå
(9.6), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ êðèñòàëëà îïòèìàëüíîé ôîðìû ñ ìèíèìàëüíîé
ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé è çàäàííûì îáú¼ìîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíî-
øåíèå

𝜎(𝑝, 𝑞) = −𝜆 · (−𝑝 𝑥− 𝑞 𝑦 + 𝑧)√︀
1 + 𝑝2 + 𝑞2

= 𝜆
(︀
n · r

)︀
, (9.9)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè [ñì. ôîðìóëó
(9.1)] è r = 𝑥 e𝑥 + 𝑦 e𝑦 + 𝑧 e𝑧 � ðàäèóñ-âåêòîð, èäóùèé èç óñëîâíîãî öåíòðà
êðèñòàëëà ê òî÷êàì íà åãî ïîâåðõíîñòè. Ñîîòíîøåíèå (9.9) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Âóëüôà, êîòîðàÿ ãîâîðèò
î òîì, ÷òî êðèñòàëë äîëæåí áûòü îãðàíè÷åí ñèñòåìîé ïëîñêîñòåé, ðàññòî-
ÿíèå äî êîòîðûõ îò öåíòðà êðèñòàëëà ïðîïîðöèîíàëüíî ïîâåðõíîñòíîìó
íàòÿæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé àòîìíîé ïëîñêîñòè.

Íà÷í¼ì îáñóæäåíèå ñî ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ: 𝜎(𝑝, 𝑞) = 𝜎0, òîãäà òåîðåìà Âóëüôà ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå 𝜎0 = 𝜆 |n| |𝑟| cos èëè

ℎ ≡ |𝑟| cos 𝜃 = 𝜎0

𝜆
, (9.10)

ãäå 𝜃 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè n è r, ℎ � ðàññòîÿíèå îò óñëîâíîãî öåíòðà
êðèñòàëëà äî ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 9.2a). Èç óðàâíåíèÿ (9.10) ñëåäóåò, ÷òî
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êðèñòàëëà äî ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâà-
þùåé êðèñòàëë, áóäåò ïîñòîÿííûì è ðàâíûì 𝜎0/𝜆. Ñëåäîâàòåëüíî, ñôåðè-
÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿííûì ðàäèóñîì êðèâèçíû è ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ ñ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé.

2В самом деле,

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕

𝜕𝑝
(−𝜆) ·

(︀
𝑝 𝑥+ 𝑞 𝑦 − 𝑧

)︀)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕

𝜕𝑞
(−𝜆) ·

(︀
𝑝 𝑥+ 𝑞 𝑦 − 𝑧

)︀)︂
+ 2𝜆 =

𝜕

𝜕𝑥
(−𝜆)𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
(−𝜆) 𝑦 + 2𝜆 = −𝜆 − 𝜆 + 2𝜆 = 0,

что и требовалось доказать.
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Рис. 9.2. (a) Элементы построения для определения равновесной формы кристалла
согласно теореме Вульфа. (b) Пример построения Вульфа для определения равновесной
формы двумерного островка на подложке с гексагональной решёткой

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ðàâíîâåñíîé ôîðìû êðèñòàëëîâ ñ ó÷¼òîì àíè-
çîòðîïèè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Âûáåðåì íåêîòîðóþ ãðàíü ñ âåêòî-
ðîì íîðìàëè n1, äëÿ êîòîðîé ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ðàâíî 𝜎1, òîãäà ñî-
ãëàñíî (9.9) ïîëó÷àåì ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî íåêîòîðîé àòîì-
íîé ïëîñêîñòè âûáðàííîãî ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé ℎ1 = 𝜎1/𝜆, ãäå 𝜃 � óãîë
ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì è âåêòîðîì íîðìàëè n1 (ðèñ. 9.2a). Åñëè âû-
áðàòü äðóãîå ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé ñ âåêòîðîì íîðìàëè n2 è ïîâåðõíîñò-
íûì íàòÿæåíèåì 𝜎2 è ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñ-
ñòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî íåêîòîðîé àòîìíîé ïëîñêîñòè âûáðàííîãî
ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé ℎ2 = 𝜎2/𝜆. Ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâ-
ëåíèé è îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé, ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòü
ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ ëåæèò ê íà÷àëó êîîðäèíàò áëèæå, ÷åì ëþáàÿ èç
îãðàíè÷èâàþùèõ ïëîñêîñòåé3. Ïîëó÷åííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò ðàâíî-
âåñíîé ôîðìå êðèñòàëëà ñ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé. Ïîñòðîå-
íèå Âóëüôà äëÿ äâóìåðíîãî îñòðîâêà ñ ãåêñàãîíàëüíîé ðåø¼òêîé ïîêàçàíî
íà ðèñ. 9.2b. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàíèöà îñòðîâêà äîëæíà èìåòü âèä ïðà-
âèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ôîðìà êðè-
ñòàëëà ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèì ïðîÿâëåíèåì ñèììåòðèè åãî êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû õàðàêòåðíûå
èçëîìû íà ãðàíèöå äâóìåðíûõ îñòðîâêîâ áóäóò ñãëàæèâàòüñÿ, â ðåçóëüòàòå
÷åãî îñòðîâêè áóäóò âñå áîëüøå íàïîìèíàòü äèñêè (íàïðèìåð, [9.7]).

3Построение Вульфа напоминает построение элементарной ячейки Вигнера – Зейтца
или первой зоны Бриллюэна в физике твёрдого тела.

164



9.2 Смачивание и краевой угол Юнга

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Âóëüôà íåñïðàâåäëèâà äëÿ íåîäíîðîäíûõ (èíà-
÷å ãîâîðÿ, ãåòåðîãåííûõ) ñèñòåì. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
î ðàâíîâåñíîé ôîðìå êàïëè íà ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè (ðèñ. 9.3). Áóäåì ðàç-
ëè÷àòü ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íà ãðàíèöå ¾êàïëÿ-ãàç¿ 𝜎13, ¾ïîäëîæêà-
ãàç¿ 𝜎23 è ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ ãðàíèöû ¾êàïëÿ-ïîäëîæêà¿ 𝜎12. Êàê
è â çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè ðàâíîâåñíîé ôîðìû êðèñòàëëà, ìû äîëæíû
îïðåäåëèòü èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè îáðàçîâàíèè êàïëè.

ϕ

ϕ

R

(a)

σ23
σ12

σ13
σ23

σ12

σ13
1

2

3ϕ

(b)

Рис. 9.3. (a) Представление свободной поверхности капли на плоской поверхности
как шарового сегмента, где 𝑅 – радиус кривизны и 𝜙 – краевой угол. (b) Баланс сил
поверхностного натяжения, действующих вдоль поверхностей раздела, который даёт
формулу Юнга (9.14)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàïëÿ èìååò ôîðìó øàðîâîãî ñåãìåíòà ðàäè-
óñà 𝑅 ñ óãëîì ïðè îñíîâàíèè 𝜙 (ðèñ. 9.3a). Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíóþ
ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ äëÿ êàïëè çàäàííîãî îáú¼ìà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝐹 = 𝜎13 𝑆 + (𝜎12 − 𝜎23)𝑆0 − 𝜆𝑉, (9.11)

ãäå 𝜆 � íåîïðåäåë¼ííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà,

𝑆 = 2𝜋𝑅2 (1− cos𝜙) è 𝑆0 = 𝜋𝑅2 sin2 𝜙

åñòü ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè øàðîâîãî ñåãìåíòà è åãî îñíîâàíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî;

𝑉 =
𝜋𝑅3

3

(︁
2(1− cos𝜙)− sin2 𝜙 cos𝜙

)︁
åñòü îáú¼ì øàðîâîãî ñåãìåíòà. Îïðåäåëÿÿ ìèíèìóì ýíåðãèè 𝐹 ïî íåçàâè-
ñèìûì ïåðåìåííûì 𝑅 è 𝜙, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

4𝜎13(1− cos𝜙) + 2 (𝜎12 − 𝜎23) sin
2 𝜙−

−𝜆𝑅
(︁
2(1− cos𝜙)− sin2 𝜙 cos𝜙

)︁
= 0, (9.12a)

2𝜎13 sin𝜙+ 2 (𝜎12 − 𝜎23) sin𝜙 cos𝜙− 𝜆𝑅 sin2 𝜙 sin𝜙 = 0. (9.12b)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (9.12) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

sin𝜙 = 0 (9.13)

íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíî-
ìó ñìà÷èâàíèþ è ôîðìèðîâàíèþ óëüòðàòîíêîé ïë¼íêè, ðàñòåêàþùåéñÿ ïî
âñåé ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè ïîäîáíî êàïëå ìàñëà èëè áåíçèíà íà ïîâåðõ-
íîñòè âîäû.

Ïðåäïîëàãàÿ sin𝜙 ̸= 0 è èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (9.12) ñëàãàåìûå, ñî-
äåðæàùèå 𝜆, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðàåâîãî óãëà (èëè óãëà
ñìà÷èâàíèÿ) 𝜙

4𝜎13(1− cos𝜙) + 2 (𝜎12 − 𝜎23) sin
2 𝜙−

−
(︁
2𝜎13 + 2(𝜎12 − 𝜎23) cos𝜙

)︁ (︂2(1− cos𝜙)

sin2 𝜙
− cos𝜙

)︂
= 0.

Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ

cos𝜙 =
𝜎23 − 𝜎12

𝜎13

. (9.14)

Ñîîòíîøåíèå (9.14) èçâåñòíî êàê ôîðìóëà Þíãà (T. Young).

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ïðîñòóþ ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ôîðìóëû
Þíãà [9.4�9.6]. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà îáùåé ôèçèêè, êîýôôèöèåíò ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí ñèëå, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ëþ-
áîé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ïîâåðõíîñòü, ïî êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè.
Çàïèñûâàÿ áàëàíñ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êó
ñîïðèêîñíîâåíèÿ òðåõ ôàç âäîëü ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 9.3b), ïîëó÷àåì

𝜎13 · cos𝜙+ 𝜎12 − 𝜎23 = 0. (9.15)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (9.15) ýêâèâàëåíòíî (9.14).

9.3 Режимы роста тонких плёнок

Ñëåäóÿ ìîíîãðàôèÿì [9.4�9.6], îáñóäèì îñíîâíûå ðåæèìû ðîñòà ïë¼íîê,
îñíîâûâàÿñü íà ôîðìóëàõ äëÿ êðàåâîãî óãëà (9.13) è (9.14).

Â ñëó÷àå 𝜎23 −𝜎12 < 𝜎13 óñëîâèå (9.14) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî çà ñ÷¼ò
ïðàâèëüíîãî âûáîðà êðàåâîãî óãëà 𝜙. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ îñòðîâ-
êîâûé ìåõàíèçì ðîñòà, òàêæå èìåíóåìûé ìåõàíèçìîì Ôîëüìåðà � Âåáåðà
(Vollmer � Weber), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì ïðîöåññà îáðàçîâà-
íèÿ êàïåëü æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè äëÿ ñèñòåìû ¾òâ¼ðäîå òåëî � æèä-
êîñòü � ïàð¿ (ðèñ. 9.4a). Àòîìû îñàæäàåìîãî âåùåñòâà â äàííîì ñëó÷àå
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(a) (b) (c)

Рис. 9.4. Схематическое представление последовательных стадий для трёх основных
механизмов роста гомо- и гетероэпитаксиальных структур: (a) островковый рост Фоль-
мера – Вебера, (b) послойный рост Франка – Ван дер Мерве, (c) послойно-островковый
рост Странского – Крастанова. Рисунок адаптирован из монографии 9.4

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñèëüíåå, ÷åì ñ ïîäëîæêîé. Â îñòðîâêîâîì ìåõàíèç-
ìå ðîñòà îñòðîâêè ñ ñàìîãî íà÷àëà ðàñòóò â òð¼õ èçìåðåíèÿõ, ïðåâðàùàÿñü
â áîëüøèå òð¼õìåðíûå îñòðîâêè è, ïîñëå çàïîëíåíèÿ ïðîìåæóòêîâ ìåæäó
íèìè, îáðàçóþò ñïëîøíóþ øåðîõîâàòóþ ïë¼íêó (ñì. Ëåêöèþ 11).

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå 𝜎23 − 𝜎12 > 𝜎13 ðàâåíñòâî (9.14) íå ìîæåò
áûòü óäîâëåòâîðåíî íè äëÿ êàêîãî çíà÷åíèÿ êðàåâîãî óãëà, ïîýòîìó ñëå-
äóåò ðàññìîòðèâàòü âòîðîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝜙 = 0, ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåæèìó èäåàëüíîãî ñìà÷èâàíèÿ. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñöåíàðèÿ ðîñòà.

Âî-ïåðâûõ, ïë¼íêà àäñîðáàòà ìîæåò âñå âðåìÿ ðàñòè ïîñëîéíî, ïîêðû-
âàÿ ïîëíîñòüþ ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü óñëîâèå
ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (9.15) íà ïîâåðõíîñòè èç àíàëèçà. Â ýòîì ñëó-
÷àå àòîìû îñàæäàåìîãî âåùåñòâà ñâÿçàíû ñ ïîäëîæêîé ñèëüíåå, ÷åì äðóã
ñ äðóãîì. Ïðè ïîñëîéíîì ðîñòå îñòðîâêè ðàñòóò â äâóõ èçìåðåíèÿõ è èõ
ñëèÿíèå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ äâóìåðíûõ òîíêèõ ïë¼íîê ìîíîàòîìíîé
òîëùèíû4. Åñëè íîâûå äâóìåðíûå îñòðîâêè âîçíèêàþò òîëüêî íà ïîëíî-
ñòüþ ñôîðìèðîâàâøåìñÿ àòîìàðíî ãëàäêîì ïðåäûäóùåì ñëîå, òî ãîâîðÿò
î ÷èñòî ïîñëîéíîì ðîñòå, èëè î ðîñòå ïî ìåõàíèçìó Ôðàíêà � Âàí äåð
Ìåðâå (Frank � van der Merve). Åñëè îñòðîâêè ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ íà
÷àñòè÷íî çàïîëíåííîì ïðåäûäóùåì ñëîå, òî ãîâîðÿò î ïîëèñëîéíîì ðîñòå
(ðèñ. 9.4b). Îáû÷íî ÷èñòî ïîñëîéíûé ðîñò íàáëþäàåòñÿ ïðè âûñîêèõ òåìïå-
ðàòóðàõ ïðè ðàçâèòîé ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèè, ïîëèñëîéíûé ðîñò � ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïîâåðõíîñòè è ïîäàâëåííîé ïîâåðõíîñòíîé äèôôó-
çèè.

Âî�âòîðûõ, â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ïðîìåæóòî÷íûé ìåõà-
íèçì ðîñòà, èëè ìåõàíèçì Ñòðàíñêîãî � Êðàñòàíîâà (Stranski � Krastanov).
Â ýòîì ñëó÷àå íåñêîëüêî ïåðâûõ ìîíîñëî¼â ðàñòóò ïîñëîéíî, à çàòåì ïðî-
èñõîäèò ñìåíà ìåõàíèçìà ðîñòà íà îñòðîâêîâûé (ðèñ. 9.4c). Ïðè÷èíà ñìåíû
ìåõàíèçìà ðîñòà âñåãäà ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ

4Отметим, что при гомоэпитаксиальном росте 𝛼12 = 0 и 𝛼13 ≃ 𝛼23, поэтому cos𝜙 = 1
и 𝜙 = 0; следовательно, гомоэпитаксиальные плёнки должны расти послойно.
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ïîñëå ôîðìèðîâàíèÿ ñìà÷èâàþùåãî ñëîÿ. Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ
ðîñòà ïî ìåõàíèçìó Ñòðàíñêîãî � Êðàñòàíîâà ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîýïèòàêñè-
àëüíûå ñèñòåìû ñ ðàññîãëàñîâàíèåì ïî ïàðàìåòðó ðåø¼òêè. Â ðàññîãëàñî-
âàííûõ ñèñòåìàõ ñìåíà ìåõàíèçìà ðîñòà îáúÿñíÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé
ðåëàêñàöèåé óïðóãèõ íàïðÿæåíèé â òð¼õìåðíûõ îñòðîâêàõ. Â ðåçóëüòà-
òå, ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé òîëùèíû ñìà÷èâàþùåãî ñëîÿ,
òð¼õìåðíûé ðîñò ñòàíîâèòñÿ áîëåå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì, ÷åì ïîñëîé-
íûé (ñì. Ëåêöèþ 10).

9.4 Фазовый переход поверхности в шероховатое состояние
при конечной температуре

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå òåìïåðàòóðû íà ìèêðîñêîïè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
ðàâíîâåñíîé ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà è ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîâûøåíèè òåìïå-
ðàòóðû ïëîòíîóïàêîâàííàÿ ãðàíü êðèñòàëëà ìîæåò ïåðåéòè â øåðîõîâàòîå
ñîñòîÿíèå. Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåõîäà ïîâåðõíîñòè â øåðî-
õîâàòîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî ñëîæíóþ çàäà÷ó è âûõîäèò
çà ðàìêè ýòèõ ëåêöèé (ñì., íàïðèìåð, [9.8]), ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ïðîñòîé ìîäåëè, ïåðåäàþùåé ñóòü ÿâëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà íàõîäèòñÿ ñëîé ìîíàòîì-
íîé òîëùèíû èç 𝑁1 àäñîðáèðîâàííûõ àòîìîâ (àäàòîìîâ), ïðè ýòîì ÷èñëî
äîñòóïíûõ äëÿ ðàçìåùåíèÿ ìåñò ðàâíî 𝑁 ; ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü çàïîë-
íåíèÿ (èëè ïîêðûòèå) 𝜃 ≡ 𝑁1/𝑁 ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû.
Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè çíà÷åíèÿ 𝜃 = 0 è 1 ñîîòâåòñòâóþò èäåàëüíî ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòè, à 𝜃 = 1/2 � íàèáîëåå5 øåðîõîâàòîé.

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà òåðìîäèíàìèêè, ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòå-
ìû ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå 𝑇 ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè
𝐹 ≡ 𝑈 − 𝑇 𝑆, ãäå 𝑈 � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû è 𝑆 � ýíòðîïèÿ. Îöå-
íèì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü
ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó îáîðâàííûõ ñâÿçåé

𝑈 ≃ 𝜀0𝑁1 𝑍 (1− 𝜃) ≃ 𝜀0𝑁 𝑍 𝜃 (1− 𝜃), (9.16)

ãäå 𝜀0 � ýíåðãèÿ îäíîé îáîðâàííîé ñâÿçè, 𝑍 � ðàçíîñòü êîîðäèíàöèîííûõ
÷èñåë äëÿ àòîìà âíóòðè ïëîòíîóïàêîâàííîé ãðàíè è äëÿ àòîìà íà ïîâåðõ-
íîñòè, ôàêòîð 1 − 𝜃 îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü íàéòè ðàçîðâàííóþ ñâÿçü íà
ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà ðÿäîì c äàííûì äåôåêòîì óïàêîâêè.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå ýíòðîïèè ñèñòåìû ïî ôîðìóëå Áîëüöìàíà

𝑆 = 𝑘𝐵 ln𝑊, (9.17)

5 Реальный переход поверхности в шероховатое состояние вследствие разрыва хи-
мических связей будет захватывать несколько приповерхностных слоёв, что и создает
проблемы для теоретического описания такого процесса. Для простоты мы будем счи-
тать, что частично заполненным являются только два верхних слоя.
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Рис. 9.5. Зависимоcть нормированной свободной энергии, описываемой
уравнением (9.23), от покрытия 𝜃 и температуры, а также схематическое
представление равновесной структуры поверхности

ãäå 𝑘𝐵 � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà è

𝑊 =
𝑁 !

𝑁1! (𝑁 −𝑁1)!
(9.18)

åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ 𝑁1 ÷àñòèö ïî 𝑁 ÿ÷åéêàì. Äàëåå ìû áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â êàæäîì óçëå ìîæåò ðàçìåñòèòüñÿ íå áîëåå îäíîãî
àòîìà. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9.18) â ôîðìóëó (9.17), ïîëó÷àåì6

𝑆 ≃ 𝑘𝐵 𝑁

{︂
ln𝑁 − 𝑁1

𝑁
ln𝑁1 −

(︂
1− 𝑁1

𝑁

)︂
ln (𝑁 −𝑁1)

}︂
. (9.19)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

𝑆 = 𝑘𝐵 𝑁
{︁
ln𝑁 − 𝜃 ln 𝜃 − 𝜃 ln𝑁 − (1− 𝜃) ln (1− 𝜃)− (1− 𝜃) ln𝑁

}︁
=

= −𝑘𝐵 𝑁
{︁
𝜃 ln 𝜃 + (1 − 𝜃) ln (1 − 𝜃)

}︁
. (9.20)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýíòðîïèÿ äëÿ ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííûõ ñîñòîÿíèé 𝜃 = 0
è 𝜃 = 1 ìèíèìàëüíà è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè 𝜃 = 1/2. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî
óâåëè÷åíèå ýíòðîïèè äëÿ øåðîõîâàòîãî ñîñòîÿíèÿ êîìïåíñèðóåò óâåëè÷å-
íèå âíóòðåííåé ýíåðãèè èç-çà ðàçðûâà ñâÿçåé, ÷òî äåëàåò ïåðåõîä â íåóïî-
ðÿäî÷åííîå ñîñòîÿíèå ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì.

Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (9.16) è (9.19), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ íîð-
ìèðîâàííîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè

𝐹 ′ ≡ 𝐹

𝑘𝐵𝑇 𝑁
= 𝜂 𝜃 (1− 𝜃) + 𝜃 ln 𝜃 + (1− 𝜃) ln (1− 𝜃), (9.21)

6Напоминаем формулу Стирлинга ln𝑁 ! ≃ 𝑁 ln𝑁 , которая используется для упро-
щения выражения (9.19).
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ãäå 𝜂 ≡ 𝑍𝜀0/(𝑘𝐵𝑇 ) � ïàðàìåòð, ðàâíûé îòíîøåíèþ ýôôåêòèâíîé ýíåðãèè
ñâÿçè ê ñðåäíåé òåïëîâîé ýíåðãèè. Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïðîèçâîäíóþ 𝑑𝐹 ′/𝑑𝜃,
íàõîäèì, ÷òî ïîêðûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìóìàì ñâîáîäíîé ýíåðãèè,
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

𝜂 (1− 2𝜃*) + ln

(︂
𝜃*

1− 𝜃*

)︂
= 0. (9.22)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îäèí ýêñòðåìóì çàâèñèìîñòè 𝐹 îò 𝜃 âñåãäà íàõîäèò-
ñÿ ïðè 𝜃* = 1/2 è â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà 𝜂 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ëîêàëü-
íûì ìèíèìóìîì (ïðè 𝜂 > 2), ëèáî ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì (ïðè 𝜂 < 2)
(ðèñ. 9.5). Êðîìå ýòîãî ïðè óñëîâèè 𝜂 > 2 ïîÿâëÿþòñÿ äâà ìèíèìóìà
ïðè 𝜃*1 è 𝜃*2 = 1 − 𝜃*1, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè
𝜃 = 1/2. Ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ñ ïî÷òè ãëàäêîé ïîâåðõ-
íîñòüþ ñ ìàëûìè è áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïîêðûòèÿ.

Â íàøåé ìîäåëè ìàëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 𝜂 ñîîòâåòñòâóþò ìàëûì
ýíåðãèÿì ñâÿçè è/èëè âûñîêèì òåìïåðàòóðàì; áîëüøèå çíà÷åíèÿ 𝜂 �
áîëüøèì ýíåðãèÿì ñâÿçè è/èëè íèçêèì òåìïåðàòóðàì. Èíûìè ñëîâàìè,
ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû äîëæåí ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ïîâåðõíîñòè èç
ïî÷òè óïîðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ â íåóïîðÿäî÷åííîå ñîñòîÿíèå ñ ðàçâèòîé
øåðîõîâàòîñòüþ. Èñïîëüçóÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íîðìèðîâàí-
íîé ýíåðãèè ñâÿçè 𝜂𝑐 = 2, îïðåäåëèì êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà

𝑇𝑐 ≡
𝑍𝜀0

𝑘𝐵𝜂𝑐
=
𝑍𝜀0

2𝑘𝐵

è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâàííîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè (9.23) â âè-
äå

𝐹 ′ =
2𝑇𝑐
𝑇

· 𝜃 (1− 𝜃) + 𝜃 ln 𝜃 + (1− 𝜃) ln (1− 𝜃). (9.23)

Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò ïîêðûòèÿ è òåìïåðàòóðû ïî-
êàçàíû íà ðèñ. 9.5. Äëÿ ðåàëüíûõ òâ¼ðäûõ òåë çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé òåì-
ïåðàòóðû ïåðåõîäà â øåðîõîâàòîå ñîñòîÿíèå ëåæèò, êàê ïðàâèëî, âáëèçè
òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ.

Çàâèñèìîcòü ðàâíîâåñíîãî ïîêðûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìóìó ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè, îò òåìïåðàòóðû ïîêàçàíà íà ðèñ. 9.6.

Â ïðåäåëå âûñîêèõ òåìïåðàòóð, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå
(𝑇 → 𝑇𝑐), ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèÿ 𝜃*1 = 1/2− 𝜀
è 𝜃*2 = 1/2 + 𝜀, ãäå 𝜀→ 0. Ðàñêëàäûâàÿ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ â ñî-
îòíîøåíèè (9.22) â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó 𝜀, ïîëó÷àåì

ln

(︂
𝜃*1

1− 𝜃*1

)︂
= ln

(︂
1− 2𝜀

1 + 2𝜀

)︂
= ln(1− 2𝜀)− ln(1 + 2𝜀) ≃ −4𝜀− 16

3
𝜀3.
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Рис. 9.6. Зависимоcть равновесных значений покрытия от температуры со-
гласно соотношению (9.22), где 𝜂 = 2𝑇𝑐/𝑇

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå (9.22), ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî 𝜀

4

(︂
1− 𝑇𝑐

𝑇

)︂
+

16

3
𝜀2 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò

𝜀 =

√︃
3

4

(︂
𝑇𝑐
𝑇

− 1

)︂
è 𝜃*1,2 ≃

1

2
±

√︃
3

4

(︂
1− 𝑇

𝑇𝑐

)︂
.

Â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð (𝑇 ≪ 𝑇𝑐) ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî 𝜃*1 → 0
è 𝜃*2 → 1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (9.22) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê
2𝑇𝑐/𝑇 + ln 𝜃*1 = 0, ðåøåíèeì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

𝜃*1 = 𝑒−2𝑇𝑐/𝑇 = exp

(︂
−𝑍𝜀0

𝑘𝐵𝑇

)︂
è 𝜃*2 = 1− exp

(︂
−𝑍𝜀0

𝑘𝐵𝑇

)︂
.

Ýòè îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà ïðè íèçêîé, íî êî-
íå÷íîé òåìïåðàòóðå âñåãäà ñóùåñòâóþò äåôåêòû (àäàòîìû èëè âàêàíñèè)
äàæå ïðè èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà è ïîäãîòîâêè îá-
ðàçöîâ.

9.5 Механизмы релаксации поверхности к равновесной форме

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðåëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè ê ðàâíîâåñíîé ôîðìå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà, êîòîðàÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâå-
ñèÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ äîëæíà áûòü àòîìàðíî ãëàäêîé, â ðåçóëü-
òàòå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (íåîäíîðîäíîñòåé òåìïåðàòóðû è/èëè ïîòîêà
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îñàæäàåìîãî âåùåñòâà) ïåðåøëà â ñîñòîÿíèå ñ êðóïíîìàñøòàáíûìè øåðî-
õîâàòîñòÿìè (ðèñ. 9.7).

δµ > 0

δµ < 0

z

x

z(x, y)

Рис. 9.7. Cхематическое представление процессов релаксации
поверхности к равновесной форме

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) îïèñûâàåò ôîðìó ãðàíèöû ðàçäåëà ¾òâ¼ðäîå
òåëî � ãàç¿. ×àñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ôîðìû ïîâåðõ-
íîñòè, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

𝐹 =
(𝜇тв − 𝜇г)

Ω0

∫︁
𝑧(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝜎

∫︁ √︀
1 + (∇𝑧)2 𝑑𝑥𝑑𝑦. (9.24)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (9.24) îïèñûâàåò èçìåíåíèå ýíåðãèè, âû-
çâàííîå èçìåíåíèåì îáú¼ìà êðèñòàëëà 𝑉𝑠 èç-çà ïåðåõîäà ÷àñòè âåùåñòâà èç
ãàçîâîé ôàçû ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 𝜇г â òâåðäîòåëüíóþ ôàçó ñ õè-
ìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 𝜇тв; çäåñü Ω0 � îáú¼ì îäíîãî àòîìà â òâ¼ðäîé ôàçå
è 𝑉𝑠/Ω0 � ÷èñëî àòîìîâ â òâ¼ðäîì òåëå. Âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè
(9.24) îïèñûâàåò èçìåíåíèå ýíåðãèè, ñâÿçàííîå ñ èçìåíåíèåì ïëîùàäè ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà [ñðàâíèòå ñ ñîîòíîøåíèåì (9.4)], ïðè ýòîì ïîâåðõíîñò-
íîå íàòÿæåíèå 𝜎 äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò.
Ýôôåêòèâíûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äëÿ äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè
ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè7

𝜇эфф ≡ Ω0

𝛿𝐹

𝛿𝑧
= (𝜇тв − 𝜇г)− 𝜎Ω0

Δ𝑧(︀
1 + (∇𝑧)2

)︀3/2
, (9.25)

ãäåΔ � îïåðàòîð Ëàïëàñà è𝐾 = −Δ𝑧/
(︀
1+(∇𝑧)2

)︀3/2
� ëîêàëüíàÿ êðèâèçíà

ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè âîçíèêà-
åò ïîïðàâêà ê õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó êðèñòàëëà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîâåðõ-

7Химический потенциал системы с переменным числом частиц 𝑁 можно определить
как частную производную свободной энергии по числу частиц: 𝜇 = (𝜕𝐹/𝜕𝑁)𝑇,𝑉 . По-
скольку изменение числа частиц пропорционально изменению объёма твёрдого тела, то
разность химических потенциалов для системы с плоской поверхностью можно опре-
делить как вариационную производную 𝜇тв − 𝜇г = Ω0 𝛿𝐹/𝛿𝑧. Выражение (9.25) можно
рассматривать как обобщение этого соотношения на случай неплоской поверхности.
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íîñòíûì íàòÿæåíèåì è ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ëîêàëüíîé êðèâèçíå ïîâåðõíî-
ñòè [9.9]

𝛿𝜇эфф ≡ −𝜎Ω0

Δ𝑧(︀
1 + (∇𝑧)2

)︀3/2
, (9.26)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ¾âïàäèí¿ Δ𝑧 > 0 è ïîýòîìó ïîïðàâêà ê õèìè÷åñêîìó
ïîòåíöèàëó îòðèöàòåëüíà; íàîáîðîò, äëÿ ¾âûïóêëîñòåé¿ Δ𝑧 < 0 è ïîïðàâ-
êà ïîëîæèòåëüíà. Òàêîå ðàçëè÷èå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ñëåä-
ñòâèå ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ðàçîðâàííûõ ñâÿçåé â ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ïîâåðõíî-
ñòè ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåõîä
àòîìîâ èç îáëàñòåé âáëèçè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ 𝑧(𝑥, 𝑦) â îáëàñòè âáëèçè
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ 𝑧(𝑥, 𝑦) áóäåò ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì8.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü íàõîäèòñÿ â äèíàìè÷åñêîì ðàâíî-
âåñèè ñ íàñûùåííûì ïàðîì ïðè íåêîòîðîì äàâëåíèè 𝑝0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ãàçà è êðèñòàëëà â ñðåäíåì (ïî ïëîùàäè ïîâåðõíî-
ñòè) ðàâíû è ïðîöåññû àäñîðáöèè è äåñîðáöèè (èñïàðåíèÿ) êîìïåíñèðóþò
äðóã äðóãà. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ðåëàêñàöèè êðóïíîìàñ-
øòàáíûõ ¾ïëàâíûõ¿ íåîäíîðîäíîñòåé (åñëè (∇𝑧)2 ≪ 1, òî 𝐾 = −𝑧′′) â
îäíîìåðíîé çàäà÷å äèôôóçèè, êîãäà 𝛿𝜇эфф = −𝜎Ω0 𝑧

′′.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïåðåíîñ âåùåñòâà ïðîèñõîäèò ÷åðåç ãàçîâóþ
ôàçó [9.9]. Íàïîìíèì, ÷òî èçáûòî÷íîå äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà 𝛿𝑝 íàä
èçîãíóòîé ïîâåðõíîñòüþ ñâÿçàíî ñ ëîêàëüíîé êðèâèçíîé 𝐾 èçâåñòíûì ñî-
îòíîøåíèåì Ãèááñà � Òîìñîíà (áîëåå ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ áóäåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ â Ëåêöèè 11)

𝛿𝑝 = 𝑝0

𝜎Ω0

𝑘𝐵𝑇
𝐾 ≃ −𝑝0

𝜎Ω0

𝑘𝐵𝑇
𝑧′′,

ãäå 𝑝0 � ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå ïàðà íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ [ñì. ôîðìóëó
(11.21)]. Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, ïîïàäàþùèõ íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäîãî
òåëà èç ãàçîâîé ôàçû, â ðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
âèäà 𝑛(𝑥) = 𝑝(𝑥)/

√︀
2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇 , ãäå 𝑚 � ìàññà àòîìà. Äèôôóçèîííûé ïîòîê

àòîìîâ ãàçîâîé ôàçû èç îáëàñòè ¾âûïóêëîñòåé¿ â îáëàñòè ¾âïàäèí¿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ êîíöåíòðàöèé è äàâëåíèé

𝐽дифф =
𝛿𝑝√︀

2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇
= −𝑝0 𝑧

′′ 𝜎Ω0(︀
2𝜋𝑚

)︀1/2 (︀
𝑘𝐵𝑇

)︀3/2
.

8Аналогичный эффект (зависимость химического потенциала от радиуса капли) мы
будем рассматривать в Лекции 11 при обсуждении модели коалесценции Лифшица –
Слёзова. В частности, мы покажем, что поправка к химическому потенциалу для капли
сферической формы равна 𝛿𝜇

эфф
= 2𝜎Ω0/𝑅, где 𝑅 – радиус капли [см. соотношение

(11.24)].
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Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ ïðîôèëÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè
âäîëü ëîêàëüíîé íîðìàëè îò öåíòðà êðèâèçíû îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì
ñîîòíîøåíèåì 𝜕𝑧/𝜕𝑡 = −Ω0 𝐽дифф, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
òèïà óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

�̇� = 𝐷эфф

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑧(𝑥, 𝑡), (9.27)

ãäå 𝐷эфф ≡ 𝑝0 𝜎Ω
2
0/
(︀
(2𝜋𝑚)1/2 (𝑘𝐵𝑇 )

3/2
)︀
� ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèô-

ôóçèè, íå èìåþùèé íèêàêîãî îòíîøåíèÿ íè ê êîýôôèöèåíòó äèôôóçèè
÷àñòèö ãàçîâîé ôàçû, íè ê êîýôôèöèåíòó ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèè. Ïîä-
÷åðêí¼ì åùå ðàç, ÷òî óðàâíåíèå (9.27) îïèñûâàåò ðåëàêñàöèþ ïîâåðõíîñòè
ê ðàâíîâåñíîé ôîðìå çà ñ÷¼ò ëîêàëüíîãî èñïàðåíèÿ ¾âûïóêëîñòåé¿ è êîí-
äåíñàöèè àòîìîâ â îáëàñòè ¾âïàäèí¿.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.27) â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå

𝑧(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
𝑧𝑘(𝑡) 𝑒

−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑘,

ãäå 𝑘 � âîëíîâîé âåêòîð ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè. Äëÿ
ôóðüå-êîìïîíåíò 𝑧𝑘 ïîëó÷èì óðàâíåíèå

�̇�𝑘 = −𝐷эфф 𝑘
2 𝑧𝑘(𝑡), (9.28)

êîòîðîå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåå ðåøåíèå äëÿ âñåõ ôóðüå-
ãàðìîíèê

𝑧𝑘(𝑡) = 𝑧𝑘(0) 𝑒
−𝜆(𝑘) 𝑡, ãäå 𝜆(𝑘) = 𝐷эфф 𝑘

2. (9.29)

Õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè 𝜏 ≡ 1/𝜆(𝑘) = (𝐷эфф𝑘
2)−1 î÷åâèäíûì îáðà-

çîì çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà è òåìïåðàòóðû; ñëåäîâàòåëüíî, ìåëêî-
ìàñøòàáíûå âîçìóùåíèÿ ñ á�îëüøèìè çíà÷åíèÿìè 𝑘 áóäóò ðåëàêñèðîâàòü
áûñòðåå êðóïíîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé, ïðè ýòîì õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðå-
ëàêñàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû.

Äðóãèå ìåõàíèçìû ðåëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [9.9].
Îòìåòèì, ÷òî ðåëàêñàöèÿ ïîâåðõíîñòè çà ñ÷¼ò ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèè9

îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà

�̇� = −𝐷′
эфф

𝑑4

𝑑𝑥4
𝑧(𝑥, 𝑡), (9.30)

ãäå 𝐷′
эфф � êîýôôèöèåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé ïîâåðõíîñòíîìó íàòÿæå-

íèþ è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûé òåìïåðàòóðå. Ýòî óðàâíåíèå òàêæå
èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèå ðåøåíèÿ âèäà (9.29) ñ äåêðåìåíòîì

9Этот механизм, аналогичный процессу нелинейной диффузии Кана – Хилларда в
твёрдых распадающихся растворах, будет рассматриваться в Лекции 12.

174



𝜆(𝑘) = 𝐷′
эфф 𝑘

4. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðåëàêñàöèè ìåëêîìàñ-
øòàáíûõ âîçìóùåíèé äîëæíû ïðîèñõîäèòü â îñíîâíîì çà ñ÷¼ò ïîâåðõíîñò-
íîé äèôôóçèè, à êðóïíîìàñøòàáíûõ � çà ñ÷¼ò äèôôóçèè ÷åðåç ãàçîâóþ
ôàçó.

Ìîæåò ñëîæèòüñÿ îáìàí÷èâîå âïå÷àòëåíèå, ÷òî ðàññìîòðåííûå ïðîöåñ-
ñû ðåëàêñàöèè ïîâåðõíîñòè ðåøàþò ïðîáëåìó ñîçäàíèÿ àòîìàðíî ãëàä-
êèõ ïîäëîæåê è ìíîãîñëîéíûõ ýïèòàêñèàëüíûõ ñòðóêòóð áåç øåðîõîâàòî-
ñòåé. Îäíàêî åñòü ôàêòîðû, ïðåïÿòñòâóþùèå îïèñàííîé ðåëàêñàöèè. Âî-
ïåðâûõ, íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà ïîìèìî øåðîõîâàòîñòåé ñóùåñòâóþò
äðóãèå íåîäíîðîäíîñòè, òàêèå êàê äèñëîêàöèè è âíóòðåííèå ìåõàíè÷åñêèå
íàïðÿæåíèÿ, à òàêæå èíîðîäíûå âêëþ÷åíèÿ (ïðèìåñè), êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ èñòî÷íèêàìè äîïîëíèòåëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
è ïðèâîäÿò ê ïàðàäîêñàëüíîìó, íà ïåðâûé âçãëÿä, ðàçâèòèþ øåðîõîâàòî-
ñòåé â ïðîöåññå ðåëàêñàöèè. Âî-âòîðûõ, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ êðèñòàëëà åñòü
ñëîæíàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè, ÷òî ñëåäóåò èç ñàìîãî
ôàêòà ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëå. Ìû åù¼ âåðí¼ì-
ñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â Ëåêöèè 11, ðàññìàòðèâàÿ ìîäåëè ðîñòà êðèñòàëëîâ.
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Лекция 10. Дислокации несоответствия

Модель Френкеля – Конторовой. Соизмеримые и несоизмеримые решения.
Критические параметры псевдоморфного роста.

Ïðè ýïèòàêñèàëüíîì ðîñòå òîíêèå ïë¼íêè ôîðìèðóþòñÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè êðèñòàëëà, êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò îáëàäàòü îòëè÷íîé îò
îñàæäàåìîãî ìàòåðèàëà ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè (íàïðèìåð, [10.1, �13.4]). Åñ-
ëè ïîñòîÿííûå ðåø¼òêè àäñîðáèðîâàííîé ïë¼íêè 𝑎 è ïîäëîæêè 𝑏 ñîâïàäàþò
(𝑎 = 𝑏), òî ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì èäåàëüíîãî ñîðàçìåðíîãî ðîñòà (ðèñ. 10.8a).
×àùå âñåãî ïàðàìåòðû ïë¼íêè è ïîäëîæêè ðàçëè÷íû (𝑎 ̸= 𝑏) è ïîòîìó
âîïðîñ î ñîãëàñîâàíèè ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð òðåáóåò äå-
òàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

b

a⊥

a‖

a‖ = b, a⊥ = b

(a)

a‖ = b, a⊥ �= b

(b)

a‖ �= b, a⊥ �= b

(c)

Рис. 10.8. Схематическая диаграмма, иллюстрирующая механизмы роста эпитакси-
альных плёнок и взаимного расположения атомов на примере кристаллов с кубической
элементарной ячейкой. Здесь 𝑎‖ и 𝑎⊥ – постоянные решётки адсорбированной плёнки

(белые кружки), 𝑏 – постоянная решётки подложки (серые кружки). Рисунок заимство-
ван из монографии [10.1, §13.4]

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè íåñîîòâåòñòâèÿ ðåø¼òîê ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð

𝛿 ≡ 𝑎− 𝑏. (10.31)

Åñëè ðàññîãëàñîâàíèå ìàëî (|𝛿| ≪ 𝑏), òî ïîäëîæêà ìîæåò íàâÿçûâàòü ñâîé
ïåðèîä àäñîðáèðîâàííîé ïë¼íêå, êîòîðàÿ áóäåò íàõîäèòüñÿ â íàïðÿæ¼ííîì
ñîñòîÿíèè. Òàêîé ðåæèì ðîñòà íàçûâàþò ïñåâäîìîðôíûì (ðèñ. 10.8b). Ïðè
óâåëè÷åíèè ðàññîãëàñîâàíèÿ ïåðèîäîâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ¾ïë¼íêà � ïîä-
ëîæêà¿ áóäóò âîçíèêàòü äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ
÷àñòè÷íî óìåíüøèòü âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ â ïë¼íêå çà ñ÷¼ò ñáîÿ ïåðè-
îäè÷íîñòè. Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ ðåø¼òêè
äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ. Òàêæå ìû îáñóäèì âîïðîñ îá îöåíêå êðèòè÷å-
ñêîãî ðàññîãëàñîâàíèÿ 𝛿кр è êðèòè÷åñêîé òîëùèíû àäñîðáèðîâàííîé ïë¼í-
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êè ℎкр, êîòîðûå ðàçäåëÿþò ðåæèìû ïñåâäîìîðôíîãî ðîñòà (ïðè 𝛿 < 𝛿кр
è ℎ < ℎкр) è äèñëîêàöèîííîãî ðîñòà (ïðè 𝛿 > 𝛿кр è ℎ > ℎкр).

10.1 Модель Френкеля – Конторовой

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìåõàíè÷åñêóþ ìîäåëü ðîñòà òîíêèõ ïë¼íîê, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ìîäåëè Ôðåíêåëÿ � Êîíòîðîâîé [10.2�
10.4]. Ïóñòü îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà ÷àñòèö, ñâÿçàííûõ óïðóãèìè ïðóæèíêàìè
ñ æ¼ñòêîñòüþ 𝑘, ïîìåùåíà â çàäàííûé ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë 𝑉 (𝑥), êî-
òîðûé ìû áóäåò àññîöèèðîâàòü ñ ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ àäñîðáèðî-
âàííûõ ÷àñòèö ñ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêîé ïîäëîæêè (ðèñ. 10.9). Öåïî÷-
êà ÷àñòèö ñ óïðóãèìè ýëåìåíòàìè áóäåò ìîäåëèðîâàòü òîíêóþ àäñîðáèðî-
âàííóþ ïë¼íêy, ïîäâåðæåííóþ äåôîðìàöèÿì ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà íåäåôîðìèðîâàííûõ ïðóæèíîê ðàâíà 𝑎, à ïåðèîä ïî-
òåíöèàëà ïîäëîæêè ðàâåí 𝑏. Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë âèäà

𝑉 (𝑥) = −𝑉0 cos

(︂
2𝜋𝑥

𝑏

)︂
, (10.32)

ãäå 𝑉0 � àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà. Çíàê ïîòåíöèàëà âûáðàí òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ïîëîæåíèÿ ìèíèìóìîâ 𝑉 (𝑥) ñîîòâåòñòâîâàëè öåëî÷èñëåííûì çíà÷å-
íèÿì êîîðäèíàòû â åäèíèöàõ ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè: 𝑥𝑛 = 0, ±𝑏, ±2𝑏 è ò. ä.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâíîâåñíîå ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö äîëæíî ñîîòâåòñòâî-
âàòü òàêîé êîíôèãóðàöèè, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ïîëíîé ìåõà-
íè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû, ðàâíîé ñóììå óïðóãîé ýíåðãèè äåôîðìèðîâàí-
íûõ ïðóæèíîê10 è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÷àñòèö

𝑈 =
∑︁
𝑛

{︂
𝑘

2

(︀
𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 − 𝑎

)︀2
+ 𝑉 (𝑥𝑛)

}︂
, (10.33)

ãäå 𝑥𝑛 ñîîòâåòñòâóåò òåêóùåé êîîðäèíàòå 𝑛-é ÷àñòèöû è âåëè÷èíà 𝛿𝑥𝑛 =
(𝑥𝑛+1−𝑥𝑛)−𝑎 îïèñûâàåò óäëèíåíèå 𝑛-é ïðóæèíêè. Åñëè 𝑎 = 𝑏, òî ìèíèìó-
ìó ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå ïðóæèíêè
íåäåôîðìèðîâàíû è îáëàäàþò íóëåâîé óïðóãîé ýíåðãèåé, à âñå ÷àñòèöû
ëåæàò â ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà. Åñëè æå 𝑎 ̸= 𝑏, òî çàäà÷à, íåñìîòðÿ íà
ïðîñòîòó ïîñòàíîâêè, ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíîé.

Ââåä¼ì âåëè÷èíû 𝜙𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑛𝑏, õàðàêòåðèçóþùèå ñìåùåíèå 𝑛-é ÷àñòè-
öû èç 𝑛-ãî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà, è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (10.33) â âèäå

𝑈 =
∑︁
𝑛

{︂
𝑘

2

(︀
𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛 − 𝛿

)︀2
+ 𝑉 (𝜙𝑛)

}︂
. (10.34)

10В рамках одномерной модели мы не рассматриваем смещение частиц по вертикали
и, соответственно, пренебрегаем изменением упругой энергии пружинок из-за верти-
кальных перемещений частиц.
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V (x) = −V0 · cos(2πx/b)

λ
xn xn+1

Рис. 10.9. Схематическое представление одномерной цепочки частиц,
соединённых пружинками c коэффициентом жёсткости 𝜆, во внешнем по-
тенциале 𝑉 (𝑥)

Âûäåëèì â ñóììå (10.34) ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàòû 𝑛-ãî àòîìà

𝑈 =
∑︁

𝑛′ ̸=𝑛−1, 𝑛

{︂
𝑘

2

(︀
𝜙𝑛′+1 − 𝜙𝑛′ − 𝛿

)︀2
+ 𝑉 (𝜙𝑛′)

}︂
+

+

{︂
𝑘

2

(︀
𝜙𝑛 − 𝜙𝑛−1 − 𝛿

)︀2
+ 𝑉 (𝜙𝑛−1)

}︂
+

{︂
𝑘

2

(︀
𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛 − 𝛿

)︀2
+ 𝑉 (𝜙𝑛)

}︂
.

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäóþ ÷àñòèöó, äîëæíà
áûòü ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå öåïî÷êà ÷àñòèö áóäåò
ñîâåðøàòü ìåõàíè÷åñêèå ïåðåìåùåíèÿ. Óñëîâèå 𝑑𝑈/𝑑𝑥𝑛 = 0 ïðèâîäèò íàñ
ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

𝑘
(︀
𝜙𝑛+1 − 2𝜙𝑛 + 𝜙𝑛−1

)︀
− 𝑑𝑉

𝑑𝑥𝑛
= 0. (10.35)

Ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (10.35) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [10.4�10.5].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |𝛿| ≪ 𝑏 è íåîäíîðîäíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè 𝑉 (𝑥)
ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì

|𝑉 (𝑥)| ≪ 𝑘𝑏2. (10.36)

Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû 𝜙𝑛 áóäóò ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ ôóíêöèÿìè ïà-
ðàìåòðà 𝑛. Òàêîå äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ñïëîø-
íîé ñðåäû è ïåðåéòè îò êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ê ïðîèçâîäíûì

𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛 ≃ 𝑑𝜙

𝑑𝑛
è 𝜙𝑛+1 − 2𝜙𝑛 + 𝜙𝑛−1 ≃

𝑑2𝜙

𝑑𝑛2
,

à òàêæå ïåðåéòè îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïðàâèëó∑︁
𝑛

. . .→
∫︁
. . . 𝑑𝑛.
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Â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
ôóíêöèîíàëà

𝑈 =

∫︁ {︃
𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛
− 𝛿

)︂2

+ 𝑉 (𝜙)

}︃
𝑑𝑛 (10.37)

äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 𝜙 ≡ 𝜙𝑛, ïðè ýòîì óðàâíåíèå Ýéëåðà � Ëàãðàí-
æà, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ, èìååò âèä
óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà

𝑘
𝑑2𝜙

𝑑𝑛2
− 𝑑𝑉

𝑑𝜙
= 0. (10.38)

Óðàâíåíèå (10.38) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (10.32) ïðèíèìàåò âèä

𝑑2𝜙

𝑑𝑛2
− 2𝜋𝑉0

𝑘𝑏
sin

(︂
2𝜋𝜙

𝑏

)︂
= 0. (10.39)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð11

ℓ =
𝑏

2𝜋

√︃
𝑘

𝑉0

. (10.40)

â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè èñïîëüçóåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû
òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ℓ≫ 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êðèòåðèþ 𝑉0 ≪ 𝑘𝑏2

[ñì. ñîîòíîøåíèå (10.36)].

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (10.38) è (10.39) èìåþò ïðîñòóþ ìåõàíè÷åñêóþ
àíàëîãèþ. Â ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ
÷àñòèöû ìàññîé 𝑚 â ñðåäå áåç òðåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñòàíäàðòíîì âèäå
𝑚�̈� = 𝐹 , ãäå äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó ñèëà 𝐹 = −𝑑𝑉эфф/𝑑𝑥 îïðåäåëÿåòñÿ
ãðàäèåíòîì ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè 𝑉эфф. Åñëè ðàññìîòðåòü
ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë 𝑉эфф = 𝑉0 cos(2𝜋𝑥/𝑏) [ò. å. îáðàòíîãî çíàêà ïî
îòíîøåíèþ ê 𝑉 (𝑥)], òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä (10.39)

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 2𝜋𝑉0

𝑏
sin

(︂
2𝜋𝑥

𝑏

)︂
= 0.

11 Если считать отклонения частиц от положений равновесия малыми 2𝜋𝜙/𝑏 ≪ 1,
то sin(2𝜋𝜙/𝑏) ≃ 2𝜋𝜙/𝑏. Это позволяет перейти от уравнения нелинейного осциллятора
(10.39) к линейному уравнению

𝑑2𝜙

𝑑𝑛2
−
𝑉0
𝜆

(︁
2𝜋

𝑏

)︁2
𝜙 = 0 или

𝑑2𝜙

𝑑𝑛2
− 1

ℓ2
𝜙 = 0,

где ℓ = (𝑏/2𝜋)
√︀
𝑘/𝑉0.
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V = V0 · cos(2πx/b)
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Рис. 10.10. Эффективный потенциал 𝑉эфф(𝑥) = −𝑉 (𝑥) и фазовый

портрет системы, описываемой уравнением (10.39). Соизмеримые одно-
родные решения соответствуют состояниям 𝜙 = 0 и 𝜙 = 𝑏/2 (точки 1
и 2), несоизмеримые солитонные решения соответствуют сепаратрис-
ным состояниям 3 и 4, решётки дислокационных линий описываются
решениями типа 5 и 6

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå, ýêâèâà-
ëåíòíîå çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì êàæäîå ñëàãàåìîå
â óðàâíåíèè (10.38) íà 𝑑𝜙/𝑑𝑛 è ïîëó÷èì

𝑑𝜙

𝑑𝑛
· 𝑘 𝑑

2𝜙

𝑑𝑛2
− 𝑑𝜙

𝑑𝑛
· 𝑑𝑉
𝑑𝜙

= 0.

Ýòî âûðàæåíèå ïîñëå íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑘

2

𝑑

𝑑𝑛

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛

)︂2

− 𝑑𝑉

𝑑𝑛
= 0.

Ïîñëå ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì òàê
íàçûâàåìûé ïåðâûé èíòåãðàë

𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛

)︂2

= ℰ + 𝑉 (𝜙), (10.41)

ãäå ℰ � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé (10.38), (10.39) è (10.41) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò êîíñòàíòû
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èíòåãðèðîâàíèÿ ℰ . Âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü âèä ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ, çàìêíóòûõ è íåçàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè 𝜙−𝜙′

[10.6]. Íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêîãî ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïîçâîëÿåò îãðà-
íè÷èòüñÿ äèàïàçîíîì èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé 𝜙 íà îäíîì ïåðèîäå (îò íóëÿ
äî 𝑏) è òåì ñàìûì ïåðåéòè ê àíàëèçó ñâîéñòâ ñèñòåìû â öèëèíäðè÷åñêîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ïîêàçàí íà ðèñ. 10.10.

10.2 Соизмеримые и несоизмеримые решения

Âî-ïåðâûõ, óðàâíåíèå (10.41) ìîæåò èìåòü âèä îäíîðîäíûõ ðåøåíèé,
íå çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàòû (𝑑𝜙/𝑑𝑛 = 0), ïðè óñëîâèè

ℰ + 𝑉 (𝜙) = 0. (10.42)

Åñëè ℰ = −min𝑉 (𝜙) = 𝑉0, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.42) ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿíèå 𝜙 = 0 è 𝑑𝜙/𝑑𝑛 = 0 (ñîñòîÿíèå 1 íà ðèñ. 10.10). Ýòî ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóåò òàêîé êîíôèãóðàöèè, êîãäà âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â мини-
мумах ïîòåíöèàëà ïðè 𝑥𝑛 = ±𝑛𝑏 è âñå ïðóæèíêè îäèíàêîâî ðàñòÿíóòû.
Ýíåðãèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

𝑈0 =

𝑁∫︁
0

{︃
𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛
− 𝛿

)︂2

+ 𝑉 (𝜙)

}︃
𝑑𝑛 =

=

𝑁∫︁
0

{︂
𝑘𝛿2

2
− 𝑉0

}︂
𝑑𝑛 = 𝑁 ·

(︂
𝑘𝛿2

2
− 𝑉0

)︂
, (10.43)

ãäå 𝑁 � ÷èñëî àòîìîâ â öåïî÷êå.

Åñëè ℰ = −max𝑉 (𝜃) = −𝑉0, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.42) ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿíèå 𝜙 = 𝑏/2 è 𝑑𝜙/𝑑𝑛 = 0 (ñîñòîÿíèå 2 íà ðèñ. 10.10). Ýòî ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóåò òàêîé êîíôèãóðàöèè, êîãäà âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â макси-
мумах ïîòåíöèàëà ïðè 𝑥𝑛 = 𝑏/2±𝑛𝑏 è âñå ïðóæèíêè îäèíàêîâî ðàñòÿíóòû.
Ýíåðãèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

𝑈 *
0 =

𝑁∫︁
0

{︃
𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛
− 𝛿

)︂2

+ 𝑉 (𝜙)

}︃
𝑑𝑛 = 𝑁 ·

(︂
𝑘𝛿2

2
+ 𝑉0

)︂
.

Î÷åâèäíî, ÷òî 𝑈 *
0 âñåãäà áîëüøå 𝑈0 è ïîýòîìó äàëåå ñîèçìåðèìîå ðåøåíèå

ñ ÷àñòèöàìè â ìàêñèìóìàõ ïîòåíöèàëà ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Âî-âòîðûõ, óðàâíåíèå (10.41) ìîæåò èìåòü ðåøåíèå â âèäå óåäèí¼ííîé
âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ èëè êèíêà (kink � èçëîì). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå
â âèäå îäèíî÷íîé âîëíû ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè 𝛿 < 𝛿кр, ãäå êðè-
òè÷åñêîå ðàññîãëàñîâàíèå 𝛿кр áóäåò îïðåäåëåíî äàëåå. Âûáåðåì êîíñòàíòó
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ℰ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (10.41) îáðàùàëàñü â íóëü
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ℰ = 𝑉0 è òîãäà àñèìïòîòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ 𝜙 áóäóò ðàâíû 0 èëè 𝑏 (ñîñòîÿíèÿ 3 è 4 â âèäå ñåïàðàòðèñ íà
ðèñ. 10.10). Ïîäñòàâëÿÿ ℰ = 𝑉0 â óðàâíåíèå (10.41) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåí-
íûå, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (10.32) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛

)︂2

= 𝑉0 − 𝑉0 cos

(︂
2𝜋

𝑏
𝜙

)︂
, (10.44)

îòêóäà ñëåäóåò

±
√︂
𝑉0

𝑘
𝑑𝑛 =

1√
2

𝑑𝜙√︀
1− cos (2𝜋𝜙/𝑏)

. (10.45)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (10.45) îò òî÷êè 𝑛 = 𝑛0, â êîòîðîé
ñìåùåíèå ÷àñòèö ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðàâíû 𝑏/2, äî òåêóùåé òî÷êè ñ êîîð-
äèíàòîé 𝑛 è ñìåùåíèåì 𝜙:

±
√︂
𝑉0

𝜆

𝑛∫︁
𝑛0

𝑑𝑛 =
1√
2

𝜙∫︁
𝑏/2

𝑑𝜙′√︀
1− cos (2𝜋𝜙′/𝑏)

èëè

±(𝑛− 𝑛0)

ℓ
=

1√
2

2𝜋𝜙/𝑏∫︁
𝜋

𝑑𝜃√
1− cos 𝜃

=

𝜋𝜙/𝑏∫︁
𝜋/2

𝑑𝑡

sin 𝑡
= ln

(︁
tan

𝜋𝜙

2𝑏

)︁
.

Âûðàæàÿ 𝜙 ÷åðåç 𝑛, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå óåäèí¼ííîé âîëíû ïåðåêëþ-
÷åíèÿ (èëè ñîëèòîíà)

𝜙 =
2𝑏

𝜋
arctg

{︂
exp

(︂
±(𝑛− 𝑛0)

ℓ

)︂}︂
. (10.46)

Çíàê â âûðàæåíèè (10.46) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ðàññòðîéêè 𝛿.
Åñëè 𝑎 < 𝑏 è, ñîîòâåòñòâåííî, 𝛿 < 0, òî âñå ïðóæèíêè èìåþò òåíäåíöèþ

ê ðàñòÿæåíèþ. Ñîãëàñíî (10.46), âîçìîæíûì âàðèàíòîì ðàçìåùåíèÿ ÷à-
ñòèö â íåñîèçìåðèìîì ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîå
ðàñïðåäåëåíèå (ñî çíàêîì ¾−¿), â êîòîðîì справа îò öåíòðà ñîëèòîíà âñå
÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ñâîèõ ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà (𝜙 = 0 ïðè 𝑛 → +∞),
à слева òàêæå ðàñïîëàãàþòñÿ â ìèíèìóìàõ, íî ñäâèíóòûõ íà îäèí ïåðè-
îä (𝜙 = 𝑏 ïðè 𝑛 → −∞). Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ 4 íà
ðèñ. 10.10. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü ÷àñòèö â ñåðäöåâèíå (core) ñîëèòîíà íà-
õîäèòñÿ íå â ìèíèìóìå, à â ìàêñèìóìå ïîòåíöèàëà, òåì ñàìûì îáëàäàÿ
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Рис. 10.11. Cолитон растяжения Френкеля – Конторовой для 𝑎/𝑏 = 0.95
с тяжёлой доменной стенкой, ширина солитона равна ℓ ≃ 1, период решётки
солитонов равен 20 периодам подложки

èçáûòî÷íîé ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíûì ñîñòîÿíèåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèåé. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî íàçâàòü ñîëèòîíîì ñ òÿæ¼ëîé äîìåííîé
ñòåíêîé [10.1], ïîñêîëüêó ÷èñëî ÷àñòèö â ñåðäöåâèíå ñîëèòîíà íà åäèíèöó
ïðåâûøàåò ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ ÿì. Òèïè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö 𝑥𝑛
è ïîëÿ ñìåùåíèé 𝜙𝑛 äëÿ ñîëèòîíà ðàñòÿæåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.11.

Åñëè 𝑎 > 𝑏 è, ñîîòâåòñòâåííî, 𝛿 > 0, òî âñå ïðóæèíêè èìåþò òåíäåíöèþ
ê ñæàòèþ. Îòëè÷èåì ñîëèòîíà ðàñòÿæåíèÿ îò ñîëèòîíà ñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî äëÿ ïîñëåäíåãî 𝜙 = 0 ïðè 𝑛 → −∞ è 𝜙 = 𝑏 ïðè 𝑛 → +∞. Òàêîå
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ 3 íà ðèñ. 10.10. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ÷àñòèö
â öåíòðå ñîëèòîíà íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà ïîòåíöèàëüíûõ ÿì, òàêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìîæíî íàçâàòü ñîëèòîíîì ñ ë¼ãêîé äîìåííîé ñòåíêîé [10.1]. Òè-
ïè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö 𝑥𝑛 è ïîëÿ ñìåùåíèé 𝜙𝑛 äëÿ ñîëèòîíà ñæàòèÿ
ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.12.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå 𝛿 · (𝜙(+∞) − 𝜙(−∞)) âñåãäà ðàâíî
|𝑎− 𝑏| · 𝑏 > 0 äëÿ ñîëèòîíîâ ëþáîãî òèïà.
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Рис. 10.12. Cолитон сжатия Френкеля – Конторовой для 𝑎/𝑏 = 1.05 с лёгкой
доменной стенкой, ширина солитона равна ℓ ≃ 1

Äëÿ îöåíêè ýíåðãèè ñîëèòîíà ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (10.37) ê âèäó

𝑈1 =

𝑁∫︁
0

{︃
𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛
− 𝛿

)︂2

− 𝑉0 cos

(︂
2𝜋𝜙

𝑏

)︂}︃
𝑑𝑛 =

=

𝑁∫︁
0

{︃
𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛

)︂2

− 𝑉0 cos

(︂
2𝜋𝜙

𝑏

)︂}︃
𝑑𝑛−

𝑁∫︁
0

𝑘
𝑑𝜙

𝑑𝑛
𝛿 𝑑𝑛+

𝑁∫︁
0

𝑘𝛿2

2
𝑑𝑛 =

=

𝑁∫︁
0

{︃
𝑘

2

(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑛

)︂2

− 𝑉0 cos

(︂
2𝜋𝜙

𝑏

)︂}︃
𝑑𝑛− 𝑘𝛿

{︁
𝜙(𝑁)− 𝜙(0)

}︁
+
𝑘𝛿2

2
𝑁.

(10.47)

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå (10.46) òèïà ñîëèòîíà
ñæàòèÿ ñ ë¼ãêîé äîìåííîé ñòåíêîé íà êîíå÷íîì ó÷àñòêå äëÿ 𝑛 îò íóëÿ äî𝑁 ,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëèíà öåïî÷êè 𝑁 ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò õàðàêòåðíûé
ðàçìåð ñîëèòîíà ℓ. Ïîäñòàâèì â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñîîòíîøåíèå
(10.44) è ïîëó÷èì
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𝑈1 =

𝑁∫︁
0

{︂
𝑉0 − 2𝑉0 cos

(︂
2𝜋𝜙

𝑏

)︂}︂
𝑑𝑛− 𝑘|𝛿| 𝑏+ 𝑘𝛿2

2
𝑁 =

= 2𝑉0

𝑁∫︁
0

{︂
1− cos

(︂
2𝜋𝜙

𝑏

)︂}︂
𝑑𝑛− 𝑘|𝛿| 𝑏+𝑁

(︂
𝑘𝛿2

2
− 𝑉0

)︂
. (10.48)

Ïðè óïðîùåíèè (10.48) ìû äîáàâèëè è âû÷ëè èç ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ 𝑉0. Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (10.45) è ïåðåéäåì îò èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî 𝑛 ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî 𝜙

𝑈1 =
√︀
2𝑘𝑉0

𝑏∫︁
0

√︃
1− cos

(︂
2𝜋𝜙

𝑏

)︂
𝑑𝜙− 𝑘|𝛿| 𝑏+𝑁

(︂
𝑘𝛿2

2
− 𝑉0

)︂
=

=
√︀
𝜆𝑉0

4𝑏

𝜋
− 𝑘|𝛿| 𝑏 + 𝑁

(︂
𝑘𝛿2

2
− 𝑉0

)︂
. (10.49)

Âèäíî, ÷òî â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû ýíåðãèÿ ñîëèòîíà (10.49) íå
çàâèñèò îò 𝑛0, ïîýòîìó ñîëèòîí ìîæåò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ îòíîñèòåëüíî çà-
äàííîãî ïîòåíöèàëà. Ýòîò ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî
ðàçìåð ñîëèòîíà ℓ ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà ïîòåíöèàëà. Ó÷¼ò äèñêðåòíîñòè
â ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (10.35) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà ñîëèòîí
áóäåò äåéñòâîâàòü äîïîëíèòåëüíûé ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë (òàê íàçûâà-
åìûé ïîòåíöèàë Ïàéåðëñà) [10.5]. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ äëÿ
íà÷àëà äâèæåíèÿ ñîëèòîíó íóæíî ïðåîäîëåòü íåêîòîðûé ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð çà ñ÷¼ò òåïëîâûõ èëè êâàíòîâûõ ïðîöåññîâ.

Êðàòêî îáñóäèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Î÷åâèäíî,
÷òî ñîèçìåðèìîìó ðåøåíèþ â ìîäåëè Ôðåíêåëÿ � Êîíòîðîâîé ïðè 𝑎 = 𝑏 ñî-
îòâåòñòâóåò ñîðàçìåííûé ðîñò àäñîðáèðîâàííûõ ïë¼íîê (ðèñ. 10.8a). Òàêîé
ðåæèì, êàê ïðàâèëî, ðåàëèçóåòñÿ ïðè ãîìîãåííîé ýïèòàêñèè. Åñëè 𝑎 ̸= 𝑏, òî
ñîèçìåðèìîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿæ¼ííûé ïñåâäîìîðôíûé ðîñò
òîíêèõ ïë¼íîê. Ñòðåìëåíèå àäñîðáèðîâàííîé ïë¼íêè âîñïðîèçâåñòè ñèì-
ìåòðèþ è ïåðèîä ïîäëîæêè ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷¼ò ïîÿâëåíèÿ âíóòðåííèõ
óïðóãèõ íàïðÿæåíèé (ðèñ. 10.8b). Òàêîé ðåæèì ðåàëèçóåòñÿ ïðè ãåòåðî-
ãåííîé ýïèòàêñèè ïðè óñëîâèè íå ñëèøêîì áîëüøèõ ðàçëè÷èé ìåæäó ïåðè-
îäàìè ïîäëîæêè è ïë¼íêè.

Íåñîðàçìåðíîìó ñîëèòîííîìó ðåøåíèþ â ìîäåëè Ôðåíêåëÿ � Êîíòîðî-
âîé ñ ïðåäåëüíî ìàëîé âåëè÷èíîé ðàññòðîéêè (|𝑎 − 𝑏| ≪ 𝑏) ñîîòâåòñòâóåò
ðîñò ïë¼íîê ñ óåäèí¼ííûìè äèñëîêàöèÿìè íåñîîòâåòñòâèÿ (mis�t) è ñ ÷à-
ñòè÷íî ðåëàêñèðîâàííûìè âíóòðåííèìè íàïðÿæåíèÿìè. Ïðè óâåëè÷åíèè
|𝑎− 𝑏| áóäóò âîçíèêàòü ðåø¼òêè äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ (ðåøåíèÿ 5 è
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6 íà ðèñ. 10.10) äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé ðåëàêñàöèè óïðóãèõ íàïðÿæåíèé
ïî ñðàâíåíèþ ñ óåäèí¼ííûìè äèñëîêàöèîííûìè ëèíèÿìè (ðèñ. 10.8c).

Îöåíèì ïåðèîä ðåø¼òêè äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ 𝐿. Íà òàêîé äëèíå
ðàñïîëàãàåòñÿ 𝐿/𝑏 ïåðèîäîâ ïîäëîæêè è 𝐿/𝑎±1 ïåðèîäîâ àäñîðáèðîâàííîé
ïë¼íêè, ïîýòîìó

𝐿 =
𝑎𝑏

|𝛿|
. (10.50)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì áîëüøå ðàññîãëàñîâàíèå ïåðèîäîâ, òåì ìåíüøå áóäåò
ïåðèîä ðåø¼òêè äèñëîêàöèîííûõ ëèíèé.

10.3 Критические параметры псевдоморфного роста

Âû÷èñëèì ðàçíîñòü ýíåðãèé ñîèçìåðèìîãî ðåøåíèÿ è íåñîèçìåðèìîãî
ðåøåíèÿ â âèäå óåäèí¼ííîé âîëíû

Δ𝑈 ≡ 𝑈1 − 𝑈0 ≃
√︀
𝜆𝑉0

4𝑏

𝜋
− 𝜆 |𝛿| 𝑏. (10.51)

Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå (10.51) â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè
ñïëîøíîé ñðåäû ïðèìåíèìî è äëÿ ñîëèòîíîâ ñæàòèÿ, è äëÿ ñîëèòîíîâ ðàñ-
òÿæåíèÿ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè

𝛿кр =

√︂
𝑉0

𝜆

4

𝜋
èëè

𝜆 𝛿2
кр

2
=

8

𝜋2
𝑉0 (10.52)

ýíåðãèè ñîèçìåðèìîãî è íåñîèçìåðèìîãî ðåøåíèé áóäóò îäèíàêîâû, ãäå
𝛿кр � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàññîãëàñîâàíèÿ.

Ïðè |𝛿| < 𝛿кр âûãîäíûì ÿâëÿåòñÿ ñîèçìåðèìîå îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïñåâäîìîðôíîìó ðîñòó. Ïðè |𝛿| > 𝛿кр âûãîäíûì ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñîëèòîí èëè ðåø¼òêó ñî-
ëèòîíîâ. Óñëîâèå (10.52) îçíà÷àåò, ÷òî ñîëèòîíû íà÷èíàþò îáðàçîâûâàòü-
ñÿ ïðè òàêîì ðàññîãëàñîâàíèè ïåðèîäîâ, ïðè êîòîðîì ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè
ïðóæèíîê ñðàâíèâàåòñÿ ñ õàðàêòåðíîé àìïëèòóäîé ïîòåíöèàëà.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêæå ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ òîëùèíà îñàæäàåìîé
ïë¼íêè, ðàçäåëÿþùàÿ ïñåâäîìîðôíóþ è äèñëîêàöèîííóþ ôàçû ðîñòà.

Â ðåæèìå ïñåâäîìîðôíîãî ðîñòà ïë¼íêà ðàñòåò ñ ïåðèîäîì, íàâÿçàííûì
ïîäëîæêîé, è ïîòîìó ïë¼íêà àäñîðáàòà ÿâëÿåòñÿ íàïðÿæ¼ííîé. Î÷åâèäíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ äåôîðìàöèé ïðîïîðöèîíàëüíà òîëùèíå ïë¼íêè
ℎ, ïîýòîìó óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ïë¼íêè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà𝐸0 ∼ 𝜆𝛿2/2·
𝑁 · ℎ, ãäå 𝑁 � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ïîäëîæêè.

Äëÿ àäñîðáèðîâàííîé ïë¼íêè ñ ðåø¼òêîé äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ
ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò òîëùèíû ïë¼íêè è ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè
äèñëîêàöèé 𝑛 ∼ 1/𝐿 ∼ |𝛿|/(𝑎𝑏) [ñì. ñîîòíîøåíèå (10.50)]. Åñëè ýíåðãèÿ
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Рис. 10.13. Переход между различными режимами роста для плё-
нок твёрдых растворов Ge𝑥Si1−𝑥 на поверхности Si(100) в зависи-
мости от удельной концентрации Ge в плёнке. Принимая во внима-
ние постоянные решёток для кремния и германия (𝑎Si = 0.543нм
и 𝑎Ge = 0.566нм), находим, что полное замещение кремния герма-
нием при 𝑥 = 1 соответствует нормированной величине несоответ-
ствия решёток 𝛿/𝑏 = 4.2%, где 𝛿 = 𝑎Ge − 𝑎Si – расстройка и 𝑏 = 𝑎Si
– период подложки. Пунктирная линия даёт представление о фор-
ме зависимости критической толщины псевдоморфного роста ℎкр
от 𝑥 [10.7]

îäíîé äèñëîêàöèè â ïë¼íêå òîëùèíîé ℎ ðàâíà 𝜀, òî ýíåðãèÿ ïë¼íêè ñ ñè-
ñòåìîé äèñëîêàöèé ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà 𝐸1 ∼ 𝜀 ·𝑁 ·𝑛. Ïðèðàâíèâàÿ
ýíåðãèè ñîèçìåðèìîé è íåñîèçìåðèìîé ôàç

𝜆𝛿2

2
·𝑁 · ℎ𝑐 ≃ 𝜀 ·𝑁 · |𝛿|

𝑎𝑏
,

ïîëó÷àåì îöåíêó êðèòè÷åñêîé òîëùèíû ïë¼íêè ℎкр

ℎкр ∼
2𝜀

𝜆𝑎2
· 1

|𝛿|
ïðè |𝛿| ≪ 𝑏.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ãåòåðîïàðû ïë¼íêà/ïîäëîæêà ñóùåñòâóåò êðèòè÷å-
ñêàÿ òîëùèíà ïñåâäîìîðôíîãî ðîñòà ïë¼íêè. Ïðè òîëùèíå àäñîðáèðîâàí-
íîé ïë¼íêè ìåíüøå êðèòè÷åñêîé òîëùèíû ïë¼íêà ðàñò¼ò ñ ïåðèîäîì ïîä-
ëîæêè. Íàïðèìåð, äëÿ ïàð Ag/Au, PbS/PbTe êðèòè÷åñêàÿ òîëùèíà ñîñòàâ-
ëÿåò 50 íì è 10 íì ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òîëùèíàõ ïë¼íêè ℎ > ℎкр âîçíèêà-
þò äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ, èãðàþùèå, êàê ïðàâèëî, íåãàòèâíóþ ðîëü
ïðè ñîçäàíèè ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ. Èìåííî ïîýòîìó ïðè ñîçäàíèè ïîëó-
ïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóð è ñâåðõðåø¼òîê èñïîëüçóåòñÿ ïàðà Ga/As �
Al/As ñ ñóùåñòâåííîé ðàçíèöåé øèðèí çàïðåù¼ííûõ çîí è î÷åíü áëèçêè-
ìè çíà÷åíèÿìè ïåðèîäîâ ðåø¼òîê, ïðè êîòîðûõ äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ
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íå âîçíèêàåò. Íåñìîòðÿ íà êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ñäåëàííûõ îöåíîê, ïî-
ëó÷åííàÿ çàêîíîìåðíîñòü ïðàâèëüíî îïèñûâàåò íàáëþäàåìóþ òåíäåíöèþ
óìåíüøåíèÿ ℎкр ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ 𝛿 (ðèñ. 10.13).
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Лекция 11. Механизмы и модели роста кристаллов

Стохастическая модель роста кристаллов. Модель Беккера – Дёринга –
Зельдовича – Френкеля: начальный этап образования зародышей. Модель
Колмогорова массовой кристаллизации: время формирования и толщи-
на сплошной плёнки. Модель Лифшица – Слёзова: стадия коалесценции.
Динамика эшелона ступеней моноатомной высоты.

Ðîñò êðèñòàëëîâ è òîíêèõ ïë¼íîê, íàïðèìåð, èç ãàçîâîé ôàçû âêëþ÷à-
åò àäñîðáöèþ ÷àñòèö (àòîìîâ èëè ìîëåêóë) íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, èõ
äèôôóçèþ âäîëü ïîâåðõíîñòè ñ ó÷¼òîì íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè äåñîðáöèè
(èñïàðåíèÿ ÷àñòèö ñ ïîâåðõíîñòè), ïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ àäàòîìîâ (àä-
ñîðáèðîâàííûõ àòîìîâ) ìåæäó ñîáîé è ïîäëîæêîé, âêëþ÷àÿ ôîðìèðîâàíèå
õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé è îáðàçîâàíèå çàðîäûøåé ïëîòíîé ôàçû (ñì. íàïðèìåð,
[11.1�11.3]). Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ ôèçèêå ðîñòà
êðèñòàëëîâ è ïë¼íîê, åäèíîãî è ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîäõîäà ê ýòîé ïðîáëå-
ìå äî ñèõ ïîð íå ðàçðàáîòàíî. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñî ñëîæíîñòüþ ïðîáëåìû,
òàê è c ðàçíîîáðàçèåì ôèçè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è óñëîâèé, ïðè
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðîñò. Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññè-
÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðîñòîì êðèñòàëëîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû êàê áàçîâûå ïðèáëèæåíèÿ ïðè àíàëèçå áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé.

11.1 Стохастическая модель роста кристаллов

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé ÷àñòèöû ãàçîâîé ôàçû, îêàçàâ-
øèñü íà ïîâåðõíîñòè, âñòðàèâàþòñÿ â êðèñòàëë èëè ïë¼íêó àäñîðáàòà áåç
äèôôóçèè è äåñîðáöèè (ðèñ. 11.1). Â ñèëó äèñêðåòíîñòè è ñëó÷àéíîãî õà-
ðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòåé ÷àñòèö ãàçîâîé ôàçû íîðìàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ïîòîêà ÷àñòèö èç ãàçîâîé ôàçû íà ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé è ñëó÷àéíîé êîìïîíåíò:

𝐽(r, 𝑡) ≡ 𝐽0 + 𝛿𝐽(r, 𝑡),

ãäå r = 𝑥 e𝑥+𝑦 e𝑦 � êîîðäèíàòà âäîëü ïîâåðõíîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ êîìïîíåíòà ïîòîêà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè12

⟨𝛿𝐽(r, 𝑡1)⟩ = 0 è ⟨𝛿𝐽(r, 𝑡1) · 𝛿𝐽(r, 𝑡2)⟩ =
𝐽0

𝑎2
𝛿(𝑡1 − 𝑡2) (11.1)

ãäå 𝑎 � âåëè÷èíà ïîðÿäêà ëèíåéíîãî ðàçìåðà àòîìà. Äåëüòà-îáðàçíûé õà-
ðàêòåð êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (11.1) îòðàæàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâè-
ñèìîñòü ïðîöåññîâ ïîñòóïëåíèÿ àòîìîâ è ïîñëåäóþùåé àäñîðáöèè.

12Такие статистические свойства также характерны для дробового шума, известного
в радио- и электротехнике и обусловленного дискретностью носителей заряда.

190



vz
(a)

vz
(b)

Рис. 11.1. Схематическое представление начальной стадии роста двумерных (a) и трёх-
мерных (b) островков в предположении о случайном и независимом потоке атомов и от-
сутствии поверхностной диффузии

Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ôîðìû ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà
𝑧(r, 𝑡), äëÿ ýòîé ìîäåëè èìååò ïðîñòîé âèä

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑎3𝐽(r, 𝑡), (11.2)

ãäå Ω0 = 𝑎3 � îáú¼ì àäñîðáèðîâàííîãî àòîìà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.2)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êâàäðàòóðàõ

𝑧(r, 𝑡) = 𝑎3

𝑡∫︁
0

𝐽(r, 𝑡′) 𝑑𝑡′, (11.3)

ãäå 𝑡 � âðåìÿ ðîñòà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíÿÿ òîëùèíà ïë¼íêè ðàñò¼ò
ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè îñàæäåíèÿ

𝐻 = ⟨𝑧(r, 𝑡)⟩ = 𝑎3

𝑡∫︁
0

⟨𝐽0 + 𝛿𝐽(r, 𝑡′)⟩ 𝑑𝑡′ = 𝑎3 𝐽0 𝑡. (11.4)

Äëÿ ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ øåðîõîâàòîñòåé ðàñòóùåé ïë¼íêè îò èäåàëü-
íîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå13

𝜎 ≡
√︀

⟨𝑧2(r, 𝑡)⟩ − ⟨𝑧(r, 𝑡)⟩2 =
√︀
𝑎4 𝐽0 𝑡 =

√
𝑎𝐻. (11.5)

13Для рассматриваемой модели случайного процесса (11.1) справедливы соотноше-
ния

⟨𝑧2(r, 𝑡)⟩ = 𝑎6

⟨ 𝑡∫︁
0

𝑡∫︁
0

(︀
𝐽0 + 𝛿𝐽(r, 𝑡1)

)︀ (︀
𝐽0 + 𝛿𝐽(r, 𝑡1)

)︀
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⟩
=

= 𝑎6𝐽2
0 𝑡

2 + 𝑎6

⟨ 𝑡∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝛿𝐽(r, 𝑡1) 𝛿𝐽(r, 𝑡1) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⟩
=

= 𝑎6𝐽2
0 𝑡

2 + 𝑎6
𝐽0
𝑎2

⟨ 𝑡∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝛿(𝑡1 − 𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⟩
= 𝑎6𝐽2

0 𝑡
2 + 𝑎4 𝐽0 𝑡.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê îñàæäàåìûõ àòîìîâ äåéñòâóåò íà êðèñòàëë êàê äðî-
áîâîé øóì, âûçûâàÿ ðîñò øåðîõîâàòîñòåé ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì,
ïðîïîðöèîíàëüíûì

√
𝐻. Åñëè áû òàêîé ðåæèì ðîñòà ðåàëèçîâûâàëñÿ íà

ïðàêòèêå, òî ïðè âûðàùèâàíèè ïë¼íêè òîëùèíîé 10 íì ìû ïîëó÷àëè áû
íåðîâíîñòè ñ õàðàêòåðíîé âûñîòîé ïîðÿäêà 1�2 íì, ÷òî ñîâåðøåííî íåïðè-
åìëåìî äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèìåíåíèé (ñì. Ëåêöèþ 2).

Ïî âñåé âèäèìîñòè, ìåõàíèçìû ñãëàæèâàíèÿ ïîâåðõíîñòè, ðàññìîòðåí-
íûå â Ëåêöèè 9, èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Ñ ó÷¼òîì ðåëàêñàöèè ïîâåðõ-
íîñòè ê ðàâíîâåñíîé ôîðìå, óðàâíåíèå äëÿ ïðîôèëÿ ïîâåðõíîñòè ìîãëî áû
èìåòü âèä �̇�(r, 𝑡) = 𝐷Δ𝑧(r, 𝑡) + 𝑎3 𝐽(r, 𝑡). Îäíàêî, òàêîå óðàâíåíèå îïèñû-
âàåò ðåëàêñàöèþ ïîâåðõíîñòè ê àòîìàðíî-ãëàäêîé ôîðìå ïîñëå ïðåêðàùå-
íèÿ ïîñòóïëåíèÿ âåùåñòâà (𝐽 = 0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì. Ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî èñïðàâèòü, ââîäÿ â óðàâíåíèå äëÿ ïðîôèëÿ
ïîâåðõíîñòè íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå14. Ðåøåíèå òàêîãî íåëèíåéíîãî ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñåðüåçíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóä-
íîñòÿìè, îáñóæäåíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà.

11.2 Модель Беккера – Дёринга – Зельдовича – Френкеля:
начальный этап образования зародышей

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè íóêëåàöèè, ôîðìèðîâàíèå çàðîäûøåé
íîâîé ôàçû (íàïðèìåð, òâåðäîòåëüíûõ îñòðîâêîâ) èç ãàçîâîé ôàçû ïðîèñ-
õîäèò â ðåçóëüòàòå ôëóêòóàöèîííîãî ïðåîäîëåíèÿ çàðîäûøàìè àêòèâàöè-
îííîãî áàðüåðà íóêëåàöèè (íàïðèìåð, [11.2�11.3]) è ìîæåò áûòü îïèñàíî
ìîäåëüþ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ôîðìèðîâàíèå äâó-
ìåðíîãî îñòðîâêà êâàäðàòíîé ôîðìû, ñîäåðæàùåãî 𝑁 àäàòîìîâ. Ïîïðàâêà
ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, ñâÿçàííàÿ ñ ôîðìèðîâàíèåì òàêîãî îñòðîâêà,
â ñëàáîíåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ðàâíà

𝐹 = 4𝜎𝑎
√
𝑁 + (𝜇тв − 𝜇г)𝑁 − 𝑇 𝑆. (11.6)

14Например, из-за наличия периодического потенциала, связанного с кристалличе-
ской структурой подложки, в свободной энергии адсорбированной плёнки возможно
появление слагаемых вида

𝛿𝐹 = −𝑉 ·
∫︁

cos
(︁
2𝜋𝑧

𝑎

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦,

где 𝑉 – характерная амплитуда взаимодействия. В этом случае уравнение для динамики
профиля поверхности примет вид

𝜕

𝜕𝑡
𝑧(r, 𝑡) = 𝐷Δ𝑧(r, 𝑡) + 𝑎3 𝐽(r, 𝑡) +

2𝜋𝑉

𝑎
sin
(︁
2𝜋

𝑎
𝑧(r, 𝑡)

)︁
.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (11.6) åñòü ýíåðãèÿ ãðàíèöû îñòðîâêà, ïðîïîð-
öèîíàëüíàÿ åãî ïåðèìåòðó, 𝑎 � ëèíåéíûé ðàçìåð àòîìà, 𝜎 � êîýôôèöèåíò
ëèíåéíîãî íàòÿæåíèÿ. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (11.6) îïðåäåëÿåò ýíåð-
ãèþ êîíäåíñàöèè15 � ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø, ñâÿçàííûé ñ ïåðåõîäîì 𝑁
÷àñòèö èç ãàçîâîé ôàçû ñ á�îëüøèì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 𝜇г â æèäêóþ
èëè òâ¼ðäóþ ôàçó ñ ì�åíüøèì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 𝜇тв [ñðàâíèòå ñ ñî-
îòíîøåíèåì (9.24)]. Òðåòüå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (11.6) åñòü ýíòðîïèéíûé
âêëàä, ñâÿçàííûé ñ âåðîÿòíîñòüþ ðàçìåùåíèÿ âñåõ àäàòîìîâ (îäèíî÷íûõ
àòîìîâ èëè îáðàçîâàâøèõñÿ ìíîãîàòîìíûõ êëàñòåðîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ)
ïî âñåì äîñòóïíûì àäñîðáöèîííûì ìåñòàì [cðàâíèòå ñ âûðàæåíèåì (9.19)].
Ïîñêîëüêó ýíòðîïèéíûé âêëàä íå çàâèñèò îò ðàçìåðà ðàññìàòðèâàåìîãî
îñòðîâêà, òî ýòî ñëàãàåìîå íå âëèÿåò íà ðàçìåð êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà16.

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò ÷èñëà àòîìîâ â çàðîäûøå
íà ýêñòðåìóì (ðèñ. 11.2), âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ

𝑑𝐹

𝑑𝑁
=

2𝜎𝑎√
𝑁

+ (𝜇тв − 𝜇г). (11.8)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàâèñèìîñòü 𝐹 (𝑁) èìååò ìàêñèìóì ïðè óñëîâèè 𝜇тв < 𝜇г
è ïîëîæèòåëüíîì ïåðåñûùåíèè 𝜁 (ðèñ. 11.2). Èç óñëîâèÿ 𝑑𝐹/𝑑𝑁 = 0 íà-
õîäèì ÷èñëî àòîìîâ â êðèòè÷åñêîì çàðîäûøå è êðèòè÷åñêèé ëèíåéíûé
ðàçìåð çàðîäûøà

𝑁кр =
4𝜎2𝑎2

(𝜇г − 𝜇тв)
2

è 𝐿кр = 𝑎
√︁
𝑁кр =

2𝜎𝑎2

𝜇г − 𝜇тв
. (11.9)

Ñëó÷àéíî ñôîðìèðîâàâøèåñÿ çàðîäûøè äîêðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà
(𝑁 < 𝑁кр) ÿâëÿþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíûìè. Ñòðåìëåíèå ñèñòå-
ìû ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìóìîì ñâîáîäíîé ýíåðãèè áóäåò ïðèâîäèòü
ê òîìó, ÷òî òàêèå çàðîäûøè áóäóò èñ÷åçàòü (𝑁 → 0). Íàïðîòèâ, çàðîäûøè
çàêðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà (𝑁 > 𝑁кр), ôëóêòóàöèîííûì îáðàçîì ïðå-
îäîëåâøèå ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð, â äàëüíåéøåì áóäóò ðàñòè óñòîé÷èâî
(𝑁 → ∞). Îòìåòèì, ÷òî ðàçìåð êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà ñèëüíî çàâèñèò îò

15 Разность химических потенциалов частиц в газовой и конденсированной фазах
можно выразить через пересыщение 𝜁 [11.2, §1.5]

𝜇г − 𝜇тв ≡ 𝑘𝐵𝑇 ln(1 + 𝜁), (11.7)

где 𝑘𝐵 – постоянная Больцмана. Если пересыщение равно нулю, то 𝜇г = 𝜇тв и поэтому
частицы в газовой фазе и на поверхности находятся в динамическом равновесии. Для
малых пересыщений (|𝜁| ≪ 1) получаем простую формулу: 𝜇г − 𝜇тв = 𝑘𝐵𝑇 · 𝜁.

16Учёт энтропийного слагаемого является принципиально важным для правильной
оценки скорости образования зародышей критического размера [11.2, §1.5], поскольку
без этой поправки скорость нуклеации имеет нереально низкие значения – см. формулу
(11.11).
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Рис. 11.2. (a) Зависимость свободной энергии 𝐹 двумерного островка квадратной фор-
мы, определяемой выражением (11.6) без учёта энтропийного слагаемого, от числа ча-
стиц 𝑁 для различных пересыщений 𝜁; параметр 4𝜎𝑎/(𝑘𝐵𝑇 ) = 10. (b) Зависимость чис-
ла частиц для критического зародыша от пересыщения 𝜁 согласно определению (11.7)

ïåðåñûùåíèÿ è ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïåðåñûùåíèÿ êðèòè÷åñêèé çàðîäûø
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Ïîäñòàâëÿÿ (11.9) â (11.6), íàõîäèì âûñîòó àêòèâàöèîííîãî áàðüåðà

𝐹𝑐 ≡ 𝐹 (𝑁)
⃒⃒⃒
𝑁=𝑁кр

= 4𝜎𝑎 · 2𝜎𝑎

(𝜇г − 𝜇тв)
+ (𝜇тв − 𝜇г) ·

4𝜎2𝑎2

(𝜇г − 𝜇тв)
2
− 𝑇 𝑆 =

=
4𝜎2𝑎2

(𝜇г − 𝜇тв)
− 𝑇 𝑆. (11.10)

Èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà, îöåíèì âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ çàðî-
äûøà êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå

𝑤 ∝ exp

(︂
− 𝐹𝑐

𝑘𝐵𝑇

)︂
= exp

(︂
− 4𝜎2𝑎2

(𝜇г − 𝜇тв)

1

𝑘𝐵𝑇

)︂
· exp

(︂
𝑆

𝑘𝐵

)︂
. (11.11)

Òàêàÿ ïðîñòàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü íóêëåàöèè ïðè áîëüøîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 4𝜎2𝑎2/(𝑘𝐵𝑇 ) ñèëüíî çàâèñèò îò ïåðåñûùåíèÿ è äàæå
ìàëîå èçìåíåíèå ðàçíîñòè 𝜇г − 𝜇тв ñïîñîáíî èçìåíèòü ñêîðîñòü íóêëåàöèè
íà ïîðÿäêè.

11.3 Модель Колмогорова массовой кристаллизации:
время формирования и толщина сплошной плёнки

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàññîâîé êðèñòàëëèçàöèè, ðåø¼ííóþ À. Í. Êîëìî-
ãîðîâûì [11.4�11.5]. Ïóñòü íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà îáðàçóþò-
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ñÿ çàðîäûøè íîâîé ôàçû (îñòðîâêè) âûïóêëîé ôîðìû è ïîñòîÿííîé âû-
ñîòû, êîòîðûå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü äèñêîîáðàçíûìè (ðèñ. 11.3a).
Ñêîðîñòü çàðîäûøåîáðàçîâàíèÿ 𝛼, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî çàðîäû-
øåé, îáðàçóþùèõñÿ â åäèíèöó âðåìåíè íà ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ïëîùà-
äè, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âñå
çàðîäûøè íîâîé ôàçû, íåçàâèñèìî îò èõ òåêóùåãî ðàçìåðà, ðàñòóò âäîëü
ïîäëîæêè ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ 𝑣 è, âî-âòîðûõ, ñêîðîñòü óâå-
ëè÷åíèÿ ðàçìåðà çàðîäûøåé íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èõ ñòîëêíîâåíèè, è çà-
ðîäûøè ðàçðàñòàþòñÿ äàëåå, ¾íå çàìå÷àÿ¿ äðóã äðóãà. Òðåáóåòñÿ íàéòè
çàâèñèìîñòü äîëè ïëîùàäè ïîäëîæêè 𝑞, êîòîðàÿ íå ïîêðûòà àäñîðáàòîì,
ê ìîìåíòó âðåìåíè 𝑡 ïîñëå íà÷àëà ðîñòà ïë¼íêè.

(a)

v

v

0 1 2
t/t0

0

1

q(
t)
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Рис. 11.3. (a) Схематическое представление процесса независимого роста
двумерных островков с постоянной линейной скоростью 𝑣 (вид сверху) и
увеличение покрытия за время 𝑑𝑡. Зародыши, показанные тёмно-серым цве-
том и образовавшиеся на поверхности «старых» зародышей, не вносят вклад
в изменение площади покрытия. (b) Зависимость свободной от адсорбатов
части поверхности 𝑞 от времени 𝑡/𝑡0 согласно соотношению (11.14)

Î÷åâèäíî, ÷òî èçìåíåíèå ïëîùàäè èçîëèðîâàííîãî çàðîäûøà, âîçíèê-
øåãî â ìîìåíò âðåìåíè 𝜏 , çà âðåìÿ 𝑑𝑡 ðàâíî

𝑑𝑆 = 2𝜋𝑅(𝑡) · 𝑑𝑅 = 2𝜋𝑣2 · (𝑡− 𝜏) 𝑑𝑡,

ãäå 𝜏 � ìîìåíò âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ çàðîäûøà, 𝑡− 𝜏 � âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ýòîãî çàðîäûøà, 𝑅(𝑡) = 𝑣 · (𝑡− 𝜏) � ðàäèóñ çàðîäûøà â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡.
Ýôôåêòèâíîå èçìåíåíèå ïëîùàäè çàðîäûøà ñ ó÷¼òîì ïîêðûòîé ÷àñòè ïîä-
ëîæêè åñòü

𝑑𝑆эфф = 2𝜋𝑣2 (𝑡− 𝜏) 𝑞(𝑡) 𝑑𝑡.

Çà èíòåðâàë âðåìåíè [𝜏, 𝜏 + 𝑑𝜏 ] âîçíèêàåò 𝑑𝑁 = 𝛼𝑆0 𝑑𝜏 íîâûõ çàðîäûøåé,
ãäå 𝑆0 � ïëîùàäü ïîäëîæêè. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè íå ñëåäóåò èñ-
êëþ÷àòü âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ çàðîäûøà íà óæå ïîêðûòîé àäñîðáàòîì
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ïîâåðõíîñòè. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó âûïóêëîñòè ôîðìû îñòðîâêîâ è ïðåä-
ïîëàãàåìîãî ïîñòîÿíñòâà ëèíåéíîé ñêîðîñòè ðîñòà, âíîâü îáðàçîâàâøèéñÿ
çàðîäûø íà ïîâåðõíîñòè ¾ñòàðîãî¿ çàðîäûøà íå ñìîæåò äîãíàòü ôðîíò
êðèñòàëëèçàöèè è âíåñòè âêëàä â èçìåíåíèå äîëè ïîêðûòèÿ (ðèñ. 11.3a).
Èçìåíåíèå ýôôåêòèâíîé ïëîùàäè âñåõ çàðîäûøåé, âîçíèêøèõ â èíòåðâàëå
âðåìåíè [𝜏, 𝜏 + 𝑑𝜏 ], çà èíòåðâàë âðåìåíè [𝑡, 𝑡+ 𝑑𝑡], ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑑𝑆эфф =

𝑡∫︁
0

2𝜋𝑣2 (𝑡− 𝜏) 𝑞(𝑡)𝛼𝑆0 𝑑𝑡 𝑑𝜏 = 2𝜋𝑣2 𝑞(𝑡)𝛼𝑆0

𝑡2

2
𝑑𝑡.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ
ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ äîëè ñâîáîäíîé îò çàðîäûøåé ïîâåðõíîñòè17

𝑞(𝑡) ≡ − 𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑆эфф

𝑆0

)︂
= −𝜋𝛼𝑣2 𝑞(𝑡) 𝑡2. (11.12)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (11.12), ïîëó÷àåì

𝑞∫︁
1

𝑑𝑞

𝑞
= −𝜋𝛼𝑣2

𝑡∫︁
0

𝑡2 𝑑𝑡, (11.13)

ãäå íèæíèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíû èç óñëîâèÿ 𝑞 = 1 â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâîäèì ñîîòíîøåíèå
(11.13) ê âèäó ln 𝑞 = − (𝑡/𝑡0)

3, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñâîáîäíàÿ îò àäñîðáàòîâ
äîëÿ ïîäëîæêè 𝑞(𝑡) óáûâàåò ñî âðåìåíåì ïî íåëèíåéíîìó ýêñïîíåíöèàëü-
íîìó çàêîíó (ðèñ. 11.3b)

𝑞(𝑡) = 𝑒−(𝑡/𝑡0)3, (11.14)

ãäå

𝑡0 ≡
3

√︂
3

𝜋𝑣2𝛼
(11.15)

åñòü õàðàêòåðíîå âðåìÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñïëîøíîé ïë¼íêè ïî Êîëìîãîðîâó.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ìîäåëè òð¼õìåðíîãî ðîñòà è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàðî-
äûøè òàêæå ðàñòóò ââåðõ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ 𝑣𝑧. Èçîëèðîâàííûé çàðî-
äûø â ýòîé ìîäåëè èìååò ôîðìó êîíóñà, äëÿ êîòîðîãî óãîë ïðè îñíîâàíèè
îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì 𝑣𝑧/𝑣. Ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàññèâ ñî-
ïðèêàñàþùèõñÿ êîíóñîâ (ðèñ. 11.4). Â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò

17Легко понять, что на начальной стадии роста перекрытием зародышей можно пре-
небречь, поскольку 𝑞 ≃ 1, и рассмотреть более простое уравнение 𝑞(𝑡) = −𝜋𝛼𝑣2 𝑡2,
откуда следует 𝑞(𝑡) ≃ 1− (𝑡/𝑡0)

3 при 𝑡≪ 𝑡0, где 𝑡0 = (3/𝜋𝑣2𝛼)1/3.
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Рис. 11.4. (a) Схематическое представление начальной стадии
независимого роста трёхмерных островков с постоянными линей-
ными скоростями 𝑣 и 𝑣𝑧 (вид сбоку) и увеличение объёма остров-
ка за время 𝑑𝑡. (b) Схематическое представление заключительной
стадии роста трёхмерных островков и формирование сплошной
шероховатой плёнки. Функция 𝑞(𝑡, ℎ) описывает долю поверхно-
сти, заполненную веществом, на заданной высоте ℎ, 𝐻 – средняя
высота плёнки адсорбата

èíòåðåñ îöåíèòü ñðåäíþþ òîëùèíó è øåðîõîâàòîñòü ïë¼íêè. Âåðîÿòíîñòü
íàéòè íåçàêðèñòàëëèçîâàâøèéñÿ ó÷àñòîê â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 íà âûñîòå ℎ
íàä ïîäëîæêîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝑞(𝑡, ℎ) = 𝑞

(︂
𝑡− ℎ

𝑣𝑧

)︂
= exp

{︃
−
(︂
𝑡− ℎ/𝑣𝑧

𝑡0

)︂3
}︃
, (11.16)

ãäå 𝑞(𝑡) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11.14). Çíàÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âû-
ñîò (11.16), ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Îäíàêî
ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîáðàæåíèÿìè ðàçìåðíîñòè. ßñíî, ÷òî ñðåäíÿÿ òîëùè-
íà äîëæíà âûõîäèòü íà ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü 𝐻 = 𝑣𝑧 · 𝑡 ïðè 𝑡 ≫ 𝑡0
(ðèñ. 11.5a). Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ôîðìèðóþùåéñÿ ïîâåðõ-
íîñòè îò èäåàëüíîé ïëîñêîñòè äîëæíî ìîíîòîííî âîçðàñòàòü è çà âðåìÿ
ïîðÿäêà 𝑡0 âûõîäèòü íà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïîðÿäêà 𝑣𝑧 𝑡0 (ðèñ. 11.5b).

Èòàê, ìîäåëü Êîëìîãîðîâà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü âàæíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ôîðìèðóþùåéñÿ ïë¼íêè è ïîòîìó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êà÷åñòâåí-
íûõ îöåíîê ìèíèìàëüíîé òîëùèíû ñïëîøíîé ïë¼íêè. Êðîìå òîãî, ýòà ìî-
äåëü ïîëåçíà ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ çàäà÷ êèíåòèêè ôàçîâûõ ïåðåõî-
äîâ ïåðâîãî ðîäà. Ê ñîæàëåíèþ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñäåëàííûå äîïóùåíèÿ
î íåçàâèñèìîì õàðàêòåðå ðîñòà çàðîäûøåé íåâåðíû.
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Рис. 11.5. (a) Схематическое представление зависимости средней высоты плёнки ад-
сорбата 𝐻 в модели Колмогорова от времени. (b) Схематическое представление зави-
симости нормированного стандартного отклонения шероховатой плёнки в модели Кол-
могорова от времени, где 𝜎0 ∼ 𝑣𝑧𝑡0

11.4 Модель Лифшица-Слёзова: стадия коалесценции

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îáðàçîâàíèè è óêðóïíåíèè18 òð¼õìåðíûõ çàðîäû-
øåé (òâåðäîôàçíûõ îñòðîâêîâ) â îáëàêå ïåðåñûùåííîãî ïàðà èëè â òâ¼ðäîì
ðàñòâîðå.

Íà÷í¼ì ñ âûâîäà âñïîìîãàòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ðàäè-
óñ çàðîäûøà ïëîòíîé ôàçû 𝑅 c õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 𝜇 è äàâëåíèåì
âáëèçè åãî ïîâåðõíîñòè. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâåíñòâà õèìè÷åñêèõ ïîòåí-
öèàëîâ äëÿ ðàçðåæåííîé è ïëîòíîé ôàç â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ âáëèçè ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè

𝜇г(𝑝0, 𝑇 ) = 𝜇тв(𝑝0, 𝑇 ) (11.17)

è âáëèçè èñêðèâë¼ííîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 11.6)

𝜇г(𝑝0 + 𝛿𝑝, 𝑇 ) = 𝜇тв(𝑝0 + 𝛿𝑝+Δ𝑝, 𝑇 ), (11.18)

ãäå 𝑝0 � äàâëåíèå âäàëè îò ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç èëè äàâëåíèå âáëèçè ïëîñ-
êîé ãðàíèöû ðàçäåëà; 𝛿𝑝 � èçìåíåíèå ëîêàëüíîãî äàâëåíèÿ âáëèçè èñêðèâ-
ëåííîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ 𝑝0; Δ𝑝 � èçáûòî÷íîå äàâëåíèå,
çàâèñÿùåå îò êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 𝜎, ðàäèóñà êðèâèç-
íû 𝑅 è îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé Ëàïëàñà (íàïðèìåð, [11.6, �109])

Δ𝑝 =
2𝜎

𝑅
. (11.19)

18Коалесценция (лат. coalesco – соединяюсь) – слияние частиц (например, капель)
внутри подвижной среды (жидкости, газа или твёрдого раствора) или на поверхности
тела, сопровожающееся укрупнением капель.
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Рис. 11.6. Распределение давлений вблизи границы раздела меж-
ду разреженной и плотной фазами в состоянии термодинамическо-
го равновесия

Ðàçëîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (11.18) â ðÿä ïî ìàëûì ïàðà-
ìåòðàì 𝛿𝑝 è Δ𝑝

𝜇г(𝑝0, 𝑇 )+

(︂
𝜕𝜇г
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

𝛿𝑝 = 𝜇тв(𝑝0, 𝑇 )+

(︂
𝜕𝜇тв
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

𝛿𝑝+

(︂
𝜕𝜇тв
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

Δ𝑝,

îòêóäà ñëåäóåò

𝛿𝑝 =

(︂
𝜕𝜇тв
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

{︃(︂
𝜕𝜇г
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

−
(︂
𝜕𝜇тв
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

}︃−1

Δ𝑝 =

=
Ω0

(Ω′
0 − Ω0)

· 2𝜎
𝑅

≃ Ω0

Ω′
0

· 2𝜎
𝑅
. (11.20)

Ïðè âûâîäå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìû ó÷ëè, ÷òî îáú¼ì Ω′
0, ïðèõîäÿùèéñÿ íà

îäíó ÷àñòèöó ãàçîâîé ôàçû, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò îáú¼ì Ω0, ïðèõîäÿ-
ùèéñÿ íà îäíó ÷àñòèöó ïëîòíîé ôàçû19.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàñûùåííûé ïàð íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëîòíîé ôàçû
êàê èäåàëüíûé ãàç, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ 𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 , ãäå

19В состоянии термодинамического равновесия для системы с переменным числом
частиц при постоянном давлении большой термодинамический потенциал достигает
экстремума, поэтому

−𝑆 𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑝−𝑁 𝑑𝜇 = 0 или 𝑑𝜇 = − 𝑆

𝑁
𝑑𝑇 +

𝑉

𝑁
𝑑𝑝.

Иными словами, частная производная (𝜕𝜇/𝜕𝑝)𝑇 равна объёму одной частицы Ω = 𝑉/𝑁 ,
где 𝑉 – объём и 𝑁 – число частиц. Равновесные объёмы, приходящиеся на одну частицу
в разреженной и плотной фазах, вдали от искривлённой поверхности по определению
равны

Ω′
0 =

(︂
𝜕𝜇г
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇0

и Ω0 =

(︂
𝜕𝜇тв
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇0

.

199



𝑁 � ÷èñëî ÷àñòèö ãàçîâîé ôàçû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáú¼ì, ïðèõîäÿùèéñÿ
íà îäíó ÷àñòèöó, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Ω′
0 =

𝑉

𝑁
=
𝑘𝐵𝑇

𝑝0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàâëåíèå è êîíöåíòðàöèÿ íàñûùåííîãî ïàðà íàä èñêðèâ-
ë¼ííîé ïîâåðõíîñòüþ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå

𝑝 = 𝑝0 + 𝛿𝑝 ≃ 𝑝0 +
Ω0

Ω′
0

· 2𝜎
𝑅

≃ 𝑝0 ·
(︂
1 +

2𝜎Ω0

𝑘𝐵𝑇

1

𝑅

)︂
(11.21)

è

𝑛 =
𝑁

𝑉
=

𝑝

𝑘𝐵𝑇
=

𝑝0

𝑘𝐵𝑇
·
(︂
1 +

2𝜎Ω0

𝑘𝐵𝑇

1

𝑅

)︂
. (11.22)

Äàëåå ïðè èçëîæåíèè òåîðèè êîàëåñöåíöèè Ëèôøèöà � Ñë¼çîâà ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ìîíîãðàôèè [11.8, �100], è
çàïèñûâàòü çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ðàçðåæåííîé ôàçû âáëèçè
èñêðèâë¼ííîé ãðàíèöû ðàçäåëà ðàçðåæåííîé è ïëîòíîé ôàç â âèäå

𝐶гр(𝑎) = 𝐶∞
гр +

𝛼

𝑎
, (11.23)

ãäå 𝛼 = 2𝜎Ω0𝐶
∞
гр/𝑘𝐵𝑇 � êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîãî ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-

æåíèÿ, 𝑎 � ðàäèóñ çàðîäûøà (êàïëè ïëîòíîé ôàçû), 𝐶∞
гр � êîíöåíòðàöèÿ

÷àñòèö ãàçîâîé ôàçû âáëèçè ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (𝑎 = ∞).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (11.18), (11.19) è (11.20), çàïèøåì õèìè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë ïëîòíîé ôàçû âáëèçè èñêðèâë¼ííîé ïîâåðõíîñòè

𝜇 = 𝜇тв(𝑝0, 𝑇 ) +

(︂
𝜕𝜇тв
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

𝛿𝑝+

(︂
𝜕𝜇тв
𝜕𝑝

)︂
𝑝0,𝑇

Δ𝑝 =

= 𝜇0 + Ω0 ·
Ω0

Ω′
0

· 2𝜎
𝑅

+ Ω0 ·
2𝜎

𝑅
≃

≃ 𝜇0 +
2𝜎Ω0

𝑅
ïðè óñëîâèè Ω′

0 ≫ Ω0, (11.24)

ãäå 𝜇0 ≡ 𝜇тв(𝑝0, 𝑇 ) � ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ
äàííîé òåìïåðàòóðû âáëèçè ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè. Ñîîòíîøåíèå (11.24) ïî-
ÿñíÿåò, ïî÷åìó ïðîöåññ, ñâÿçàííûé ñ îòðûâîì ÷àñòèöû îò êàïëè ìåíüøåãî
ðàçìåðà è ïðèñîåäèíåíèÿ å¼ ê êàïëå á�îëüøåãî ðàçìåðà ïîñðåäñòâîì äèô-
ôóçèè ÷åðåç ãàçîâóþ ôàçó ìîæåò áûòü ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì.20

20Сравните полученное соотношение (11.24) с выражением (9.25), которые было ис-
пользовано в Лекции 9 при описании релаксации крупномасштабных поверхностных
шероховатостей.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö 𝐶(r, 𝑡) â ãàçîâîé ôà-
çå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ñ÷èòàòü áëèçêîé ê ñòàöèîíàðíîé
è óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà21 Δ𝐶 = 0. Ýòî óðàâíåíèå äëÿ
ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2 𝜕

𝜕𝑟
𝐶(𝑟)

)︂
= 0 (11.25)

è ýëåìåíòàðíî èíòåãðèðóåòñÿ: 𝐶(𝑟) = 𝐴1/𝑟+𝐴2, ãäå𝐴1 è𝐴2 � ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå. Äîáàâëÿÿ ê çàäà÷å (11.25) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

𝐶
⃒⃒⃒
𝑟→∞

= 𝐶0 è 𝐶
⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 𝐶гр(𝑎), (11.26)

ãäå 𝐶0 � ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â ãàçîâîé ôàçå âäàëè îò çà-
ðîäûøà (èëè êàïëè) ïëîòíîé ôàçû, 𝐶гр(𝑎) � ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ
÷àñòèö â ãàçîâîé ôàçå íà ãðàíèöå çàðîäûøà ðàäèóñà 𝑎. C ó÷¼òîì ïîïðàâêè
(11.23) ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ðàçðåæåííîé ôàçû
âáëèçè ñôåðè÷åñêîãî çàðîäûøà ïëîòíîé ôàçû

𝐶(𝑟) =
(︀
𝐶гр(𝑎)− 𝐶0

)︀ 𝑎
𝑟
+ 𝐶0 =

(︁
𝐶∞
гр − 𝐶0 +

𝛼

𝑎

)︁ 𝑎

𝑟
+ 𝐶0. (11.27)

Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü 𝐶(𝑟) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11.7.

Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ñèñòåìû ââåä¼ì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåò-
ðà: ïåðåñûùåíèå

𝜁 ≡ 𝐶0 − 𝐶∞
гр , (11.28)

êîòîðîå ðàâíî ðàçíîñòè êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ðàçðåæåííîé ôàçû âäàëè îò
çàðîäûøåé è êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö âáëèçè ïëîñêèõ ñòåíîê, îãðàíè÷èâàþ-
ùèõ îáú¼ì ðàçðåæåííîé ôàçû; è ðàäèóñ êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà

𝑎кр ≡
𝛼

𝐶0 − 𝐶∞
гр

=
𝛼

𝜁
. (11.29)

21Оценим типичные времена рассматриваемой задачи. Концентрация частиц газовой
фазы удовлетворяет нестационарному уравнению диффузии 𝜕𝐶/𝜕𝑡 = 𝐷Δ𝐶, где 𝐷 –
коэффициент диффузии. Характерное время установления диффузионного потока по
порядку величины равно 𝜏1 ∼ ⟨𝑎⟩2/𝐷, где ⟨𝑎⟩ – средний размер зародыша. Характерное
время изменения размера зародыша для задачи (11.32) по порядку величины равно

𝜏2 ∼
⟨𝑎⟩

𝐷Ω0 (𝜕𝐶/𝜕𝑟)
∼ ⟨𝑎⟩2

𝐷Ω0 · 𝜁
,

где 𝜁 – пересыщение для газовой фазы. Величина 𝜏2 совпадает с оценкой парамет-
ра 𝑡0 [см. соотношение (11.33)] при условии, что на заключительном этапе коалесцен-
ции средний размер зародыша совпадает с критическим размером зародыша. Следо-
вательно, на заключительном этапе коалесценции (𝜁 ≪ 1) справедливо соотношение
𝜏1/𝜏2 ∼ Ω0 · 𝜁 ≪ 1 или 𝜏1 ≪ 𝜏2. Иными словами, при анализе медленного роста остров-
ков можно считать, что в каждый момент времени распределение параметров частиц
газовой фазы близко к стационарному.
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Рис. 11.7. Схематическое представление зависимость концентрации
частиц в газовой фазе вдоль линии, соединяющей центры двух заро-
дышей, согласно соотношению (11.30)

Èñïîëüçóÿ ýòè ïàðàìåòðû, ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (11.27) â âèäå

𝐶(𝑟) =
𝛼

𝑟

(︂
1− 𝑎

𝑎кр

)︂
+ 𝐶0. (11.30)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ãàçîâîé ôàçû íà ãðàíèöå çàðîäûøà
ñ ðàäèóñîì 𝑎 < 𝑎кр ïðåâûøàåò ðàâíîâåñíóþ êîíöåíòðàöèþ 𝐶0, è íàîáîðîò.

Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè ðîñòà çàðîäûøà ðàäèóñà 𝑎 çà ñ÷¼ò
äèôôóçèîííîãî ïîòîêà Jдифф = −𝐷∇𝐶 ÷àñòèö ãàçîâîé ôàçû ÷åðåç ïî-

âåðõíîñòü êàïëè ïëîùàäüþ 4𝜋𝑎2

𝑑

𝑑𝑡

(︂
4𝜋

3
𝑎3

)︂
= −4𝜋𝑎2 Ω0 𝐽дифф

⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 4𝜋𝑎2𝐷Ω0

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑟

)︂
𝑟=𝑎

, (11.31)

ãäå 𝐷 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè äëÿ ÷àñòèö ãàçîâîé ôàçû. Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë óðàâíåíèÿ (11.31) î÷åíü ïðîñò: äèôôóçèîííûé ïîòîê íàïðàâëåí îò
îáëàñòè ñ á�îëüøåé êîíöåíòðàöèåé ê îáëàñòè ñ ì�åíüøåé êîíöåíòðàöèåé,
ïîýòîìó åñëè 𝜕𝐶/𝜕𝑟 > 0, òî ïîòîê àòîìîâ áóäåò íàïðàâëåí ê çàðîäûøó
è îí ñòàíåò óâåëè÷èâàòüñÿ â ðàçìåðàõ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå
(11.27), ïîëó÷àåì

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 𝐷Ω0

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑟

)︂
𝑟=𝑎(𝑡)

= 𝐷Ω0

(︁
𝐶∞
гр(𝑡)− 𝐶0(𝑡) +

𝛼

𝑎(𝑡)

)︁(︁
− 𝑎(𝑡)

𝑟2

)︁
=

=
𝐷Ω0 𝛼

𝑎(𝑡)

(︂
1

𝑎кр(𝑡)
− 1

𝑎(𝑡)

)︂
. (11.32)
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Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà ââåä¼ì åñòåñòâåííûé ìàñøòàá âðå-
ìåíè

𝑡0 =
𝑎3
кр(0)

𝐷Ω0 𝛼
, (11.33)

ãäå 𝑎кр(0) � ðàçìåð êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà â íà÷àëå ñòàäèè êîàëåñöåíöèè,
è ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ âèäà

�̇� ≡ 𝑑𝑎

𝑑𝑡′
=
𝑎3
кр(0)

𝑎(𝑡′)

(︂
1

𝑎кр(𝑡
′)
− 1

𝑎(𝑡′)

)︂
, (11.34)

ãäå 𝑡′ = 𝑡/𝑡0 � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ðàäèóñ çàðîäû-
øà ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ (𝑎 < 𝑎кр), òî 𝑑𝑎/𝑑𝑡 < 0 è ïîýòîìó òàêîé
çàðîäûø áóäåò ðàñòâîðÿòüñÿ (èëè èñïàðÿòüñÿ); åñëè ðàäèóñ çàðîäûøà áîëü-
øå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ (𝑎 > 𝑎кр), òî 𝑑𝑎/𝑑𝑡 > 0 è òàêîé çàðîäûø áóäåò
íåîãðàíè÷åííî ðàñòè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàðîäûøè âçàèìîäåéñòâóþò ÷å-
ðåç êîíöåíòðàöèîííîå ïîëå ÷àñòèö â ãàçîâîé ôàçå. Âñå ýòî ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåò äèôôóçèîííûé ðîñò àíñàìáëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ çàðîäûøåé
îò ïðåäïîëîæåíèé íåçàâèñèìîãî ðîñòà çàðîäûøåé â ìîäåëè Êîëìîãîðîâà
è ñîçäàåò ñåðü¼çíûå ïðîáëåìû äëÿ åãî îïèñàíèÿ.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ çàðîäûøåé ïî ðàçìåðàì 𝑓(𝑡, 𝑎) òàêèì
îáðàçîì, ÷òî èíòåãðàë

𝑁(𝑡′) =

∞∫︁
0

𝑓(𝑎, 𝑡′) 𝑑𝑎

ðàâåí ÷èñëó çàðîäûøåé â åäèíèöå îáú¼ìà. Ðàññìàòðèâàÿ 𝑣𝑎 = �̇� êàê ñêî-
ðîñòü ïåðåìåùåíèÿ çàðîäûøåé â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ, ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå íåïðåðûâíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ

𝜕𝑓

𝜕𝑡′
+

𝜕

𝜕𝑎
(�̇� 𝑓) = 0, (11.35)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâà âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì

𝜁(𝑡′) + 𝑞(𝑡′) = 𝑄0, (11.36)

ãäå 𝜁(𝑡′) åñòü òåêóùåå ïåðåñûùåíèå ðàñòâîðà, 𝑄0 = const åñòü ïîëíûé íà-
÷àëüíûé îáú¼ì âåùåñòâà,

𝑞(𝑡′) =
4𝜋

3

∫︁
𝑎3 𝑓(𝑎, 𝑡′) 𝑑𝑎 (11.37)

åñòü òåêóùèé îáú¼ì îáðàçîâàâøèõñÿ çàðîäûøåé.
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Рис. 11.8. Схематическое представление функции распределения
𝑓(𝑎, 𝑡′) в различные моменты времени, 𝑎𝑐 – мгновенное значение крити-
ческого размера зародыша. Стрелки указывают на процесс увеличения
доли островков с размером, превышающим критический размер, за счёт
островков меньшего размера. Заметим, что площадь под кривой 𝑓(𝑎, 𝑡′)
увеличивается с течением времени, что отражает переход вещества из
газовой в плотную фазу в процессе коалесценции капель и уменьшение
пересыщения системы

Ñóùåñòâåííûé øàã â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû áûë ñäåëàí È. Ì. Ëèô-
øèöåì è Â. Â. Ñë¼çîâûì [11.9]. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äîâîëüíî ãðî-
ìîçäêî [11.8, �100], ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì, îñíîâàííîì
íà ãèïîòåçå î ¾ñêåéëèíãîâîì¿ èëè àâòîìîäåëüíîì õàðàêòåðå ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ [11.10].

Ìîæíî ïîêàçàòü (Ïðèëîæåíèå 1), ÷òî íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàðîäûøåé ïî ðàçìåðàì 𝑓(𝑡, 𝑎) èìååò âèä

𝑓(𝑎, 𝑡′) =
𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂
, (11.38)

ãäå ℱ(𝑥) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ óçêèé ïèê (ðèñ. 11.8). Çàâèñè-
ìîñòü ðàçìåðà êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà îò âðåìåíè äà¼òñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
ôîðìóëîé

𝑎кр(𝑡
′) ∝ (𝑡′)1/3 ïðè 𝑡′ → ∞. (11.39)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òî ÷èñëî çàðîäûøåé ïëîòíîé ôàçû â åäèíèöå îáú¼ìà ñî
âðåìåíåì óìåíüøàåòñÿ ïî çàêîíó

204



𝑁(𝑡′) =

∫︁
𝑓(𝑎, 𝑡′) 𝑑𝑎 =

𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)

∫︁
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂
𝑑𝑎 =

=
𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)
𝑎кр(𝑡

′)

∫︁
ℱ(𝑥) 𝑑𝑥 ∝ 1

𝑎3
кр(𝑡

′)

èëè

𝑁(𝑡′) ∝ 1

𝑡′
. (11.40)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ 𝑁(𝑡′) · (4𝜋/3) ⟨𝑎(𝑡′)⟩3 = 𝑄0 ìîæíî îïðåäåëèòü
ñðåäíèé ðàçìåð çàðîäûøà è ïîêàçàòü, ÷òî ⟨𝑎⟩ ðàñò¼ò ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó

⟨𝑎(𝑡′)⟩ ∝ (𝑡′)1/3 ïðè 𝑡′ → ∞, (11.41)

êîòîðûé îæèäàåìî ñîâïàäàåò ñ çàâèñèìîñòüþ ðàçìåðà êðèòè÷åñêîãî çàðî-
äûøà îò âðåìåíè (11.39). Ýâîëþöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑓(𝑎, 𝑡′) ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 11.8.

Ôîðìóëû (11.38) � (11.41) ôîðìóëèðóþò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîäåëè
êîàëåñöåíöèè Ëèôøèöà � Ñë¼çîâà. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî çàðîäûøè ïëîòíîé
ôàçû ïîñëå èõ ïîÿâëåíèÿ ðàçðàñòàþòñÿ, ïîýòîìó ïåðåñûùåíèå â ñèñòåìå
ïàäàåò è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàäèóñ êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà ðàñò¼ò. Ñëåäî-
âàòåëüíî, çàðîäûøè ñ ðàçìåðàìè ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî áóäóò èñïàðÿòüñÿ,
à çàðîäûøè ñ ðàçìåðàìè áîëüøå êðèòè÷åñêîãî áóäóò ïðîäîëæàòü ðàñòè
çà ñ÷¼ò èñ÷åçàþùèõ ìåëêèõ êàïåëü. Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîëíîãî
÷èñëà çàðîäûøåé è óâåëè÷åíèþ èõ ñðåäíåãî ðàçìåðà. Ðàññìîòðåííàÿ çà-
äà÷à èìååò îòíîøåíèå ê ðàñïàäó òâ¼ðäûõ ðàñòâîðîâ, êîòîðûé ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü â Ëåêöèè 12 ñ íåñêîëüêî äðóãèõ ïîçèöèé.

11.5 Динамика эшелона ступеней моноатомной высоты

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ëåêöèè ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð êîëëåêòèâíîãî
ïîâåäåíèÿ, îáóñëîâëåííûé ¾äèôôóçèîííûì¿ âçàèìîäåéñòâèåì ïðè ðîñòå
êðèñòàëëà � çàäà÷ó î äâèæåíèè ýøåëîíà ìîíîàòîìíûõ ñòóïåíåé. Êàê èç-
âåñòíî èç êóðñà êðèñòàëëîãðàôèè, îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà íà
óãîë 𝜃 îò îäíîé èç ïëîòíîóïàêîâàííûõ (ñèíãóëÿðíûõ) ïëîñêîñòåé ïðèâîäèò
ê îáðàçîâàíèþ ñèñòåìû ñòóïåíåé àòîìàðíîé âûñîòû, ïëîòíîñòü êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ðàçîðèåíòàöèè 𝜃 (ðèñ. 11.9a).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîëëåêòèâíàÿ äèíàìèêà ìàññèâà ñòóïåíåé ìî-
íàòîìíîé âûñîòû â ïðîöåññå ãîìîýïèòàêñèàëüíîãî ðîñòà (íàïðèìåð, [11.11�
11.12]). Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ñòóïåíè ïðÿìîëèíåéíûìè è âûáåðåì
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Рис. 11.9. (a) Схематическое представление эшелона ступеней моноатомной высоты
и атомарно-гладких террас равной ширины. Угол разориентации 𝜃 определяет сред-
нюю ширину террас 𝐿 = 𝑑𝑀𝐿/tg 𝜃, где 𝑑𝑀𝐿 – высота монослоя для данного семейства
атомных плоскостей. (b) Схематическое представление структуры «макроступени», об-
разованной в процессе замедления скорости линейного продвижения ступеней

îñü 𝑥 ïåðïåíäèêóëÿðíî àòîìàðíûì ñòóïåíÿì (ðèñ. 11.10a). Èñïîëüçóÿ âòî-
ðîé çàêîí äèôôóçèè Ôèêà, çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè ãàçà àäà-
òîìîâ ñ ó÷¼òîì äåñîðáöèè

𝜕𝑛

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2
− 𝑛

𝜏
+ 𝐽0, (11.42)

ãäå 𝐷 � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèè, 𝜏 � âðåìÿ æèçíè àäñîð-
áèðîâàííîãî àòîìà, 𝐽0 � äèôôóçèîííûé ïîòîê àòîìîâ èç ãàçîâîé ôàçû íà
ïîâåðõíîñòü, êîòîðûé ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì. Óðàâíåíèå äèôôó-
çèè (11.42) â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑛(𝑥)− 1

ℓ2
𝑛(𝑥) +

𝐽0

𝐷
= 0, (11.43)

ãäå ℓ =
√
𝐷𝜏 � äèôôóçèîííàÿ äëèíà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñâîáîäíûé àäà-

òîì, äîñòèãøèé ìîíàòîìíîé ñòóïåíè, âñòðàèâàåòñÿ â ñòóïåíü è óæå íå âîç-
âðàùàåòñÿ íà òåððàñó â êà÷åñòâå ñâîáîäíîãî àäàòîìà, çàïèøåì ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (11.43)

𝑛(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0 è 𝑛(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0, (11.44)

ãäå 𝐿 � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòóïåíÿìè, êîòîðîå ïîêà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäèíà-
êîâûì äëÿ âñåãî ýøåëîíà ñòóïåíåé.

Ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (11.44), ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå (ðèñ. 11.10a)

𝑛(𝑥) = −𝐽0ℓ
2

𝐷

ch(𝑥/ℓ− 𝐿/2ℓ)

ch(𝐿/2ℓ)
+
𝐽0ℓ

2

𝐷
. (11.45)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (11.45), âû÷èñëèì äèôôóçèîííûé ïîòîê àäñîðáèðî-
âàííûõ àòîìîâ âäîëü ïîâåðõíîñòè ê ñòóïåíè, íàõîäÿùåéñÿ ïðè 𝑥 = 0, ñî
ñòîðîíû òåððàñû ñïðàâà îò ñòóïåíè

𝐽дифф

⃒⃒⃒
𝑥=0

= −𝐷
(︂
𝑑𝑛

𝑑𝑥

)︂
𝑥=0

= −𝐽0ℓ th

(︂
𝐿

2ℓ

)︂
.
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Рис. 11.10. (a) Схематическое представление процесса встраивания адатомов в ступени
моноатомной высоты и зависимость равновесной концентрации адатомов 𝑛 на террасах
от координаты 𝑥 согласно соотношению (11.45). (b) Зависимость линейной скорости 𝑉𝑥
от ширины террас 𝐿 согласно соотношению (11.46)

Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà ñòóïåíè ïðè 𝑥 = 0 çà ñ÷¼ò äèôôóçèîííîãî ïîòîêà
÷àñòèö ðàâíà

𝑉𝑥 = 2𝑎2
⃒⃒
𝐽дифф

⃒⃒
= 𝑉0 th

(︂
𝐿

2ℓ

)︂
, (11.46)

ãäå 𝑉0 = 2𝑎2𝐽0ℓ � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòóïåíåé â ïðåäåëå 𝐿 → ∞, 𝑎 � ëè-
íåéíûé ðàçìåð àòîìà, 𝑎2 � îöåíêà óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè òåððàñû çà ñ÷¼ò
ïðèñîåäèíåíèÿ ê ñòóïåíè îäíîãî àòîìà, êîýôôèöèåíò ¾2¿ ó÷èòûâàåò ñóì-
ìàðíûé ïîòîê ñî ñòîðîíû òåððàñ, ðàñïîëîæåííûõ ñïðàâà è ñëåâà îò òî÷êè
𝑥 = 0 (ðèñ. 11.10a). Çàâèñèìîñòü 𝑉𝑥 îò ðàâíîâåñíîé øèðèíû òåððàñ 𝐿 ïî-
êàçàíà íà ðèñ. 11.10b.

Åñëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîíàòîìíûìè ñòóïåíÿìè è òèïè÷íàÿ
øèðèíà àòîìàðíî-ãëàäêèõ òåððàñ âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ äèôôóçèîííîé
äëèíîé, òî îíè ïðè ïîñòóïëåíèè âåùåñòâà äâèãàþòñÿ ñîãëàñîâàííî ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ 𝑉0, ¾íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ¿ äðóã íà äðóãà. Ïðè óìåíüøå-
íèè øèðèíû òåððàñ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòóïåíåé ïàäàåò è ïðè 𝐿 . ℓ ñòà-
íîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñòóïåíÿìè: 𝑉𝑥 ≃ 𝑉0𝐿/(2ℓ).
Íåîäíîðîäíîñòü ïîòîêà èñïàðÿåìîãî âåùåñòâà è/èëè ïðèñóòñòâèå íåñîâåð-
øåíñòâ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû, òàêèõ êàê äåôåêòû óïàêîâêè, äèñëî-
êàöèè èëè èíîðîäíûå âêëþ÷åíèÿ, ñïîñîáíû ïîâûñèòü ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü
ñòóïåíåé è çàìåäëèòü ñêîðîñòü èõ ïðîäâèæåíèÿ. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò ïðè-
âåñòè ê ëàâèíîîáðàçíîìó óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà
ñòóïåíåé, ïîÿâëåíèþ ãèãàíòñêèõ ïëîñêèõ òåððàñ è ¾ìàêðîñòóïåíåé¿ (ñãóñò-
êîâ ìîíîàòîìíûõ ñòóïåíåé), àíàëîãè÷íûõ êèíåìàòè÷åñêèì óäàðíûì âîë-
íàì èëè àâòîìîáèëüíûì ïðîáêàì (ðèñ. 11.9b è 11.11b).
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Рис. 11.11. Топографическое изображение поверхности кристалла Si(111), полученное
методом отражательной электронном микроскопии в условиях сверхвысокого вакуума,
до (a) и после (b) прогрева образца постоянным током до температуры сублимации
кремния (порядка 1300∘C). В результате прогрева система атомных ступеней на по-
верхности Si(111) быстро трансформируется в кластеры – эшелоны ступеней, которые
на изображении появляются в виде широких тёмных полос. Рисунок заимствован из
работы [11.11]
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Приложение 1

Ñëåäóÿ ðàáîòå [11.10], ïðîâåäåì àíàëèç ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé
(11.34)�(11.37), îñíîâûâàÿñü íà ãèïîòåçå îá àâòîìîäåëüíîì âèäå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ çàðîäûøåé ïî ðàçìåðàì íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè êîàëåñ-
öåíöèè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑓(𝑎, 𝑡′) â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò îò ìãíîâåííîãî ðàçìåðà êðèòè÷åñêîãî çàðîäûøà
𝑎кр(𝑡

′) è îòíîøåíèÿ 𝑥(𝑡′) ≡ 𝑎/𝑎кр(𝑡
′) ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝑓(𝑎, 𝑡′) =
𝐴

𝑎𝑛кр(𝑡
′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂
, (11.47)

ãäå ℱ(𝑥) � áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ, êîíêðåòíûé âèä êîòîðîé íå âàæåí äëÿ
íàøåãî àíàëèçà, 𝐴 � ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç óñëî-
âèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêîé õàðàêòåð ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ è áîëåå òî÷íûìè ðàñ÷¼òàìè [11.8, �100].

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè 𝑛 â ôîðìóëå (11.47) îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ ñîõðà-
íåíèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà (11.36)�(11.37). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íà çàêëþ÷è-
òåëüíîé ñòàäèè êîàëåñöåíöèè âñ¼ èìåþùååñÿ âåùåñòâî â îñíîâíîì ñîñðåäî-
òî÷åíî â êàïëÿõ ïëîòíîé ôàçû, ïîëîæèì 𝜁(𝑡′) ≃ 0 è ïîëó÷èì

4𝜋

3

∫︁
𝑎3 𝐴

𝑎𝑛кр(𝑡
′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂
𝑑𝑎 =

=
4𝜋𝐴

3
𝑎4−𝑛
кр (𝑡′)

∫︁
𝑥3 ℱ (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑄0. (11.48)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (11.48) íå çàâèñåëà îò âðåìåíè,
íåîáõîäèìî ïîëîæèòü 𝑛 = 4, ïîýòîìó

𝑓(𝑎, 𝑡′) =
𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂
. (11.49)

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ (11.49) ìîæåò áûòü ðåøå-
íèåì êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11.49), äëÿ ÷åãî ïîäñòàâèì ïðåäïîëàåìûé
âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â óðàâíåíèå (11.49) è ïîëó÷èì

𝜕

𝜕𝑡′

{︂
𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂}︂
+

𝜕

𝜕𝑎

{︂
�̇�(𝑡′)

𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂}︂
= 0. (11.50)

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

𝒟1 ≡
𝜕

𝜕𝑡′

{︂
𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂}︂
=

𝐴

𝑎5
кр(𝑡

′)
�̇�кр(𝑡

′)
{︁
− 4ℱ(𝑥)− 𝑥ℱ ′(𝑥)

}︁
è

𝒟2 ≡
𝜕

𝜕𝑎

{︂
�̇�(𝑡′)

𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)
ℱ
(︂

𝑎

𝑎кр(𝑡
′)

)︂}︂
=

=
𝐴

𝑎4
кр(𝑡

′)

{︂
𝜕�̇�(𝑡′)

𝜕𝑎
ℱ(𝑥) +

�̇�(𝑡′)

𝑎кр(𝑡
′)
ℱ ′(𝑥)

}︂
.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ 𝒟2 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ÷àñò-
íóþ ïðîèçâîäíóþ �̇�(𝑡′) ïî 𝑎, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (11.34)

𝜕�̇�(𝑡′)

𝜕𝑎
= −𝐷Ω0 𝛼

𝑎2(𝑡′)

1

𝑎кр(𝑡
′)
+

2𝐷Ω0 𝛼

𝑎3(𝑡′)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝒟2 =
𝐴

𝑎7
кр(𝑡

′)
𝐷Ω0 𝛼

{︂(︂
− 1

𝑥2
+

2

𝑥3

)︂
ℱ(𝑥) +

(︂
1

𝑥
− 1

𝑥2

)︂
ℱ ′(𝑥)

}︂
.

Ïîäñòàâèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 𝒟1 è 𝒟2 â óðàâíåíèå (11.50) è ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ℱ(𝑥)

𝐴
�̇�кр(𝑡

′)

𝑎5
кр(𝑡

′)

{︁
− 4ℱ(𝑥)− 𝑥ℱ ′(𝑥)

}︁
+

+ 𝐴
1

𝑎7
кр(𝑡

′)
𝐷Ω0 𝛼

{︂(︂
− 1

𝑥2
+

2

𝑥3

)︂
ℱ(𝑥) +

(︂
1

𝑥
− 1

𝑥2

)︂
ℱ ′(𝑥)

}︂
= 0.

(11.51)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäïîëàãàåìîå ðåøåíèå (11.49) ÿâëÿëîñü ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (11.51) â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàâèñè-
ìîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìûõ îò âðåìåíè áûëà îäèíàêîâîé

�̇�кр(𝑡
′)

𝑎5
кр(𝑡

′)
=

const

𝑎7
кр(𝑡

′)
,

îòêóäà ñëåäóåò

�̇�кр(𝑡
′) =

const

𝑎2
кр(𝑡

′)
, (11.52)

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â (11.52) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî
íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå

𝑎кр(𝑡
′) ∝ (𝑡′)1/3 ïðè 𝑡′ → ∞. (11.53)

Ñòðîãàÿ è ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ [11.8, �100] ïîäòâåðæäàåò ïîëó÷åííûé
íàìè ðåçóëüòàò:

𝑎кр(𝑡
′) ≃ 𝑎кр(0) ·

(︂
4

9
𝑡′
)︂1/3

ïðè 𝑡′ → ∞.

211



Глава 4

Формирование доменов и

структура межфазных границ

Лекция 12. Распад твёрдых растворов

Термодинамика распадающихся твёрдых растворов. Феноменологическая
модель межфазной границы. Диффузия в распадающемся растворе: мо-
дель Кана – Хилларда.

12.1 Термодинамика распадающихся твёрдых растворов

Ðàññìîòðèì äâóõêîìïîíåíòíûé òâ¼ðäûé ðàñòâîð, â êîòîðîì êîíöåí-
òðàöèÿ êîìïîíåíò íåîäíîðîäíà. Áóäåò ëè ïðîöåññ ðåëàêñàöèè ê ñîñòîÿíèþ
ðàâíîâåñèÿ (íàïðèìåð, ïîñðåäñòâîì äèôôóçèè) ïðèâîäèòü ê íàðàñòàíèþ
èëè óìåíüøåíèþ ýòîé íåîäíîðîäíîñòè? Îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà è ÿâëÿ-
åòñÿ öåëüþ äàííîé ëåêöèè.

(a) (b) (c)

Рис. 12.1. Модель двухкомпонентного твёрдого раствора: перемешанное состояние,
соответствующее периодической структуре (а), перемешанное микроскопически неод-
нородное состояние (b) и состояние с пространственным разделением фаз и доменной
стенкой (с)

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàñòâîð çàìåùåíèÿ, ñîñòîÿùèé èç àòî-
ìîâ ñîðòîâ 𝐴 è 𝐵 (ðèñ. 12.1). Ìû áóäåì ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå áëèæàé-
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øèõ ñîñåäåé, äëÿ ÷åãî ââåä¼ì ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîòèïíûõ (−𝐸𝐴𝐴

è −𝐸𝐵𝐵) è ðàçíîòèïíûõ (−𝐸𝐴𝐵) àòîìîâ, ÿâíî óêàçûâàÿ, ÷òî ýíåðãèÿ ìåæ-
àòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé, à ââåä¼ííûå
íàìè âåëè÷èíû𝐸𝑋,𝑌 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Ðàçíîñòü ìåæäó ýíåðãèåé
âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîòèïíûõ àòîìîâ è ñðåäíåé ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ
îäíîòèïíûõ àòîìîâ áóäåì íàçûâàòü ýíåðãèåé ñìåøåíèÿ

𝐸см ≡ 𝐸𝐴𝐵 − (𝐸𝐴𝐴 + 𝐸𝐵𝐵)

2
. (12.1)

Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì ïàðàìåòðà 𝐸см.

Ïóñòü 𝐶 = 𝑁𝐴/𝑁 è 1 − 𝐶 = 𝑁𝐵/𝑁 åñòü ëîêàëüíûå îáú¼ìíûå äîëè
àòîìîâ ñîðòîâ 𝐴 è 𝐵 â òâ¼ðäîì ðàñòâîðå, ñîîòâåòñòâåííî; çäåñü 𝑁𝐴 � ÷èñëî
àòîìîâ ñîðòà 𝐴, 𝑁𝐵 � ÷èñëî àòîìîâ ñîðòà 𝐵 è 𝑁 = 𝑁𝐴 + 𝑁𝐵 åñòü ïîëíîå
÷èñëî àòîìîâ òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà. Çàïèøåì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ òâ¼ðäîãî
ðàñòâîðà в приближении среднего поля â âèäå

𝑈 = −𝑁
2

{︁
𝐸𝐴𝐴 · 𝑝𝐴𝐴 + 𝐸𝐵𝐵 · 𝑝𝐵𝐵 + 2𝐸𝐴𝐵 · 𝑝𝐴𝐵

}︁
. (12.2)

Çäåñü ìíîæèòåëü 1/2 ÿâíî ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýíåðãèÿ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïàðû àòîìîâ. Âûðàæåíèå (12.3) ñâÿçûâàåò
âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ñ âåðîÿòíîñòÿìè îáíàðóæåíèÿ ïàðû îäè-
íàêîâûõ èëè ðàçëè÷íûõ àòîìîâ íà ñîñåäíèõ óçëàõ ðåøåòêè: 𝑝𝐴𝐴 = 𝐶2,
𝑝𝐵𝐵 = (1− 𝐶)2 è 𝑝𝐴𝐵 = 𝐶(1− 𝐶). Ââåäåì ïàðàìåòð

𝜂 ≡ 𝐶 − 1

2
, (12.3)

êîòîðûé îïèñûâàåò îòëè÷èå ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè àòîìîâ ñîðòà 𝐴 îò
ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè, ðàâíîé 1/2 äëÿ ïîëíîñòüþ ïåðåìåøàííîãî ðàñ-
òâîðà. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, îãðàíè÷èâàÿñü ó÷¼-
òîì êâàäðàòè÷íûõ ïî 𝜂 ñëàãàåìûõ

𝑈 ≃ 𝑈0 +𝑁
(𝐸𝐵𝐵 − 𝐸𝐴𝐴)

2
𝜂 +𝑁 𝐸см 𝜂

2 ïðè |𝜂| ≪ 1, (12.4)

ãäå 𝑈0 = −𝑁 (𝐸𝐴𝐴 + 𝐸𝐵𝐵 + 2𝐸𝐴𝐵)/8. Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíîå ïî êîíöåí-
òðàöèè ñëàãàåìîå â ñîîòíîøåíèè (12.4) îòëè÷íî îò íóëÿ ïðè 𝐸𝐴𝐴 ̸= 𝐸𝐵𝐵.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè 𝐸см > 0, ìèíèìóìó âíóòðåííåé ýíåðãèè ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëíîñòüþ ïåðåìåøàííîå ñîñòîÿíèå (𝜂 = 0 èëè 𝐶 = 1/2). Èíûìè
ñëîâàìè, èìååòñÿ òåíäåíöèÿ ê îáðàçîâàíèþ ñâåðõñòðóêòóðû èç ÷åðåäóþ-
ùèõñÿ àòîìîâ òèïà 𝐴 − 𝐵 − 𝐴 − 𝐵 − . . . (ðèñ. 12.1a). Òàêèå òâ¼ðäûå ðàñ-
òâîðû íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷èâàþùèìèñÿ, íàïðèìåð, ðàñòâîð Ño/Pt [12.1].
Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû è ñâîéñòâà òàêèõ ñèñòåì âåñüìà èíòåðåñíû. Íàïðè-
ìåð, ïîïûòêà ðàñïîëîæèòü àòîìû óïîðÿäî÷èâàþùåãîñÿ ðàñòâîðà íà ãåêñà-
ãîíàëüíîé ðåø¼òêå (ðèñ. 12.2), ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
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?A

B

Рис. 12.2. Фрагмент гексагональной решётки, на
которой сделана попытка разместить атомы упо-
рядочивающегося твёрдого раствора с 𝐸см > 0

âûðîæäåíî. Òàêèå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè ñò¼êîë [12.2], ÷àñòî
íàçûâàþò ôðóñòèðîâàííûìè (frustration � íåóäîâëåòâîð¼ííîñòü). Îáñóæ-
äåíèå ôðóñòèðîâàííûõ ñèñòåì è ñèñòåì ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé ñìåøå-
íèÿ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà.

Äëÿ òâ¼ðäûõ ðàñòâîðîâ ñ 𝐸см < 0 ïåðåìåøàííîå ñîñòîÿíèå (ñ ïàðàìåò-
ðîì 𝜂 = 0) ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó âíóòðåííåé ýíåðãèè, ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà èìååò òåíäåíöèþ ê ðàñïàäó è ïðîñòðàíñòâåííîìó ðàçäåëåíèþ êîì-
ïîíåíò. Ê ýòîìó êëàññó òâ¼ðäûõ ðàñòâîðîâ îòíîñÿòñÿ Fe/Cr, Co/Cu, Au/Ni
è ìíîãèå äðóãèå. Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êàæäîé
ïàðû âåùåñòâ ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà 𝑇𝑐, âûøå êîòîðîé âå-
ùåñòâà ñìåøèâàþòñÿ (ðèñ. 12.1a èëè 12.1b), à ïðè 𝑇 < 𝑇𝑐 ðàñòâîð ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà äâå ôàçû, îäíà èç êîòîðûõ îáîãàùåíà àòîìàìè ñîðòà 𝐴, à
äðóãàÿ ñîäåðæèò, â îñíîâíîì, àòîìû ñîðòà 𝐵 (ðèñ. 12.1c). Ýòîò ôàêò ïîç-
âîëÿåò ïîñòðîèòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ðàñïàäàþùèõñÿ ðàñòâîðîâ1

ïðè òåìïåðàòóðå, áëèçêîé ê êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü 𝐸𝐴𝐴 = 𝐸𝐵𝐵.

Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå 𝑇 ñî-
îòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ñâîáîäíîé ýíåðãèè 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆, äëÿ ÷åãî íåîáõî-
äèìî âû÷èñëèòü ýíòðîïèþ 𝑆. Äëÿ îöåíêè ýíòðîïèè ïðèìåíèì ôîðìóëó

1 Если отождествить атомы сортов 𝐴 и 𝐵 с атомами, имеющими средний спин +1/2
и −1/2, то рассматриваемая в этой лекции решёточная модель распада двухкомпонент-
ного раствора совпадает с моделью Изинга, известной в физике магнетизма, для случая
нулевого внешнего магнитного поля (см. Лекцию 15). Для магнитных систем переме-
шанное состояние следует рассматривать как аналог немагнитной фазы (рис. 12.1b),
а состояние с фазовым расслоением компонент – как магнитную доменную структуру
(рис. 12.1c). Очевидно, что энергия смешения для модели Изинга должна быть отри-
цательной:

𝐸см = −𝑈↑↓ −
(−𝑈↑↑ − 𝑈↓↓)

2
= −𝐽 − (𝐽 + 𝐽)

2
= −2𝐽,

где 𝐽 > 0 – феноменологическая константа взаимодействия параллельных и антипа-
раллельных спинов (см. Лекцию 15).
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Áîëüöìàíà 𝑆 = 𝑘𝐵 ln𝑊 , êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ýíòðîïèþ è ÷èñëî ìèêðîñîñòî-
ÿíèé 𝑊 = 𝑁 !/(𝑁𝐴!𝑁𝐵!)

2

𝑆 = 𝑘𝐵 ln
𝑁 !

𝑁𝐴!𝑁𝐵!
≃ 𝑘𝐵

{︁
𝑁 ln 𝑁 −𝑁𝐴 ln 𝑁𝐴 −𝑁𝐵 ln 𝑁𝐵

}︁
≃

≃ −𝑘𝐵 𝑁
{︁
𝐶 ln 𝐶 + (1 − 𝐶) ln (1 − 𝐶)

}︁
. (12.5)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëüíà 𝑆макс = 𝑘𝐵𝑁 ln 2 äëÿ ïîëíîñòüþ
ïåðåìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ (𝐶 = 1/2) è ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ ïðè 𝐶 = 0
èëè 𝐶 = 1. Âûðàçèì ýíòðîïèþ ÷åðåç 𝜂 è ðàçëîæèì çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè
îò ïàðàìåòðà 𝜂 ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

𝑆 ≃ 𝑘𝐵 𝑁

(︂
ln 2− 2𝜂2 − 4

3
𝜂4

)︂
ïðè |𝜂| ≪ 1. (12.6)

0
η = C − 1/2

0

(F
−

U
0
)/
(2
k
B
T
N
)

−η∗2 η∗2

T < TcT = Tc T > Tc

.

Рис. 12.3. Зависимоcть нормированной свободной энергии твёрдого рас-
твора, описываемой уравнением (12.9), от параметра 𝜂 и температуры

Ñîîòíîøåíèÿ (12.4) è (12.6) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ
â ñëåäóþùåì âèäå

𝐹 = 𝑈 − 𝑇 𝑆 = 𝑈0 +𝑁 (𝐸см + 2𝑘𝐵 𝑇 ) 𝜂
2 +

4

3
𝑁 𝑘𝐵 𝑇 𝜂

4. (12.7)

Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâóåò ñìåíå çíàêà
ó êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî, ïîýòîìó 𝐸см + 2𝑘𝐵 𝑇𝑐 = 0 èëè

𝑇𝑐 = −𝐸см

2𝑘𝐵
. (12.8)

2Аналогичный расчёт был проведен в Лекции 9 при анализе фазового перехода
поверхности в шероховатое состояние. Сравните полученную формулу (12.5) с выраже-
нием (9.19).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òåìïåðàòóð, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ôàçî-
âîãî ïåðåõîäà íîðìèðîâàííóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝐹 ′ ≡ 𝐹

2𝑘𝐵𝑇𝑐𝑁
≃ 𝑈 ′

0 +

(︂
𝑇

𝑇𝑐
− 1

)︂
𝜂2 +

2

3

𝑇

𝑇𝑐
𝜂4 ≃

≃ 𝑈 ′
0 +

(︂
𝑇

𝑇𝑐
− 1

)︂
𝜂2 +

2

3
𝜂4, (12.9)

ãäå 𝑈 ′
0 = 𝑈0/(2𝑘𝐵𝑇𝑐𝑁). Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè ñâîáîäíîé

ýíåðãèè (𝑑𝐹/𝑑𝜂 = 0), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ
êîíöåíòðàöèé(︂

𝑇

𝑇𝑐
− 1

)︂
𝜂* +

4

3
𝜂*3 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò

𝜂*1 = 0 è 𝜂*2 =

√︃
3

4

(︂
1− 𝑇

𝑇𝑐

)︂
. (12.10)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 𝑇 > 𝑇𝑐 ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåìåøàííîìó ñîñòîÿíèþ (𝜂 = 0); ïðè 𝑇 < 𝑇𝑐 ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåë¼ííûì êîìïîíåíòàì (𝜂 = ±𝜂*2)
(ðèñ. 12.3).

12.2 Феноменологическая модель межфазной границы

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, ïåðåïèøåì âûðàæå-
íèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè (12.7) â ñëåäóþùåì âèäå

𝐹 = 𝑈0 + 2𝑁𝑘𝐵(𝑇 − 𝑇𝑐) 𝜂
2 +

4

3
𝑁𝑘𝐵 𝑇 𝜂

4. (12.11)

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàçëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè
ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà 𝜂 = 𝐶 − 𝐶0 â òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàíäàó

𝐹 (𝐶, 𝑇 ) = 𝐹 (𝐶0, 𝑇 ) + 𝛼1(𝐶0, 𝑇 ) · 𝜂 +
1

2
𝛼2(𝐶0, 𝑇 ) · 𝜂2+

+
1

3
𝛼3(𝐶0, 𝑇 ) · 𝜂3 +

1

4
𝛼4(𝐶0, 𝑇 ) · 𝜂4 + ..., (12.12)

ãäå 𝐶 è 𝐶0 � ëîêàëüíàÿ è ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ ñîðòà 𝐴; 𝐹 (𝐶0, 𝑇 ),
𝛼1(𝐶0, 𝑇 ), 𝛼2(𝐶0, 𝑇 ), 𝛼3(𝐶0, 𝑇 ) è 𝛼4(𝐶0, 𝑇 ) � â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî
íå÷¼òíûå ïî 𝜂 ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè (12.12) âàæíû, åñëè ðàçëè÷àþò-
ñÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîðîäíûõ àòîìîâ (𝐸𝐴𝐴 ̸= 𝐸𝐵𝐵). Äàëåå äëÿ
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ïðîñòîòû àíàëèçà ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü ëèíåéíûì è êóáè÷íûì ñëàãàå-
ìûìè â ðàçëîæåíèè (12.12) ïî ïàðàìåòðó 𝜂. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
𝛼2(𝐶0, 𝑇 ) = 𝛼0 · (𝑇 −𝑇𝑐), ãäå 𝛼0 > 0, è 𝛽 = 𝛼2(𝐶0, 𝑇 ). Îãðàíè÷èâàÿñü â ðàç-
ëîæåíèè ñëàãàåìûìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ïàðàìåòðó 𝜂, äëÿ ñâîáîäíîé
ýíåðãèè ïîëó÷èì

𝐹 (𝐶, 𝑇 ) = 𝐹 (𝐶0, 𝑇 ) +
1

2
𝛼0 · (𝑇 − 𝑇𝑐) · 𝜂2 +

1

4
𝛽 · 𝜂4. (12.13)

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò 𝛽 > 0 èìååò ýíòðîïèéíîå ïðîèñõîæäåíèå
è ïîòîìó äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí òåìïåðàòóðå [ñðàâíèòå âûðàæåíèÿ
(12.11) è (12.13)].

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîÿâëåíèå äâóõ ìèíèìóìîâ3 ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè ïðè 𝑇 < 𝑇𝑐 ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ äâóõ îáëàñòåé (ôàç èëè äîìå-
íîâ), îáîãàù¼ííûõ àòîìàìè ñîðòîâ 𝐴 è 𝐵 (ðèñ. 12.3). Îäíàêî ïðè ðàñïàäå
ðàñòâîðà íà ôàçû íåèçáåæíî âîçíèêàåò ãðàíèöà ìåæäó íèìè, ñ êîòîðîé
ñâÿçàíà èçáûòî÷íàÿ ýíåðãèÿ. Ìîæíî ãîâîðèòü î ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè
ìåæôàçíîé ãðàíèöû. Äëÿ ó÷¼òà ýòîãî ôàêòà íóæíî ââåñòè äîïîëíèòåëü-
íîå ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè êîíöåíòðà-
öèè, â âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà (12.13). Ïðè
âûáîðå âèäà ýòîãî ñëàãàåìîãî áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñî-
îáðàæåíèÿìè. Âî-ïåðâûõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàñøòàá èçìåíåíèÿ êîíöåí-
òðàöèè â ðàñòâîðå ìíîãî áîëüøå ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ó÷åñòü òîëüêî íèçøèå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå. Âî-âòîðûõ, äîïîë-
íèòåëüíîå ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì ñêàëÿðîì,
ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî ìåæôàçíûõ ãðàíèö íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò. Âñåì ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ñëàãàåìîå âèäà
(∇𝐶)2 (èëè (∇𝜂)2) â ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ
ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ôóíêöèî-
íàë ñëåäóþùåãî âèäà

𝐹 =

∫︁ {︁
− 𝛼0

2
𝜏 𝜂2 +

𝛽

4
𝜂4 +

𝛾

2
(∇𝜂)2

}︁
𝑑𝑉, (12.14)

ãäå 𝜏 ≡ 𝑇𝑐 − 𝑇 > 0 è ïàðàìåòð4 𝛾 > 0 õàðàêòåðèçóåò ýíåðãèþ äîìåííîé

3Легко показать, что при 𝑇 > 𝑇𝑐 существует единственный минимум свободной
энергии при 𝜂*1 = 0, соответствующий «перемешанному» состоянию; 𝑇 < 𝑇𝑐 существуют

два минимума при 𝜂 = ±𝜂*2, где 𝜂*2 =
√︀
𝛼0 (𝑇𝑐 − 𝑇 )/𝛽, разделённых максимумом при

𝜂 = 0.
4Предложим альтернативный способ рассуждений. Для последовательного получе-

ния коэффициента 𝛾 при неоднородном слагаемом в соотношении (12.14) необходимо
учесть, что при вычисления вероятностей обнаружения пары однотипных атомов нуж-
но учитывать, что концентрации на расстоянии, равном периоду кристаллической ре-
шётки слегка отличаются. В самом деле, вероятность найти пару атомов 𝐴 − 𝐴 равна
𝑝𝐴𝐴 = 𝐶(r)𝐶(r+a), где a –– радиус-вектор ближайшего узла решётки. После разложе-
ния этих выражений в ряд Тейлора и суммирования по ближайшим узлам, получаем,
что параметр 𝛾 по порядку величины равен −𝐸см𝑎

2, где 𝑎 – постоянная решётки.
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ñòåíêè.

Âû÷èñëèì âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ äëÿ ôóíêöèîíàëà (12.14)

𝛿𝐹

𝛿𝜂
= −𝛾Δ𝜂 − 𝛼0 𝜏 𝜂 + 𝛽 𝜂3, (12.15)

ãäå Δ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè
𝜂(r), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìóìó ñâîáîäíîé ýíåðãèè, äîëæíû áûòü
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà � Ëàãðàíæà 𝛿𝐹/𝛿𝜂 = 0 èëè

−𝛾Δ𝜂(r)− 𝛼0 𝜏 𝜂(r) + 𝛽 𝜂3(r) = 0. (12.16)

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé, òîãäà ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà (èëè óðàâíåíèåì òèïà Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó â òåîðèè ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè).

0−1 1

η′

η′

dη′/dx′

V = (η′)2/2− (η′)4/4

1

2

Рис. 12.4. Эффективный потенциал 𝑉 = (𝜂′)2/2 − (𝜂′)4/4 и фа-
зовый портрет системы, описываемой уравнением (12.17). Cоли-
тонные решения соответствуют сепаратрисам 1 и 2, соединяющим
два состояния равновесия типа седло

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà ïðèâåäåì óðàâíåíèå (12.16) ê áåçðàçìåðíîìó âèäó(︂
𝑑2𝜂′

𝑑𝑥′2

)︂
+ 𝜂′ − (𝜂′)3 = 0, (12.17)

ãäå 𝜂′ = 𝜂/𝜂*2 � ïàðàìåòð ïîðÿäêà, íîðìèðîâàííûé íà ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå
êîíöåíòðàöèè 𝜂*2 =

√︀
𝛼0(𝑇𝑐 − 𝑇 )/𝛽 (ñì. ïðèìå÷àíèå íà ñ. 217), è 𝑥′ = 𝑥/ℓ �

áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà, íîðìèðîâàííàÿ íà ïàðàìåòð

ℓ ≡
√︂

𝛾

𝛼0(𝑇𝑐 − 𝑇 )
, (12.18)
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Рис. 12.5. Модель межфазной стенки в распадающихся твёрдых рас-
творах. Сплошная линия соответствует сепаратрисному решению 1 на
рис. 12.4 и знаку «+» в уравнении (12.22). Пунктирная линия соответ-
ствует сепаратрисному решению 2 на рис. 12.4 и знаку «−» в уравнении
(12.22)

êîòîðûé áóäåò îïðåäåëÿòü õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ïåðåõîäíîé îáëàñòè (øè-
ðèíó äîìåííîé ñòåíêè). Íåñëîæíî ïîëó÷èòü ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ
(12.17)(︂

𝑑𝜂′

𝑑𝑥′

)︂2

+ (𝜂′)2 − 1

2
(𝜂′)4 = 𝒞, (12.19)

ãäå 𝒞 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ5. Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â ñîîòíî-
øåíèè (12.19) è ïîëó÷èì

𝑑𝜂′

𝑑𝑥′
= ±

√︂
𝒞 − (𝜂′)2 +

1

2
(𝜂′)4. (12.20)

Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (12.20) ðàññìîòðèì òàê íà-
çûâàåìîå ñîëèòîíîïîäîáíîå èëè ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå (ëèíèè 1 è 2 íà
ôàçîâîì ïîðòðåòå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 12.4). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïî-
ñòîÿííóþ 𝒞 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.20) áûëà

5Умножим обе части уравнения (12.17) на 𝑑𝜂′/𝑑𝑥′ и получим(︂
𝑑𝜂′

𝑑𝑥′

)︂ (︂
𝑑2𝜂′

𝑑𝑥′2

)︂
+

(︂
𝑑𝜂′

𝑑𝑥′

)︂
𝜂′ −

(︂
𝑑𝜂′

𝑑𝑥′

)︂
(𝜂′)3 = 0 или

1

2

𝑑

𝑑𝑥′

(︂
𝑑𝜂′

𝑑𝑥′

)︂2

+
1

2

𝑑

𝑑𝑥′
(𝜂′)2 − 1

4

𝑑

𝑑𝑥′
(𝜂′)4 = 0.

После интегрирования последнего уравнения по координате получаем соотношение
(12.19).
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ðàâíà íóëþ äëÿ ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè (ò.å. äëÿ 𝜂′ = ±1). Ïîñòàâëÿÿ
íàéäåííîå çíà÷åíèå 𝒞 = 1/2 â óðàâíåíèå (12.20), ïîëó÷àåì

𝑑𝜂′

𝑑𝑥′
= ± 1√

2

√︀
1− 2(𝜂′)2 + (𝜂′)4 = ±1− (𝜂′)2

√
2

. (12.21)

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

𝜂′∫︁
0

𝑑𝜂′

1− 𝜂′2
= ±

𝑥′∫︁
0

1√
2
𝑑𝑥′ èëè arth 𝜂′ = ± 𝑥′√

2
.

Îáðàùàÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå è âîçâðàùàÿñü ê ðàçìåðíûì ïåðåìåí-
íûì, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå óåäèí¼ííîé âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ (àíãë.
soliton èëè kink), îïèñûâàþùåå ìåæôàçíóþ äîìåííóþ ñòåíêó

𝜂 = ± 𝜂*2 th

(︂
𝑥√
2ℓ

)︂
= ±

√︂
𝛼0𝜏

𝛽
th

(︂√︂
𝛼0𝜏

2𝛾
𝑥

)︂
(12.22)

ìåæäó îáëàñòÿìè ñ ïðåèìóùåñòâåííîé êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ ðàçíîãî òèïà
ïðè 𝑇 < 𝑇𝑐 (ðèñ. 12.5). Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (12.18) øèðèíà
äîìåííîé ñòåíêè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè 𝑇 → 𝑇𝑐. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (12.22) îïèñûâàåò ðàçäåëåíèå òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà íà
äâå ôàçû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîâåñíûå àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
êîíöåíòðàöèè

𝐶 = 𝐶0 ±
√︂
𝛼0𝜏

𝛽
th

(︂√︂
𝛼0𝜏

2𝛾
𝑥

)︂
. (12.23)

Ïðè 𝑇 → 𝑇𝑐 àìïëèòóäà ýòîãî êèíêà ïàäàåò, à ðàçìåð ïåðåõîäíîé ìåæôàç-
íîé îáëàñòè óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðàíñôîðìàöèè óåäèí¼ííîé
âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ, âîçíèêàþùåé ïðè 𝑇 < 𝑇𝑐, â îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïðè 𝑇 ≥ 𝑇𝑐.

12.3 Диффузия в распадающемся растворе: модель Кана –
Хилларда

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ íåëèíåéíîé äèôôóçèè â ðàñïàäàþùèõñÿ òâ¼ðäûõ
ðàñòâîðàõ. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìå

𝜕𝜂

𝜕𝑡
+ div jдифф = 0,
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ãäå jдифф åñòü äèôôóçèîííûé ïîòîê âåùåñòâà. Â êóðñå íåðàâíîâåñíîé òåð-
ìîäèíàìèêè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèôôóçèîííûé ïîòîê ÷àñòèö ñâÿçàí ñ ãðà-
äèåíòîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà çà-
ìåùåíèÿ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå6 jдифф = −𝐷эфф∇(𝜇𝐴−𝜇𝐵), ãäå 𝐷эфф �
ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, 𝜇𝐴 è 𝜇𝐵 � õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû
ôàç, ñîñòîÿùèõ èç àòîìîâ ñîðòîâ 𝐴 è 𝐵, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçíîñòü õèìè-
÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèåé ñâîáîäíîé
ýíåðãèè

𝜇𝐴 − 𝜇𝐵 =
𝛿𝐹

𝛿𝜂
,

ïîýòîìó äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

�̇� ≡ 𝜕

𝜕𝑡
𝜂(r, 𝑡) = −div

{︂
−𝐷эфф∇

(︂
𝛿

𝛿𝜂
𝐹 (r, 𝑡)

)︂}︂
. (12.24)

0 0.5 1 1.5
k�

0

λ
(k
)

T > Tc T < Tc

Рис. 12.6. Зависимость декремента затухания для уравнения Кана –

Хилларда 𝜆 от нормированного волнового числа 𝑘, где ℓ =
√︀
𝛾/(𝛼0 |𝜏 |) –

параметр, характеризующий ширину доменной стенки

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (12.24) ïðèîáðåòàåò âèä

�̇� = 𝐷эфф

𝑑2

𝑑𝑥2

(︂
−𝛾 𝑑2

𝑑𝑥2
𝜂(𝑥, 𝑡)− 𝛼0 𝜏 𝜂(𝑥, 𝑡) + 𝛽 𝜂3(𝑥, 𝑡)

)︂
, (12.25)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êàíà � Õèëëàðäà [12.3].

6 Заметим, что аналогичные соотношения, связывающие между собой диффузион-
ный поток и разность химических потенциалов двух фаз, которые зависят либо от ло-
кальной кривизны поверхности, либо от радиуса островков, уже появлялись в Лекциях
9 и 11, соответственно.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ìàë�û è ïîòîìó
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè (12.25)

�̇� = 𝐷эфф

𝑑2

𝑑𝑥2

(︂
−𝛾 𝑑2

𝑑𝑥2
𝜂(𝑥, 𝑡)− 𝛼0 𝜏 𝜂(𝑥, 𝑡)

)︂
. (12.26)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.26) â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå

𝜂(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
𝜂𝑘(𝑡) 𝑒

−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑘,

òîãäà äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò 𝜂𝑘 ïîëó÷èì óðàâíåíèå

�̇�𝑘 = −𝐷эфф 𝑘
2
(︀
𝛾 𝑘2 − 𝛼0 𝜏

)︀
𝜂𝑘(𝑡). (12.27)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.27) èìååò ïðîñòîé âèä

𝜂𝑘(𝑡) = 𝜂𝑘(0) 𝑒
−𝜆(𝑘) 𝑡, (12.28)

ãäå

𝜆(𝑘) = 𝐷эфф 𝑘
2
(︀
𝛾 𝑘2 − 𝛼0 𝜏

)︀
. (12.29)

Ïðè 𝑇 > 𝑇𝑐 (èëè 𝜏 < 0) äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ 𝜆(𝑘) > 0 [ñì. ñîîòíîøå-
íèå (12.29)] è ïîòîìó ëþáûå ïðîñòðàíñòâåííûå âîçìóùåíèÿ êîíöåíòðàöèè
çàòóõàþò ïî îáû÷íîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó è, ñëåäîâàòåëüíî, îäíî-
ðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Ïðè 𝑇 < 𝑇𝑐
(èëè 𝜏 > 0) âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé êîí-
öåíòðàöèè. Â ñàìîì äåëå, äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë 𝑘 < 𝑘𝑐, ãäå 𝑘𝑐 =

√︀
𝛼0𝜏/𝛾

� êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàâíîâåñíîé øèðèíå
äîìåííîé ñòåíêè ℓ [ñì. ñîîòíîøåíèå (12.18)], âîçìóùåíèÿ êîíöåíòðàöèè
ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþò âî âðåìåíè (𝜆(𝑘) < 0) è íà íåëèíåéíîé ñòàäèè
ôîðìèðóþò ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òèïà ìåæôàçíûõ ñòåíîê (12.22).
Òàêèì îáðàçîì, ïðèâû÷íûå çàêîíû äèôôóçèè (çàêîíû Ôèêà) ñïðàâåäëèâû
òîëüêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ¾èäåàëüíûõ¿ ðàñòâîðîâ, êîãäà ïðåâàëèðóþùèì
ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ðîñò ýíòðîïèè, à íå óìåíüøåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè
ñèñòåìû.

Ðàçâèòûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå àëüòåðíàòèâîé òåîðèè
Ëèôøèöà � Ñë¼çîâà, ðàññìîòðåííîé â Ëåêöèè 11. Òàê óðàâíåíèå (12.24)
â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êîàëåñöåíöèþ ç¼ðåí â ðàñïàäàþùåìñÿ
ðàñòâîðå [12.4]. Ðàñïàä òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿðêèé ïðè-
ìåð ñàìîîðãàíèçàöèè ñ îáðàçîâàíèåì íàíîñòðóêòóð. Áûëî áû î÷åíü çàìàí-
÷èâî íàó÷èòüñÿ óïðàâëÿòü ýòèì ïðîöåññîì ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ìàòå-
ðèàëîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, íî ïîêà ýòà çàäà÷à íå ðåøåíà.
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Рис. 12.7. Моделирование динамики изменения распределения концентрации в рас-
падающемся двухкомпонентном твёрдом растворе [см. уравнение (12.24)]. Хорошо
видно, что первоначально квазиоднородный твёрдый раствор спонтанно переходит
в неоднородное состояние с пространственным разделением фаз. Рисунок взят с сайта
https://mm.ethz.ch/research-overview/metamaterials/spinodal-architectures.html
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Лекция 13. Неоднородные магнитные состояния и

доменная структура в ферромагнитных

плёнках

Термодинамические соотношения для ферромагнетиков. Перемагничива-
ние ферромагнитных плёнок внешним магнитным полем. Блоховская
доменная стенка. Равновесная доменная структура. Магнитно-силовая
микроскопия: визуализация магнитных доменов. Магнитное состояние
ферромагнитных наночастиц.

Ôåððîìàãíåòèêè � ýòî âåùåñòâà, îáëàäàþùèå ñïîíòàííûì ìàãíèòíûì
ìîìåíòîì ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà 𝑇𝑐 (òåìïåðàòóðû Êþðè). Íàèáîëåå èçâåñòíûìè ôåððîìàãíåòèêàìè
ÿâëÿþòñÿ ìåòàëëû ïåðåõîäíîé ãðóïïû (Ni, Co, Fe) è ñïëàâû íà èõ îñíî-
âå. Òåìïåðàòóðà Êþðè ïåðå÷èñëåííûõ ìåòàëëîâ èçìåíÿåòñÿ îò 630Ê (Ni)
äî 1400Ê (Ñî), ïðè ýòîì ìàãíèòíûé ìîìåíò íàñûùåíèÿ � îò 0.5êÃñ (Ni)
äî 1.7êÃñ (Fe). Ñòîëü ñèëüíûå ìàãíèòíûå ñâîéñòâà îáåñïå÷èëè ýòèì ìà-
òåðèàëàì ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàãíåòèçì
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêðîñêîïè÷åñêîå êâàíòîâîå ÿâëåíèå, êîòîðîå íåâîç-
ìîæíî îáúÿñíèòü ñ ïîçèöèé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè (òåîðåìà Áîðà � âàí Ë¼-
âåí) (íàïðèìåð, [13.1, �75] è [13.2, ãëàâà 1]). Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì
ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ôåððîìàãíåòèêîâ è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðèðî-
äó ñïîíòàííîãî ðàçáèåíèÿ íà äîìåíû â ðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ. Èç ïîâñå-
äíåâíîãî îïûòà ìû çíàåì, ÷òî ôåððîìàãíèòíûå îáúåêòû (ãâîçäè, ñêðåïêè
è ïð.) íå îáëàäàþò ìàêðîñêîïè÷åñêèì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì, êîòîðûé ïî-
ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå íàìàãíè÷èâàíèÿ îáðàçöà âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì
(ðèñ. 13.1).

Òàêîå ïîâåäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ôåððîìàãíåòèêà íà ìàãíèò-
íûå äîìåíû � îáëàñòè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ñ ðàçëè÷íûì íàïðàâëå-
íèåì ëîêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M (ðèñ. 13.1a). Â îòñóòñòâèå âíåø-
íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàãíèòíûå ìîìåíòû îòäåëüíûõ äîìåíîâ ìîãóò èìåòü

H0 = 0

M

(a)

M

H0(b)

Рис. 13.1. (a) Схематическое распределение магнитного момента, соответствующее
нулевой интегральной намагниченности образца; доменные стенки показаны пунктир-
ными линиями. (b) Намагничивание макроскопического образца внешним магнитным
полем H0
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ñëó÷àéíîå èëè ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå íàìàãíè÷åííîñòè, ïðè ýòîì ñðåä-
íÿÿ íàìàãíè÷åííîñòü îáðàçöà áëèçêà ê íóëþ. Ïðèëîæåíèå äîñòàòî÷íî ñèëü-
íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàñòàâëÿåò ìàãíèòíûå ìîìåíòû âñåõ äîìåíîâ ïåðå-
îðèåíòèðîâàòüñÿ è âûñòðîèòüñÿ ïðåèìóùåñòâåííî âäîëü âíåøíåãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ (ðèñ. 13.1b). Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ôåððîìàãíåòèêîâ è íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ýòîé
òåîðèè, îáúÿñíÿþùèå ïðè÷èíó ðàçáèåíèÿ íà äîìåíû.

13.1 Термодинамические соотношения для ферромагнетиков

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî îñíîâíûå âêëàäû â ýíåðãèþ ôåððîìàã-
íåòèêà, ñâÿçàííûå ñ ìàãíèòîñòàòè÷åñêèì è îáìåííûì âçàèìîäåéñòâè-
åì, âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì è ìàãíèòîêðèñòàëëè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà îáðàçöà ñóùåñòâåííî
ìåíüøå òåìïåðàòóðû Êþðè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü çà-
âèñèìîñòüþ ìîäóëÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îò òåìïåðàòóðû (|M| =𝑀0, ãäå
𝑀0 � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà íàìàãíè÷åííîñòè) è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èç-
ìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî ìû
ââåä¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè m(r) ≡ M(r)/𝑀0, äëÿ êîòîðî-
ãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå |m| = 1.

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì 𝑢 ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè7 ôåððîìàãíå-
òèêà (èíûìè ñëîâàìè, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ åäèíèöû îáú¼ìà âåùåñòâà).
Ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö äëÿ çàäàííûõ
ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿH è ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî
ìîìåíòà M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

7Вместо термина «плотность внутренней энергии» корректнее использовать термин
«термодинамический потенциал единицы объёма вещества» [13.3, §39]. Заметим, что
при 𝑇 = 0 определения внутренней энергии, свободной энергии Гельмгольца и термоди-
намического потенциала совпадают, что даёт нам основания использовать внутреннюю
энергию для описания магнитных свойств ферромагнетиков при температурах, суще-
ственно меньших температуры Кюри. Плотность термодинамического потенциала для
заданного распределения напряженности магнитного поля H и плотности магнитного
момента M в гауссовой системе единиц может быть записана в виде [13.3, §39]

Φ̃(H,M) = Φ0(M)− H2

8𝜋
−H ·M,

где Φ0(M) – компонента, зависящая от модуля вектора намагниченности и температу-
ры, но не зависящая от магнитного поля. Плотность термодинамического потенциала
для заданного распределения магнитной индукции B и плотности магнитного момента
M может быть записана в виде

Φ(B,M) = Φ̃ +
1

4𝜋
H ·B = Φ0(M) +

1

8𝜋
(B− 4𝜋M)2 .
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𝑢(H,M) = 𝑢0(M)− H2

8𝜋
−H ·M, (13.1)

ãäå 𝑢0(M) � êîìïîíåíòà, çàâèñÿùàÿ îò ìîäóëÿ âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè
è òåìïåðàòóðû è íå çàâèñÿùàÿ îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (13.1) ïî îáú¼ìó ôåððîìàãíåòèêà, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïîëíóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ

𝑈 ≡
∫︁∫︁∫︁

𝑢(H,M) 𝑑𝑉,

êîòîðóþ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì â âèäå

𝑈 = 𝑈обм + 𝑈ан + 𝑈магн + 𝑈вн, (13.2)

ãäå 𝑈обм � ýíåðãèÿ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, 𝑈ан � ýíåðãèÿ ìàãíèòîêðè-
ñòàëëè÷åñêîé àíèçîòðîïèè, 𝑈магн � ýíåðãèÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ, 𝑈вн � ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ôåððîìàãíå-
òèêà ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Îáñóäèì êàæäóþ êîìïîíåíòó â ñîîòíî-
øåíèè (13.2) áîëåå ïîäðîáíî.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ôåððîìàãíåòèêà, ñâÿçàííîé ñ ïðî-
ñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè, ðóêî-
âîäñòâóÿñü ñèììåòðèéíûìè ñîîáðàæåíèÿìè. Òàêîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè
äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì, èíà÷å
ôåððîìàãíåòèê ðàçáèâàëñÿ áû íà î÷åíü ìåëêèå äîìåíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî
áû ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Äëÿ ñðåä ñ öåíòðîì èíâåðñèè ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ñëàãàåìîå, ó÷èòûâàþùåå ïðîñòðàíñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü
ìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ, äîëæíî ñîäåðæàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà â ÷¼òíîé ñòåïåíè. Ïðåäïîëàãàÿ ¾ìåäëåííîå¿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîå èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è îãðàíè÷èâàÿñü íèçøèìè ïðîèç-
âîäíûìè, äëÿ ïëîòíîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëó÷àåì îáùåå âûðàæåíèå

𝑢обм =
1

2
𝛼𝑖𝑘𝑙𝑚

(︂
𝜕𝑀𝑖

𝜕𝑥𝑘
· 𝜕𝑀𝑙

𝜕𝑥𝑚

)︂
=

1

2
𝛼𝑖𝑘𝑙𝑚𝑀

2
0

(︂
𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑘
· 𝜕𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑚

)︂
, (13.3)

ãäå òåíçîð 𝛼𝑖𝑘𝑙𝑚 îïðåäåëÿåòñÿ ñèììåòðèåé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè; ïî
ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì â ôîðìóëå (13.3) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâà-
íèå. Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ïðèðîäà òàêîãî ñëàãàåìîãî îáóñëîâëåíà îáìåííûì
âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ìåæäó ìàãíèòíûìè ìî-
ìåíòàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâîðîò âñåõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ íà îäèíà-
êîâûé óãîë íå äîëæåí ìåíÿòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû8. Ýòîò ýëåìåíò

8Иными словами, индексы 𝑖 и 𝑙, нумерующие компоненты локального магнитного
момента, не должны «сворачиваться» с координатными индексами 𝑘 и 𝑚 простран-
ственных производных.
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ñèììåòðèè íîñèò íàçâàíèå îáìåííîé ñèììåòðèè. Îáìåííàÿ ñèììåòðèÿ íà-
êëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä òåíçîðà, õàðàêòåðèçóþùå-
ãî îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå: 𝛼𝑖𝑘𝑙𝑚 = 𝛿𝑖𝑙 �̃�𝑘𝑚, ïðè ýòîì òåíçîð �̃�𝑘𝑚 ÿâëÿåò-
ñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà, 𝛿𝑖𝑙 � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñèì-
ìåòðèéíûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ïëîòíîñòü îáìåííîé ýíåðãèè
(13.3) â áîëåå ïðîñòîì âèäå

𝑢обм =
1

2
�̃�𝑘𝑚𝑀

2
0

(︂
𝜕m

𝜕𝑥𝑘
· 𝜕m
𝜕𝑥𝑚

)︂
. (13.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ �̃�𝑘𝑚 = 𝛼 𝛿𝑘𝑚. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
ñòîÿííàÿ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 𝛼 èìååò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà äëèíû.
Ïîëíàÿ îáìåííàÿ ýíåðãèÿ â êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå

𝑈обм =

∫︁∫︁∫︁
1

2
𝐴𝛿𝑘𝑚

(︂
𝜕m

𝜕𝑥𝑘
· 𝜕m
𝜕𝑥𝑚

)︂
𝑑𝑉, (13.5)

ãäå ïîñòîÿííàÿ 𝐴 ≡ 𝛼𝑀 2
0 , õàðàêòåðèçóþùàÿ îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå,

â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö èìååò ðàçìåðíîñòü ýðã/ñì.

Ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ìîæåò ñîäåðæàòü ñëàãàåìûå âèäà

𝑢ан =
1

2
𝑘𝑖𝑗𝑀𝑖𝑀𝑗, (13.6)

ãäå áåçðàçìåðíûé òåíçîð 𝑘𝑖𝑗 îïðåäåëÿåòñÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ñèììåòðèåé
ôåððîìàãíåòèêà [13.3, �43]. Äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ âûðàæåíèå (13.6)
ñâîäèòñÿ ê êîíñòàíòå è íè÷åãî íîâîãî â ïîâåäåíèè ôåððîìàãíåòèêà íå îïè-
ñûâàåò. Äëÿ îäíîîñíûõ (uniaxial) êðèñòàëëîâ òåíçîð èìååò âèä 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑢 𝑛𝑖 𝑛𝑗
è ïîýòîìó ñëàãàåìîå

𝑢ан =
1

2
𝐾𝑢 (n ·m)2 (13.7)

îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ôåððîìàãíåòèêà îò îðèåíòàöèè ìàãíèòíî-
ãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî âûäåëåííîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé îñè n. Ïà-
ðàìåòð 𝐾𝑢 = 𝑘𝑢𝑀

2
0 , îïèñûâàþùèé ýôôåêò ñïèí-îðáèòàëüíîé ïðèðîäû è

õàðàêòåðèçóþùèé ìàãíèòîêðèñòàëëè÷åñêóþ àíèçîòðîïèþ, â ãàóññîâîé ñè-
ñòåìå åäèíèö èìååò ðàçìåðíîñòü ýðã/ñì3. Åñëè êîíñòàíòà 𝐾𝑢 < 0, ìàãíèò-
íîìó ìîìåíòó âûãîäíî îðèåíòèðîâàòüñÿ âäîëü îñè n, ïîýòîìó ÷àñòî ãîâî-
ðÿò î ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè òèïà ¾ë¼ãêàÿ îñü¿. Ïðè 𝐾𝑢 > 0 ìàãíèòíûé
ìîìåíò îðèåíòèðóåòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè n (àíèçîòðîïèÿ
òèïà ¾ë¼ãêàÿ ïëîñêîñòü¿). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàãíèòîêðèñòàëëè÷åñêîé àíèçî-
òðîïèè â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîîñíûõ êðèñòàëëîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

𝑈ан =

∫︁∫︁∫︁
1

2
𝐾𝑢 (n ·m)2 𝑑𝑉. (13.8)
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Íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ H ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà, êîòîðûå â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ìàãíè-
òîñòàòèêè

rotH = 0 è divH = 4𝜋𝜌𝑚, (13.9)

ãäå 𝜌𝑚 = −divM � ïëîòíîñòü ¾ìàãíèòíîãî çàðÿäà¿. Îïðåäåëèì ìàãíèòî-
ñòàòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ôåððîìàãíåòèêà ñëåäóþùèì îáðàçîì9

𝑈магн ≡ −
∫︁∫︁∫︁

H2

8𝜋
𝑑𝑉 −

∫︁∫︁∫︁
H ·M 𝑑𝑉 =

= −1

2
𝑀0

∫︁∫︁∫︁
H ·m 𝑑𝑉. (13.10)

Åñëè ôåððîìàãíåòèê íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå10 ñ íàïðÿ-
æ¼ííîñòüþ H0, òî â âûðàæåíèè äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïîÿâëÿåòñÿ çååìàíîâ-
ñêîå ñëàãàåìîå

𝑈вн = −
∫︁∫︁∫︁

H0 ·M 𝑑𝑉 = −𝑀0

∫︁∫︁∫︁
H0 ·m 𝑑𝑉, (13.11)

êîòîðîå îïèñûâàåò òåíäåíöèþ ê âûñòðàèâàíèþ ëîêàëüíûõ ìàãíèòíûõ ìî-
ìåíòîâ ôåððîìàãíåòèêà ïî âíåøíåìó ïîëþ.

Ñóììà âñåõ óêàçàííûõ âûøå ñëàãàåìûõ äà¼ò ïîëíóþ âíóòðåííþþ ýíåð-
ãèþ ôåððîìàãíåòèêà (13.2) ñ çàäàííîé íàìàãíè÷åííîñòüþ âî âíåøíåì ìàã-
íèòíîì ïîëå. Ðåøàÿ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó

𝛿𝑈

𝛿M
= 0 ïðè óñëîâèè |M| =𝑀0,

ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåí-
òà. Ýòà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óíè-
âåðñàëüíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå èìååò. Ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå.

9Безвихревой характер поля H позволяет ввести скалярный потенциал 𝜑(r) и пред-
ставить напряжённость магнитного поля в виде H = −∇𝜑, следовательно∫︁∫︁∫︁

H2

8𝜋
𝑑𝑉 = − 1

8𝜋

∫︁∫︁∫︁
H · ∇𝜑 𝑑𝑉 =

1

8𝜋

∫︁∫︁∫︁
𝜑 divH 𝑑𝑉 =

= −1

2

∫︁∫︁∫︁
𝜑 divM 𝑑𝑉 =

1

2

∫︁∫︁∫︁
∇𝜑 ·M 𝑑𝑉 = −1

2

∫︁∫︁∫︁
H ·M 𝑑𝑉.

При промежуточных преобразованиях мы применили интегрирование по частям и пред-
положили, что поверхностные интегралы равны нулю вследствие достаточно быстрого
затухания магнитного поля на больших расстояниях и ограниченности ферромагнети-
ка.

10Внешнее магнитное поле H0 является решением уравнений Максвелла rotH0 =
(4𝜋/𝑐) jвн и divH0 = 0, где jвн – плотность сторонних токов, которые не зависят от
магнитного состояния системы.
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13.2 Перемагничивание ферромагнитных плёнок внешним
магнитным полем

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ íàìàãíè÷èâàíèÿ ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêè, ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò â íåé îäíîðîäåí è âðàùàåòñÿ êàê åäè-
íîå öåëîå ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
âíåøíåå ïîëå H0 è îñü ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè n íàïðàâëåíû âäîëü îñè
𝑧 ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè ïë¼íêè. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (13.5) îá-
ìåííàÿ ýíåðãèÿ îáðàçöà ñ îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè
ðàâíà íóëþ. Óäåëüíàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ôåððîìàãíåòèêà (ò. å. òåðìîäè-
íàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà åäèíèöó îáú¼ìà) ñ ó÷¼òîì ýôôåêòîâ ìàãíèòîñòà-
òè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ìàãíèòîêðèñòàëëè÷åñêîé àíèçîòðîïèè ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

𝑈

𝑉
= 𝑢магн + 𝑢вн + 𝑢ан = −1

2
𝑀0 (H ·m)−𝐻0𝑀0𝑚𝑧 +

1

2
𝐾𝑢𝑚

2
𝑧, (13.12)

ãäå íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ H óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ìàãíè-
òîñòàòèêè (13.9).

Mz
H0

(a)
+ + + + + + + + +

− − − − − − − − −
Hz

H0

+ + + + + + + + +

− − − − − − − − −

(b)

Рис. 13.2. Схематическое распределение магнитного заряда 𝜌𝑚 = −𝜕𝑀𝑧/𝜕𝑧 на верхней
и нижней поверхностях ферромагнитной плёнки, возникающего при намагничивании
плёнки в перпендикулярном магнитном поле 𝐻0, а также структура полей 𝑀𝑧 (a) и 𝐻𝑧

(b). Заметим, что поле 𝐻𝑧 внутри намагниченной плёнки эквивалентно распределению
электрического поля в заряженном плоском конденсаторе

Íå ðåøàÿ óðàâíåíèé ìàãíèòîñòàòèêè (13.9), ìîæíî ïðèéòè ê ñëåäóþ-
ùèì âûâîäàì. Åñëè ìàãíèòíûé ìîìåíò ëåæèò â ïëîñêîñòè ïë¼íêè, òî èíäó-
öèðóåìîå èì ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî íóëþ (çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòåé âáëèçè
ïåðèìåòðà ïë¼íêè). Åñëè â ïðîöåññå íàìàãíè÷èâàíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà 𝑀𝑧, òî íà âåðõíåé è íèæíåé ïî-
âåðõíîñòÿõ ïë¼íêè 𝑀𝑧 äîëæíà èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýêâèâàëåíòíî ïîÿâëåíèþ ¾ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ¿, îäíî-
ðîäíî ðàñïðåäåë¼ííûõ íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîcòÿõ ïë¼íêè ñ ïëîò-
íîñòüþ −𝜕𝑀𝑧/𝜕𝑧 (ðèñ. 13.2). Çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å îá ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëå âíóòðè ïëîñêîãî çàðÿæåííîãî êîíäåíñàòîðà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàãíèò-
íàÿ èíäóêöèÿ 𝐵𝑧 âíå ïë¼íêè ðàâíà íóëþ (ïîäîáíî ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ
âíå êîíäåíñàòîðà) è å¼ íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà
ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû, ïîëó÷àåì, ÷òî âíóòðè îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííîé
ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêè ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

𝐵𝑧 = 0 è 𝐻𝑧 = −4𝜋𝑀𝑧. (13.13)
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0
θ

0
U
/V

K > 0

K < 0

π/2 π

Рис. 13.3. Типичные зависимости удельной внутренней энергии
ферромагнитной плёнки от угла поворота магнитного момента 𝜃;
расчёт выполнен для нормированного параметра 𝐻0𝑀0/(𝐾эфф) =

0.4. Белые точки соответствуют глобальным минимумам, серая
точка – локальному минимуму

Òàêèì îáðàçîì, â ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêå, íàìàãíè÷èâàåìîé ïî íîðìàëè,
èíäóöèðóåòñÿ ïîëå 𝐻, íàïðàâëåííîå ïðîòèâ ñîçäàâøåãî åãî ìàãíèòíîãî ìî-
ìåíòà è ïîòîìó ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå ¾ðàçìàãíè÷èâàþùåãî¿ ïîëÿ.

Óäîáíî ââåñòè 𝑧-êîìïîíåíòó åäèíè÷íîãî âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè
𝑚𝑧 = cos 𝜃 è ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå (13.12) äëÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ñ ó÷¼òîì (13.13) â ñëåäóþùåì âèäå

𝑈

𝑉
= 2𝜋𝑀 2

0𝑚
2
𝑧 +

1

2
𝐾𝑢𝑚

2
𝑧 −𝐻0𝑀0𝑚𝑧 =

=
1

2
𝐾эфф cos2 𝜃 − 𝐻0𝑀0 cos 𝜃, (13.14)

ãäå 𝐾эфф ≡ 𝐾𝑢 + 4𝜋𝑀 2
0 � ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà àíèçîòðîïèè, 𝜃 �

óãîë ìåæäó âåêòîðîì íàìàãíè÷åííîñòè è îñüþ 𝑧. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ
óäåëüíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè (13.14) ñîîòâåòñòâóþò óãëàì, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

−𝐾эфф sin 𝜃 cos 𝜃 +𝐻0𝑀0 sin 𝜃 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò

𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋 è 𝜃 = arccos

(︃
𝐻0𝑀0

𝐾эфф

)︃
. (13.15)

Âèä çàâèñèìîñòè 𝑀𝑧 =𝑀0 cos 𝜃 îò 𝐻0 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì 𝐾эфф.

Äëÿ ýôôåêòèâíîé àíèçîòðîïèè òèïà ¾ë¼ãêàÿ ïëîñêîñòü¿ ñ ïàðàìåòðîì
𝐾эфф > 0 çàâèñèìîñòü 𝑈(𝜃) èìååò îäèí ìèíèìóì (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà
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ðèñ. 13.3), ïðè ýòîì ìèíèìóì íàõîäèòñÿ ëèáî ïðè 𝜃 = arccos(𝐻0/𝐾эфф𝑀0),
ëèáî ïðè 𝜃 = 0 (äëÿ 𝐻0 > 0). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îäíîçíà÷íîé êóñî÷íî-
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè 𝑀𝑧 îò 𝐻0 ñëåäóþùåãî âèäà

𝑀𝑧 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑀0 ïðè 𝐻0𝑀0/𝐾эфф < −1,

𝐻0/𝐾эфф ïðè |𝐻0𝑀0/𝐾эфф| ≤ 1,

𝑀0 ïðè 𝐻0𝑀0/𝐾эфф > 1.

Èíûìè ñëîâàìè, âíåøíåå ïîëå ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó ðîñòó íîðìàëüíîé
êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòè äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå äîñòèãíåò íàìàãíè-
÷åííîñòè íàñûùåíèÿ ±𝑀0 ïðè |𝐻0| = 𝐾эфф/𝑀0. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè 𝑀𝑧

îò 𝐻0 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 13.4a. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ôåððîìàã-
íèòíûõ ïë¼íîê ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ ïîëå âûõîäà íà íàñûùåíèå ïðè îò-
ñóòñòâèè ìàãíèòîêðèñòàëëè÷åñêîé àíèçîòðîïèè äîâîëüíî âåëèêî (ïîðÿäêà
10 êÝ).
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Рис. 13.4. Намагниченность однородной ферромагнитной плёнки𝑀𝑧 в зависимости от
внешнего поля 𝐻0, ориентированного перпендикулярно поверхности, для 𝐾эфф > 0 (a)

и 𝐾эфф < 0 (b)

Äëÿ ýôôåêòèâíîé àíèçîòðîïèè òèïà ¾ë¼ãêàÿ îñü¿ ñ ïàðàìåòðîì
𝐾эфф < 0 çàâèñèìîñòü 𝑈(𝜃) èìååò äâà ìèíèìóìà ïðè 𝜃 = 0 è 𝜃 = 𝜋 (ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 13.3). Åñëè âûñîòà áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî äâà ìèíèìóìà,
ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ýíåðãèþ òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé (∼ 𝑘𝐵𝑇 ), òî ñïîí-
òàííîå ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìàãíèòíûìè ñîñòîÿíèÿìè íåâîç-
ìîæíî. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ñèñòåìà íàõîäèëàñü â êàêîì-òî èç ìàãíèòíûõ
ñîñòîÿíèé, òî îíà è áóäåò îñòàâàòüñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè, ïîêà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ìèíèìóì ýíåðãèè íå èñ÷åçíåò. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïë¼íêà áûëà
íàìàãíè÷åíà äî íàñûùåíèÿ â ïîëîæèòåëüíîì ïîëå çíà÷èòåëüíîé âåëè÷è-
íû, òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ äî íóëÿ íàìàãíè÷åííîñòü ïë¼íêè
ñ àíèçîòðîïèåé òèïà ¾ë¼ãêàÿ îñü¿ áóäåò îñòàâàòüñÿ ðàâíîé 𝑀0 (ïðè ýòîì
𝜃 = 0). Áîëåå òîãî, ìàãíèòíûé ìîìåíò ñîõðàíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ ïðè
𝐻0 < 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçîøëî ïåðåêëþ÷åíèå íàìàãíè÷åííîñòè â ñî-
ñòîÿíèå 𝑀𝑧 = −𝑀0 è 𝜃 = 𝜋, íåîáõîäèìî, ÷òîáû 𝐻0 < −|𝐾эфф|/𝑀0. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïîëÿ âòîðîé ñêà÷îê íàìàãíè÷åííîñòè −𝑀0 ê 𝑀0
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ïðîèçîéäåò ïðè 𝐻0 ≥ |𝐾эфф|/𝑀0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà îáëàäàåò ãèñòå-
ðåçèñîì íàìàãíè÷åííîñòè, è òåêóùåå ìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå ôåððîìàãíåòèêà
â äèàïàçîíå |𝐻0| ≤ |𝐾эфф|/𝑀0 çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè (ðèñ. 13.4b). Òàêèå
ñèñòåìû ñ çàâèñèìîñòüþ ñîñòîÿíèÿ îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà íàìàãíè÷è-
âàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ñîçäàíèÿ óñòðîéñòâ çàïèñè
è õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè.

Òèïè÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñèìîñòè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îò
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ ôåððîìàãíåòèêîâ ñ ðàçëè÷íîé ìàãíèòíîé
àíèçîòðîïèåé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 13.5.
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Рис. 13.5. (a) Зависимость нормированного магнитного момента ферромагнитного
кристалла BaFe12O19 с продольной магнитной анизотропией от внешнего магнитного
поля 𝐻0, полученная методом низкотемпературной вибрационной магнитометрии [13.4].
(b) Зависимость нормированного магнитного момента многослойной ферромагнитной
плёнки Ta/Pt/[Co/Pt]3 с перпендикулярной магнитной анизотропией от внешнего маг-
нитного поля 𝐻0, полученная методом магнитооптических измерений. Данные для по-
строения рисунка предоставлены Н. С. Гусевым (ИФМ РАН, Нижний Новгород)

13.3 Блоховская доменная стенка

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñòðóêòóðå ïåðåõîäíîé îáëàñòè ìåæäó äâóìÿ îáëà-
ñòÿìè (äîìåíàìè) ñ îäíîðîäíîé íàìàãíè÷åííîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñü
𝑧 äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ îñüþ ¾ë¼ãêîãî¿ íàìàãíè÷è-
âàíèÿ êðèñòàëëà, è íàìàãíè÷åííîñòü ïðè 𝑥 → ∞ íàïðàâëåíà âäîëü îñè 𝑧,
à ïðè 𝑥 → −∞ íàïðàâëåíà ïðîòèâ îñè 𝑧 (ðèñ. 13.6a). ×àñòî òàêîå ðàñïðå-
äåëåíèå íàìàãíè÷åííîñòè íàçûâàþò 180∘-äîìåííîé ñòåíêîé, ïîä÷åðêèâàÿ,
÷òî ìàãíèòíûå ìîìåíòû âíóòðè äîìåíîâ ÿâëÿþòñÿ àíòèïàðàëëåëüíûìè.
Îïðåäåëèì òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàìàãíè÷åííîñòè M(r) = 𝑀0m(r), êîòî-
ðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó âíóòðåííåé ýíåðãèè (13.2) ïðè 𝐻0 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò ëåæèò â ïëîñêîñòè (𝑦, 𝑧) è âðà-
ùàåòñÿ âîêðóã îñè 𝑥 (ðèñ. 13.6b)

m(𝑥) = sin 𝜃(𝑥) e𝑦 + cos 𝜃(𝑥) e𝑧, (13.16)
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ãäå 𝜃 � óãîë ìåæäó âåêòîðîì 𝑚 è îñüþ 𝑧. Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ (13.16) áûëà
ïðåäëîæåíà Áëîõîì (F. Bloch). Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå (13.16) îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì divm = 0, ïîýòîìó ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, ðàçìàãíè÷èâàþùåãî
ïîëÿ è ïîâûøåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû èç-çà ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ íå âîçíèêàåò.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (13.4), ïëîòíîñòü îáìåííîé ýíåðãèè äëÿ êóáè÷å-
ñêîãî êðèñòàëëà ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè (13.16)
ðàâíà

𝑢обм =
1

2
𝐴

(︂
𝜕𝑚𝑦

𝜕𝑥

)︂2

+
1

2
𝐴

(︂
𝜕𝑚𝑧

𝜕𝑥

)︂2

=

=
1

2
𝐴
(︀
sin2 𝜃(𝑥) + cos2 𝜃(𝑥)

)︀ (︂𝑑𝜃
𝑑𝑥

)︂2

=
1

2
𝐴

(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑥

)︂2

, (13.17)

ãäå 𝐴 = 𝛼𝑀 2
0 � ýôôåêòèâíàÿ îáìåííàÿ êîíñòàíòà. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

(13.7), ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàãíèòîêðèñòàëëè÷åñêîé àíèçîòðîïèè äëÿ êðè-
ñòàëëà ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè (13.16) ðàâíà

𝑢ан =
1

2
𝐾𝑢(e𝑧 ·m)2 =

1

2
𝐾𝑢 cos

2 𝜃(𝑥), (13.18)

ãäå 𝐾𝑢 = 𝑘𝑢𝑀
2
0 � ýôôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ àíèçîòðîïèè. Îáúåäèíÿÿ ñîîò-

íîøåíèÿ (13.17) è (13.18), çàïèøåì ôóíêöèîíàë ïîëíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè
äëÿ ôåððîìàãíåòèêà ñ èçîëèðîâàííîé äîìåííîé ñòåíêîé â ñëåäóþùåì âèäå

𝑈 =

∫︁∫︁∫︁ {︃
1

2
𝐴

(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑥

)︂2

+
1

2
𝐾𝑢 cos

2 𝜃(𝑥)

}︃
𝑑𝑉 =

=
1

2
𝑆 ·
∫︁ {︃

𝐴

(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑥

)︂2

− |𝐾𝑢|
(︂
1 + cos 2𝜃(𝑥)

2

)︂}︃
𝑑𝑥, (13.19)

ãäå 𝑆 � ïëîùàäü äîìåííîé ñòåíêè â ïëîñêîñòè (𝑦, 𝑧).

Âû÷èñëÿÿ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ 𝛿𝑈/𝛿𝜃 è ïðèðàâíèâàÿ å¼ íóëþ,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ ðåøåíèé

𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
− |𝐾𝑢|

2𝐴
sin 2𝜃(𝑥) = 0. (13.20)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
(10.39), êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè â Ëåêöèè 10 ïðè àíàëèçå äèñëîêàöèé íåñî-
îòâåòñòâèÿ. Òàêàÿ ôîðìàëüíàÿ àíàëîãèÿ ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî îäíèì
èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé (13.20) ÿâëÿåòñÿ ñîëèòîííîå ðåøåíèå â âèäå óåäè-
í¼ííîé âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ èëè êèíêà

𝜃(𝑥) = 2 arctg

{︂
exp

(︂
±(𝑥− 𝑥0)

ℓ

)︂}︂
, (13.21)

233



-4 -2 0 2 4
(x− x0)/�

θ

(a)

0

π

Mz > 0Mz < 0

θ

z

y

x

(b)

Рис. 13.6. Структура блоховской доменной стенки: (a) зависи-
мость угла поворота намагниченности 𝜃 от координаты 𝑥, описы-
ваемая зависимостью (13.21); (b) пространственное распределение
намагниченности, описываемое выражением (13.16)

ãäå 𝑥0 � ïîëîæåíèå öåíòðà äîìåííîé ñòåíêè (ðèñ. 13.6a); ïðè ýòîì øèðèíà
ïåðåõîäíîé îáëàñòè (øèðèíà äîìåííîé ñòåíêè) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ℓ =

√︃
𝐴

|𝐾𝑢|
=

√︂
𝛼

|𝑘𝑢|
. (13.22)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè øèðèíà äîìåííîé
ñòåíêè íå çàâèñèò îò îñòàòî÷íîé íàìàãíè÷åííîñòè, óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè-
÷åíèåì ïîñòîÿííîé àíèçîòðîïèè |𝐾𝑢| è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì îáìåííîé
êîíñòàíòû 𝐴. Äëÿ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ è èõ ñïëàâîâ øèðèíà äîìåííûõ
ñòåíîê ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà 10 íì.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ýíåðãèè áëîõîâñêîé äîìåííîé ñòåíêè. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ (13.20)�(13.21) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-
íèÿ11(︂

𝑑𝜃

𝑑𝑥

)︂2

=
|𝐾𝑢|
2𝐴

(︁
1− cos 2𝜃(𝑥)

)︁
=

|𝐾𝑢|
𝐴

sin2 𝜃(𝑥) (13.23)

11Похожие расчёты были проведены в Лекции 10 при выводе первого интеграла и
далее при оценке энергии уединённой дислокации несоответствия.
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è

𝑑𝑥 = ±

√︃
𝐴

|𝐾𝑢|
𝑑𝜃

sin 𝜃(𝑥)
. (13.24)

Îïðåäåëèì ýíåðãèþ äîìåííîé ñòåíêè êàê ðàçíîñòü ýíåðãèé ôåððîìàã-
íåòèêà ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè (13.21) è ôåððî-
ìàãíåòèêà ñ îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè

𝑈д.с. ≡ 𝑈
⃒⃒⃒
𝑑𝜃/𝑑�̸�=0

− 𝑈
⃒⃒⃒
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=

=
𝑆

2
·

∞∫︁
−∞

{︃
𝐴

(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑥

)︂2

− |𝐾𝑢| cos2 𝜃(𝑥)− (−|𝐾𝑢|)

}︃
𝑑𝑥 =

=
𝑆

2
·

∞∫︁
−∞

{︃
𝐴

(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑥

)︂2

+ |𝐾𝑢| sin2 𝜃(𝑥)

}︃
𝑑𝑥. (13.25)

Ïîäñòàâèì (13.23) è (13.24) â ôóíêöèîíàë (13.25) è ïîëó÷èì

𝑈д.с. =
𝑆

2
·

∞∫︁
−∞

{︂
𝐴
|𝐾𝑢|
𝐴

sin2 𝜃(𝑥) + |𝐾𝑢| sin2 𝜃(𝑥)

}︂
𝑑𝑥 =

= 2𝑆|𝐾𝑢| ·
∞∫︁

0

sin2 𝜃(𝑥) 𝑑𝑥. (13.26)

Ïåðåõîäÿ îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 𝑥 ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî 𝜃 ñ ïîìîùüþ ñîîò-
íîøåíèÿ (13.24), ïîëó÷àåì (ñì., íàïðèìåð, [13.3, �43])

𝑈д.с. = 2𝑆𝑀 2
0 |𝐾𝑢|

√︃
𝐴

|𝐾𝑢|
(−1) ·

0∫︁
𝜋/2

sin 𝜃 𝑑𝜃 = 2𝑆
√︀
𝐴|𝐾𝑢| =

= 2𝑆𝑀 2
0

√︀
𝛼|𝑘𝑢|. (13.27)

Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé äîìåííîé ñòåíêè
ïðîïîðöèîíàëüíà ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó èç êîíñòàíò îáìåííîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ è ìàãíèòîêðèñòàëëè÷åñêîé àíèçîòðîïèè. Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ
äîìåííîé ñòåíêè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé âåëè÷èíîé, ôîð-
ìèðîâàíèå äîìåííûõ ñòåíîê âíóòðè ìàññèâíûõ ôåððîìàãíåòèêîâ äîëæíî
áûòü ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíûì.
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Ïîêàæåì, êàê îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà (13.22) è (13.27)
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ðàçìåðíîãî àíàëèçà. Ïîñêîëüêó ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì êîíêóðåíöèþ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ìàãíèòîêðèñòàëëè-
÷åñêîé àíèçîòðîïèè, òî ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü äâà ðàçìåðíûõ ïàðà-
ìåòðà: ïîñòîÿííóþ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ𝐴 ðàçìåðíîñòüþ ýðã/ñì è ïî-
ñòîÿííóþ àíèçîòðîïèè 𝐾𝑢 ðàçìåðíîñòüþ ýðã/ñì3.

Åäèíñòâåííàÿ êîìáèíàöèÿ ðàçìåðíîñòè äëèíû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà èç 𝐴 è 𝐾𝑢, åñòü ℓ =

√︀
𝐴/|𝐾𝑢|, ïîñêîëüêó

[ℓ] =

√︃
[𝐴]

[𝐾𝑢]
=

√︃
ýðã

ñì
· ñì

3

ýðã
= ñì. (13.28)

Ýòîò îöåíî÷íûé ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ôîðìóëîé (13.22), îïè-
ñûâàþùåé øèðèíó áëîõîâñêîé äîìåííîé ñòåíêè.

Åäèíñòâåííàÿ êîìáèíàöèÿ ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç 𝐴 è 𝐾𝑢, åñòü 𝑈 = 𝑆

√︀
𝐴|𝐾𝑢|, ïîñêîëüêó

[𝑈 ] = [𝑆] ·

√︃
[𝐴]

[𝐾𝑢]
= ñì2 ·

√︂
ýðã

ñì
· ýðã
ñì3

= ýðã. (13.29)

Ýòîò ðåçóëüòàò âîñïðîèçâîäèò ñîîòíîøåíèå (13.27) äëÿ ýíåðãèè îäèíî÷íîé
äîìåííîé ñòåíêè ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà.

13.4 Равновесная доменная структура

Ïðè÷èíîé îáðàçîâàíèÿ ìàãíèòíûõ äîìåíîâ â îäíîðîäíîì ôåððîìàãíèò-
íîì îáðàçöå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü îáðàçöà è íàëè÷èå ãðàíèöû ñ íåìàã-
íèòíûì ìåòàëëîì, èçîëÿòîðîì èëè âàêóóìîì; ñëåäîâàòåëüíî, ðàçáèåíèå íà
äîìåíû åñòü êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà [13.3, �44].

Ðàññìîòðèì ïîëóîãðàíè÷åííûé ôåððîìàãíåòèê ñ ïëîñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ è àíèçîòðîïèåé òèïà ¾ë¼ãêàÿ îñü¿, îðèåíòèðîâàííîé ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè
(ðèñ. 13.2) íà ïîâåðõíîñòè îáðàçóåòñÿ îäíîðîäíûé ïîâåðõíîñòíûé ¾ìàãíèò-
íûé çàðÿä¿, ïîýòîìó âîçíèêàåò îäíîðîäíîå ðàçìàãíè÷èâàþùåå ïîëå, óâå-
ëè÷èâàþùåå ïîëíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ôåððîìàãíåòèêà. Ìû ïîêàæåì,
÷òî â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ ôåððîìàãíåòèêà íà äîìåíû (ðèñ. 13.7) ¾ìàãíèòíûé
çàðÿä¿ ñòàíîâèòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, ÷òî ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàòóõàíèþ ðàçìàãíè÷èâàþùåãî ïîëÿ âíóòðè ôåððîìàãíåòèêà è óìåíüøå-
íèþ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè. Êîíêóðåíöèÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè è ýíåðãèè äîìåííûõ ñòåíîê ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ äîìåííîé ñòðóê-
òóðû.
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Рис. 13.7. Схематическое распределение магнитного заряда
на поверхности плёнки, индуцированного одномерной доменной
структурой (13.30), белые и чёрные стрелки соответствуют полям
𝑀𝑧 (a) и 𝐻𝑧 (b)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò â ôåððîìàãíåòèêå ðàñïðåäåëåí
ñëåäóþùèì îáðàçîì

M(r) =

{︂
𝑀0 cos 𝑞𝑥 · e𝑧 ïðè 𝑧 < 0;

0 ïðè 𝑧 > 0,
(13.30)

ãäå 𝑞 = 2𝜋/𝑑 � âîëíîâîé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé êðóïíîìàñøòàáíîé ìî-
äóëÿöèè íàìàãíè÷åííîñòè, 𝑑 � ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû. Ôàêòè÷åñêè ñî-
îòíîøåíèå (13.30) åñòü ïåðâàÿ ôóðüå-ãàðìîíèêà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ðÿä Ôóðüå. Èñïîëüçóÿ
ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë 𝜑 è ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî ¾ìàãíèòíîãî¿ çàðÿäà
𝜌𝑚, çàïèøåì óðàâíåíèÿ ìàãíèòîñòàòèêè (13.9) â âèäå

Δ𝜑(𝑥, 𝑧) = −4𝜋𝜌𝑚

èëè, ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ 𝜌𝑚 = −divM =𝑀0 cos 𝑞𝑥 𝛿(𝑧),

Δ𝜑(𝑥, 𝑧) = −4𝜋𝑀0 cos 𝑞𝑥 𝛿(𝑧) = −2𝜋𝑀0 𝛿(𝑧)
(︀
𝑒𝑖𝑞𝑥 + 𝑒−𝑖𝑞𝑥

)︀
, (13.31)

ãäå Δ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, 𝛿(𝑧) ó÷èòûâàåò ñêà÷îê 𝑧-êîìïîíåíòû íàìàã-
íè÷åííîñòè ïðè 𝑧 = 0. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.31) â âèäå
èíòåãðàëà Ôóðüå

𝜑(𝑥, 𝑧) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝜑𝑘(𝑧) 𝑒
−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑘.
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Äëÿ ôóðüå-îáðàçà ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

𝑑2

𝑑𝑧2
𝜑𝑘(𝑧)− 𝑘2 𝜑𝑘(𝑧) = −4𝜋2𝑀0 𝛿(𝑧)

(︀
𝛿(𝑘 − 𝑞) + 𝛿(𝑘 + 𝑞)

)︀
. (13.32)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.32) èìååò âèä

𝜑𝑘(𝑧) = 𝐶 𝑒−|𝑘|·|𝑧|,

ãäå êîíñòàíòà 𝐶 = 2𝜋2𝑀0

(︀
𝛿(𝑘− 𝑞)+ 𝛿(𝑘+ 𝑞)

)︀
/|𝑘| îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

çàäàííîãî ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé 𝑑𝜙𝑘/𝑑𝑧 ïðè 𝑧 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
𝜑(𝑥, 𝑧) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

𝜑(𝑥, 𝑧) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

2𝜋2𝑀0

(︀
𝛿(𝑘 − 𝑞) + 𝛿(𝑘 + 𝑞)

)︀
|𝑘|

𝑒−|𝑘|·|𝑧| 𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑘 =

=
2𝜋𝑀0

𝑞
cos 𝑞𝑥 𝑒−𝑞|𝑧|,

÷òî ïðèâîäèò íàñ ê âûðàæåíèþ äëÿ 𝑧-êîìïîíåíòû íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ

𝐻𝑧(𝑥, 𝑧) = − 𝜕

𝜕𝑧
𝜑(𝑥, 𝑧) =

{︂
−2𝜋𝑀0 cos 𝑞𝑥 𝑒−𝑞|𝑧| ïðè 𝑧 < 0;

2𝜋𝑀0 cos 𝑞𝑥 𝑒−𝑞𝑧 ïðè 𝑧 > 0.
(13.33)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçìàãíè÷èâàþùåå ïîëå ýêñïîíåíöèàëü-
íî çàòóõàåò â òîëùå ôåððîìàãíåòèêà íà äëèíå ïîðÿäêà ïåðèîäà äîìåííîé
ñòðóêòóðû.

Ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå äëÿ ôåððîìàãíèòíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ìîæíî
ïðèìåíèòü äëÿ îöåíêè ðàçìàãíè÷èâàþùåãî ïîëÿ âíóòðè ôåððîìàãíèòíîé
ïë¼íêè êîíå÷íîé òîëùèíû, êîòîðàÿ èìååò äâå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Â ñà-
ìîì äåëå, åñëè òîëùèíà ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêè 𝐷𝑓 ñóùåñòâåííî ïðåâû-
øàåò õàðàêòåðíóþ ãëóáèíó çàòóõàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ ñîãëàñíî
(13.33) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðèîäîì äîìåííîé ñòðóêòóðû 𝑑, òî ñèñòåìû ìàãíèò-
íûõ çàðÿäîâ íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ è ñîçäàâàåìûå èìè ìàãíèò-
íûå ïîëÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî. Ñëåäîâàòåëüíî, òî ýêñïîíåí-
öèàëüíî çàòóõàþùåå ðàçìàãíè÷èâàþùåå ïîëå, ñòðóêòóðà êîòîðîãî îïèñû-
âàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (13.33), áóäåò ñóùåñòâîâàòü êàê âáëèçè âåðõíåé, òàê
è âáëèçè íèæíåé ïîâåðõíîñòåé ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêè.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè (13.10) äëÿ ìî-
äåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè (13.30) âíóòðè òîëñòîé ôåððî-
ìàãíèòíîé ïë¼íêè (𝐷𝑓 ≫ 𝑑) ñ ó÷¼òîì (13.33)
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𝑈магн = −2 · 1
2

∫︁∫︁∫︁
H ·M 𝑑𝑉 = −

∫︁∫︁∫︁
𝑧<0

𝐻𝑧(𝑥, 𝑧)𝑀𝑧(𝑥, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= 2𝜋𝑀 2
0

∫︁∫︁∫︁
𝑧<0

cos2 𝑞𝑥 𝑒−𝑞|𝑧| 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ≃ 2𝜋𝑀 2
0

1

𝑞

∫︁∫︁
cos2 𝑞𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦,

ãäå êîýôôèöèåíò 2 ó÷èòûâàåò íàëè÷èå äâóõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî 𝑞 = 2𝜋/𝑑, à òàêæå òî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè cos2 𝑞𝑥
ðàâíî 1/2, ïîëó÷àåì îöåíêó ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè

𝑈магн ≃ 2𝜋𝑀 2
0

𝑑

2𝜋

∫︁∫︁
cos2 𝑞𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≃ 1

2
𝑀 2

0 𝐿𝑥𝐿𝑦 𝑑, (13.34)

ãäå 𝐿𝑥 è 𝐿𝑦 � ëàòåðàëüíûå ðàçìåðû ôåððîìàãíèòíîãî îáðàçöà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàãíèòîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêè ñ äîìåííîé
ñòðóêòóðîé òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (13.27) äëÿ îäèíî÷íîé äîìåííîé ñòåíêè, ïîëó÷èì
ýíåðãèþ ñèñòåìû äîìåííûõ ñòåíîê

𝑈 *
д.с. = 𝑈д.с. ·𝑁 ≃ 2𝑆𝑀 2

0

√︀
𝛼|𝑘𝑢| ·

2𝐿𝑥

𝑑
≃

≃ 4𝑀 2
0

√︀
𝛼|𝑘𝑢|𝐿𝑥𝐿𝑦 ·

𝐷𝑓

𝑑
, (13.35)

ãäå 𝑁 = 2𝐿𝑥/𝑑 � ÷èñëî äîìåííûõ ñòåíîê íà åäèíèöó äëèíû ïî îñè 𝑥.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ äîìåííûìè ñòåíêàìè, òåì ìåíüøå, ÷åì
áîëüøå ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû.

Ìèíèìèçèðóÿ ñóììàðíóþ ýíåðãèþ

𝑈 = 𝑈магн + 𝑈 *
д.с. ≃ 𝐿𝑥𝐿𝑦𝑀

2
0

(︂
𝑑

2
+ 4
√︀
𝛼|𝑘𝑢|

𝐷𝑓

𝑑

)︂
ïî ïàðàìåòðó 𝑑, ïîëó÷àåì ðàâíîâåñíûé ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû

𝑑 =
(︁
8
√︀
𝛼|𝑘𝑢|𝐷𝑓

)︁1/2

. (13.36)

Êàê ñëåäóåò èç ýòîé ôîðìóëû, ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû íå ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé âåëè÷èíîé. Äëÿ ôåððîìàãíåòèêà ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðà-
ìè 𝛼 è 𝑘𝑢 ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû çàâèñèò îò òîëùèíû îáðàçöà, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì äàëüíîäåéñòâóþùåãî õàðàêòåðà ìàãíèòîñòà-
òè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñäåëàííûå íàìè
ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíîé çàäà÷è ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷åííûé îòâåò (13.36)
ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà ïîðÿäêà åäèíèöû ñîâïàäàåò ñ áîëåå ñòðîãèì
ðåøåíèåì [13.3, çàäà÷à ê �44]. Øèðèíà ìàãíèòíûõ äîìåíîâ â ôåððîìàãíå-
òèêàõ ëåæèò â äèàïàçîíå îò 0.1 äî 50 ìêì.
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13.5 Магнитно-силовая микроскопия: визуализация
магнитных доменов

Êðàòêî îáñóäèì ïðèíöèï ðàáîòû ñêàíèðóþùåé ìàãíèòíî-ñèëîâîé ìèê-
ðîñêîïèè (magnetic-force microscopy, MFM). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäó-
åìûé îáúåêò îáëàäàåò íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè
(ìàãíèòíîé òåêñòóðîé), êîòîðàÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (13.9) ÿâëÿåòñÿ èñ-
òî÷íèêîì äëÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ H(r). Äëÿ ìàãíèòíîé ÷àñòèöû
ñ íàìàãíè÷åííîñòüþM(r), íàõîäÿùåéñÿ íàä îáðàçöîì, ïîëå H(r) ÿâëÿåòñÿ
âíåøíèì, ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíîé ÷àñòèöû
ñ ôåððîìàãíèòíûì îáðàçöîì ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (13.11)

𝑈 *
вн = −

∫︁∫︁∫︁
H(r) ·M(r) 𝑑𝑉. (13.37)

Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ìàëîé ìàãíèòíîé ÷àñòèöû, ðàçìåðû êî-
òîðîé ñóùåñòâåííî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî ïîâåðõíîñòè îáðàçöà è õàðàêòåð-
íûõ ìàñøòàáîâ íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè â îáðàçöå.
Ïîäñòàâëÿÿ M(r) = m(0) 𝛿(r− r0) â âûðàæåíèå (13.37), ïîëó÷àåì

𝑈 *
вн = −

∫︁∫︁∫︁
H(r) ·m(0) 𝛿(r− r0) 𝑑𝑉 = −H(r0) ·m(0). (13.38)

ãäå r0 � ðàäèóñ-âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé öåíòðó ìàëîé ìàãíèòíîé ÷àñòè-
öû,𝑚(0) � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà çîíäà. Òàêèì îáðàçîì,
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çîíäà 𝑈 *

вн ñ âíåøíèì ïîëåì çàâèñèò îò îòíîñèòåëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ ìàãíèòíîé ÷àñòèöû ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè èññëåäó-
åìîãî îáðàçöà. Èíûìè ñëîâàìè, íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû îáðàçöà äåéñòâóåò
ñèëà

F = −∇𝑈 *
вн = ∇

(︁
H(r0) ·m(0)

)︁
=

= 𝑚(0)
𝑥

(︂
𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑥0

)︂
e𝑥 +𝑚(0)

𝑦

(︂
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑦0

)︂
e𝑦 +𝑚(0)

𝑧

(︂
𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑧0

)︂
e𝑧. (13.39)

Ìàãíèòíî-ñèëîâîé ìèêðîñêîï ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àòîìíî-
ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà (ñì., íàïðèìåð, [13.5] è [13.6]) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýëåêòðîííî-ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîçâîëÿþùóþ ïåðåìåùàòü çîíä (÷àñòè-
öó íà êîëåáëþùåìñÿ ïîäâåñå) íàä ïîâåðõíîñòüþ îáðàçöà íà çàäàííîé âû-
ñîòå è ðåãèñòðèðîâàòü ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ðèñ. 13.8). Íà-
ëè÷èå ñèëû ëþáîé ïðèðîäû, äåéñòâóþùåé íà çîíä è çàâèñÿùåé îò åãî ïî-
ëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, áóäåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû èëè ôàçû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé êîíñîëè

Δ𝜔

𝜔0

= − 1

2𝑘
· 𝐹 ′

𝑧 è Δ𝜙 = −𝑄
𝑘
· 𝐹 ′

𝑧, (13.40)
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Рис. 13.8. Схематическое представление принципа сканирующей магнитно-
силовой микроскопии, толстая сплошная линия показывает магнитное по-
крытие зонда. Показано распределение «магнитных» зарядов (+ и −) для
ферромагнитной плёнки с анизотропией типа «лёгкая плоскость». Легко ви-
деть, что абсолютное значение второй производной 𝜕2𝐻𝑧/𝜕𝑧

2 достигает мак-
симальных значений над доменными стенками, при этом знак 𝜕2𝐻𝑧/𝜕𝑧

2 опре-
деляется знаком локального «магнитного» заряда

ãäå 𝑘 � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè êîíñîëè, 𝑚 � ìàññà ÷àñòèöû, 𝜔0 =
√︀
𝑘/𝑚 �

÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé íåíàãðóæåííîé êîíñîëè, 𝑄 � äîáðîòíîñòü ñè-
ñòåìû [13.5]. Íà÷àëüíàÿ âûñîòà ñêàíèðîâàíèÿ â MFM-ýêñïåðèìåíòàõ âû-
áèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïðî÷èå ìåõàíèçìû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÷àñòèöû ñ ïîâåðõíîñòüþ (òàêèå êàê êîðîòêîäåéñòâóþùèå õèìè÷åñêèå
ñâÿçè è âàí-äåð-âààëüñîâî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íåçàðÿæåííûì çîíäîì
è íåçàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòüþ) è îñòàâèòü äàëüíîäåéñòâóþùåå ìàãíèòî-
ñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå íàìàãíè÷åííîãî çîíäà ñ íåîäíîðîäíûì ìàã-
íèòíûì ïîëåì H(r), ñîçäàâàåìûì ôåððîìàãíèòíûì îáðàçöîì. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò çîíäà îðèåíòèðîâàí ïî îñè 𝑧 ïåðïåíäèêóëÿðíî

ïîâåðõíîñòè ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêè: m(0) = 𝑚
(0)
𝑧 e𝑧 (ñì. 13.8), òîãäà ñî-

ãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (13.39) è (13.40) ñäâèã ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû è ôàçû
êîëåáàíèé íàìàãíè÷åííîãî çîíäà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé
ìàãíèòíîãî ïîëÿ H(r) â öåíòðå ìàãíèòíîãî çîíäà12

Δ𝜔

𝜔0

= −𝑚
(0)
𝑧

2𝑘
·
(︂
𝜕2𝐻𝑧

𝜕2𝑧

)︂
𝑧=𝑧0

è Δ𝜙 = −𝑄𝑚
(0)
𝑧

𝑘
·
(︂
𝜕2𝐻𝑧

𝜕2𝑧

)︂
𝑧=𝑧0

. (13.41)

12Очевидно, что однородно намагниченный образец не создает полей рассеяния (за
исключением областей вблизи краёв), поэтому вне намагниченного образца 𝐻𝑧 ≃ 0
и присутствие такого образца не будет оказывать влияния на параметры вынужденных
колебаний намагниченного зонда. Также очевидно, что компонента магнитного поля,
которая не зависит от координаты (например, однородное магнитное поле, создаваемое
внешними источниками), не будет непосредственно влиять на частоту и фазу колебаний
намагниченного зонда, что, однако, не исключает опосредованного влияния внешнего
поля на параметры доменной структуры исследуемого образца.
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Рис. 13.9. Схематическое представление принципа сканирующей магнитно-
силовой микроскопии, толстая сплошная линия показывает магнитное по-
крытие зонда. Показано распределение «магнитных» зарядов (+ и −) для
ферромагнитной плёнки с анизотропией типа «лёгкая ось». Легко видеть, что
абсолютное значение второй производной 𝜕2𝐻𝑧/𝜕𝑧

2 достигает максимальных
значений над центрами магнитных доменов, при этом знак 𝜕2𝐻𝑧/𝜕𝑧

2 опре-
деляется знаком ближайшего к зонду локального «магнитного» заряда

Ìåòîäû ìàãíèòíî-ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó-
÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ôåððîìàãíèòíûõ íàíîñòðóêòóð ñ ìèêðîííûì
è ñóáìèêðîííûì ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçðåøåíèåì [13.5�13.6].

Íà ðèñ. 13.8 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ,
èíäóöèðîâàííûõ äîìåííîé ñòðóêòóðîé ñ ïðîäîëüíîé îðèåíòàöèåé íàìàã-
íè÷åííîñòè. Äàæå íå ðåøàÿ çàäà÷ó ìàãíèòîñòàòèêè, ìû ìîæåì ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé 𝜕2𝐻𝑧/𝜕

2𝑧 áóäåò ìàê-
ñèìàëüíî íàä äîìåííûìè ñòåíêàìè è ìèíèìàëüíî íàä öåíòðàìè ìàãíèò-
íûõ äîìåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (13.41) ñäâèã ÷àñòîòû
è ôàçû êîëåáàíèé íà ôèêñèðîâàííîé âûñîòå â çàâèñèìîñòè îò ëàòåðàëü-
íûõ êîîðäèíàò 𝑥0 è 𝑦0 áóäåò èìåòü ëîêàëüíûå ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû,
êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾ìàãíèòíûå¿ ïîëþñà. Ïðèìåð MFM-
èçîáðàæåíèÿ òàêîãî ðîäà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 13.14b.

Íà ðèñ. 13.9 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ,
èíäóöèðîâàííûõ äîìåííîé ñòðóêòóðîé ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé îðèåíòàöèåé
íàìàãíè÷åííîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé 𝜕2𝐻𝑧/𝜕

2𝑧 áóäåò ìàêñèìàëüíî íàä öåíòðàìè ìàãíèòíûõ äîìåíîâ è ìè-
íèìàëüíî íàä äîìåííûìè ñòåíêàìè. Íà ðèñ. 13.10 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû èññëåäîâàíèÿ ñóáìèêðîííîé ëàáèðèíòíîé ñòðóêòóðû â ìíîãîñëîé-
íûõ ïë¼íêàõ Co/Pt ñ àíèçîòðîïèåé òèïà ¾ë¼ãêàÿ îñü¿ ìåòîäîì ìàãíèòíî-
ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè. Äîìåííàÿ ñòðóêòóðà â ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêå ôîð-
ìèðóåò MFM-ñèãíàë ñ äâóìÿ óðîâíÿìè èíòåíñèâíîñòè, êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò ìàãíèòíûì äîìåíàì ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïðîåêöèåé
𝑧-êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòè.
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Рис. 13.10. Лабиринтная доменная структура в многослойной
ферромагнитной структуре Ta/Pt/[Co/Pt]4 в размагниченном со-
стоянии (размер кадра 10× 10 мкм2). Данные для построения ри-
сунка предоставлены Н. С. Гусевым (ИФМ РАН, Нижний Новго-
род)

13.6 Магнитное состояние ферромагнитных наночастиц

Ïðè óìåíüøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ôåððîìàãíèòíîãî îáðàçöà
åãî äîìåííàÿ ñòðóêòóðà âèäîèçìåíÿåòñÿ, à ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðûõ êðè-
òè÷åñêèõ çíà÷åíèé ðàçáèåíèå íà äîìåíû ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ïåðåõîä îáðàçöà â îäíîäîìåííîå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò òîãäà,
êîãäà ðàçìåðû îáðàçöà ñðàâíèìû ñ øèðèíîé äîìåííîé ñòåíêè (13.36). Íà
ðèñ. 13.11 ïðåäñòàâëåíû ìàãíèòíî-ñèëîâûå èçîáðàæåíèÿ ìàññèâà ôåððî-
ìàãíèòíûõ äèñêîâ ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèåé, ïîëó÷åí-
íûõ èç ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû Co/Pt ìåòîäîì ýëåêòðîííîé ëèòîãðàôèè.
Ñîáñòâåííîå ìàãíèòíîå ïîëå çîíäà íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ÷àñòèöû ìî-
æåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì äëÿ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ îòäåëüíûõ ÷à-
ñòèö. Ìû âèäèì, ÷òî âíóòðè ÷àñòèö íåò äîìåííîé ñòðóêòóðû, ïîñêîëüêó
âñå ÷àñòèöû íàìàãíè÷åíû îäíîðîäíî ëèáî ¾íà íàñ¿, ëèáî ¾îò íàñ¿. Áè-
ñòàáèëüíîñòü ýòèõ ýëåìåíòîâ äåëàåò èõ îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ìàãíèòíûõ
ÿ÷ååê ïàìÿòè, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â Ëåêöèè 5.

Äðóãèì ïðèìåðîì ïåðåõîäà â îäíîäîìåííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä
â ôåððîìàãíèòíîì äèñêå íàíîìåòðîâûõ ðàçìåðîâ. Åñëè ðàäèóñ äèñêà 𝑅
áîëüøå åãî òîëùèíû 𝐷𝑓 , òî ìàãíèòíîìó ìîìåíòó âûãîäíî îðèåíòèðîâàòü-
ñÿ â ïëîñêîñòè äèñêà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ïåðåõîäà ÷àñòèöû â îä-
íîäîìåííîå ñîñòîÿíèå íóæíî ñðàâíèòü ýíåðãèè îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííîãî
ñîñòîÿíèÿ è íåîäíîðîäíîãî âèõðåâîãî ñîñòîÿíèé. Äàëåå ìû áóäåò ñ÷èòàòü,
÷òî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå 𝐻0 ðàâíî íóëþ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàãíèòíûé ìîìåíò îäíîðîäåí è ëåæèò â ïëîñêîñòè
äèñêà, ïîýòîìó ïî ïåðèìåòðó äèñêà îáðàçóþòñÿ ¾ìàãíèòíûå çàðÿäû¿, èí-
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Рис. 13.11. (a – d) Карты MFM-сигнала, иллюстрирующие результат перемагничи-
вания отдельных ферромагнитных Co/Pt дисков диаметром 200 нм собственным маг-
нитным полем зонда. Белая полоса соответствует 1 мкм. Рисунок взят из работы [13.7]

äóöèðóþùèå ðàçìàãíè÷èâàþùèå ïîëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíàÿ ÷à-
ñòèöà èìååò ôîðìó ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà è íàìàãíè÷åíà äî íàñûùåíèÿ
âäîëü îñè 𝑥. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìàãíè÷èâàþùåå ïîëå òàêæå áóäåò îäíîðîä-
íûì âíóòðè ÷àñòèöû è îðèåíòèðîâàííûì ïî îñè 𝑥. Äëÿ îöåíêè ðàçìàã-
íè÷èâàþùåãî ïîëÿ âíóòðè ôåððîìàãíèòíîãî äèñêà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
ñîîòíîøåíèå (13.51) (ñì. Ïðèëîæåíèå 1)

𝐻𝑥 = −4𝜋𝑛(𝑥)𝑀0,

ãäå 𝑛(𝑥) ≃ 𝜋𝐷𝑓/(4𝑅) � ðàçìàãíè÷èâàþùèé ôàêòîð äëÿ ñïëþñíóòîãî ýëëèï-
ñîèäà. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (13.10), îöåíèì ìàãíèòîñòàòè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ

𝐸одн = 𝑈магн = −1

2

∫︁∫︁∫︁
H ·M 𝑑𝑉 ≃

≃ −1

2

(︁
−4𝜋𝑛(𝑥)𝑀0

)︁
·𝑀0 · 𝜋𝑅2𝐷𝑓 ≃ 𝜋3

2
𝑀 2

0 𝑅𝐷
2
𝑓 . (13.42)

Â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî íåîäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî
ðàññìîòðåòü âèõðåâîå ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà (ðèñ. 13.12a)

m = ± sin 𝜃(𝑟) sin𝜙 · e𝑥 ∓ sin 𝜃(𝑟) cos𝜙 · e𝑦 + cos 𝜃(𝑟) · e𝑧, (13.43)

ãäå (𝑥, 𝑦, 𝑧) � ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 è 𝜙 =

arctg (𝑦/𝑥) � ïàðàìåòðû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò13. Ôóíêöèþ
𝜃(𝑟), êîòîðàÿ èìååò ñìûñë óãëà ìåæäó ëîêàëüíûì âåêòîðîì íàìàãíè÷åí-
íîñòè è îñüþ 𝑧, ñëåäóåò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü
ïîëíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû. Âåðõíèå çíàêè â ýòîé ôîðìóëå ñî-
îòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèþ íàìàãíè÷åííîñòè, çàêðó÷åííîìó ¾ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå¿, à íèæíèå � ¾ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿. Âèõðåâîå ðàñïðåäåëåíèå

13В цилиндрической системе координат (𝑟, 𝜙, 𝑧) имеем 𝑚𝑟 = 𝑚𝑥 cos𝜙+𝑚𝑦 sin𝜙 = 0,
𝑚𝜙 = −𝑚𝑥 sin𝜙+𝑚𝑦 cos𝜙 = ± sin 𝜃(𝑟) и 𝑚𝑧 = cos 𝜃(𝑟).
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Рис. 13.12. (a) Схематическое представление распределения намагни-
ченности, соответствующее магнитному вихрю. (b) Зависимость пер-
пендикулярной составляющей намагниченности от координаты 𝑥 вдоль
линии, пересекающей центр вихря, для ферромагнитного диска диамет-
ром 300 нм и высотой 50 нм. Рисунок взят из работы [13.8]

íàìàãíè÷åííîñòè â ìàãíèòíîé ÷àñòèöå öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû íå ñîçäàåò
¾ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ¿ íè â îáú¼ìå, íè íà âíåøíåì ïåðèìåòðå äèñêà, ïî-
ñêîëüêó14 divM = 0 äëÿ ìàãíèòíîãî âèõðÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèõðåííîñòè.
Èíûìè ñëîâàìè, ýíåðãèÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ òàêî-
ãî ñîñòîÿíèÿ áëèçêà ê íóëþ. Ýòî âûãîäíî îòëè÷àåò âèõðåâîå ñîñòîÿíèå îò
ñîñòîÿíèÿ ñ îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè.

Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê öåíòðó äèñêà ïðîèçâîäíûå íàìàãíè÷åííîñòè
âîçðàñòàþò, à âìåñòå ñ íèìè ðàñò¼ò è îáìåííàÿ ýíåðãèÿ. Êàê ïîêàçûâà-
þò ýêñïåðèìåíòû (íàïðèìåð, [13.8] è [13.9]) è áîëåå òî÷íûé òåîðåòè÷å-
ñêèé àíàëèç [13.10], ïðè ïðèáëèæåíèè ê öåíòðó äèñêà íàìàãíè÷åííîñòü
âûõîäèò èç ïëîñêîñòè, îáðàçóÿ ñåðäöåâèíó (core) ìàãíèòíîãî âèõðÿ ñ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé îðèåíòàöèåé ëîêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà (ðèñ. 13.12b
è 13.14). Ðàçìåð ýòîé îáëàñòè ïîðÿäêà òàê íàçûâàåìîé ¾îáìåííîé¿ äëèíû

ℓобм =
√︀
𝐴/2𝜋𝑀 2

0 =
√︀
𝛼/2𝜋 (íàïðèìåð, 13.11) . Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ

âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, îáìåííîé ýíåðãèåé

𝐸вихр ≃ 𝑈обм ≃ 𝐴

2

∫︁∫︁∫︁ {︃(︂
𝜕m

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕m

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕m

𝜕𝑧

)︂2
}︃
𝑑𝑉. (13.44)

14Прямым вычислением убеждаемся, что

divM =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑀𝑟) +

1

𝑟

𝜕𝑀𝜙

𝜕𝑟
+
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑧
=𝑀0

𝜕

𝜕𝑧
cos 𝜃(𝑟).

Следовательно, divM ≃ 0 для всех точек внутри ферромагнитного диска и на его пери-
метре, кроме центральной области радиуса ∼ ℓ

обм
на верхней и нижней поверхностях

диска, где 𝑧-компонента намагниченности изменяется скачком от 𝑀0 до нуля.
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Рис. 13.13. Диаграмма термодинамически стабильных магнитных со-
стояний в ферромагнитном диске радиуса 𝑅 и толщины𝐷𝑓 ; здесь ℓобм –

обменная длина (для пермаллоя ℓобм ≃ 18 нм). Вставки показывают
пространственное распределение магнитного момента M в поперечном
сечении диска. Рисунок построен с использованием результатов работы
[13.12]

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (13.43) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå (︂

𝜕M

𝜕𝑥

)︂2

= cos2 𝜃 sin2 𝜙

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂2

+ cos2 𝜃 cos2 𝜙

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂2

+

+ sin2 𝜃 cos2 𝜙

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

+ sin2 𝜃 sin2 𝜙

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

+ sin2 𝜃

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂2

=

=

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂2

+ sin2 𝜃

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

.

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ (𝜕M/𝜕𝑦)2 è (𝜕M/𝜕𝑧)2 ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ñî-
îòíîøåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âûðàæåíèå (13.44) â ñëåäóþùåì âèäå

𝐸вихр ≃
𝐴𝐷𝑓

2

∫︁∫︁ {︃(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑧

)︂2
}︃
𝑑𝑥𝑑𝑦+

+
𝐴𝐷𝑓

2

∫︁∫︁
sin2 𝜃

{︃(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂2
}︃
𝑑𝑥𝑑𝑦. (13.45)
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Ïåðåéäåì â ñîîòíîøåíèè (13.45) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (𝑟, 𝜙) è ó÷ò¼ì,
÷òî (∇𝜃)2 = (𝑑𝜃/𝑑𝑟)2 è (∇𝜙)2 = 1/𝑟2

𝐸вихр ≃
𝐴𝐷𝑓

2

𝑅∫︁
0

2𝜋∫︁
0

(︁
(∇𝜃)2 + sin2 𝜃 · (∇𝜙)2

)︁
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙 ≃

≃
𝐴𝐷𝑓

2

𝑅∫︁
0

2𝜋∫︁
0

(︃(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑟

)︂2

+
sin2 𝜃

𝑟2

)︃
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙.

Îñíîâíîé âêëàä â ýíåðãèþ áóäåò äàâàòü âòîðîå ñëàãàåìîå, ðàñõîäèìîñòü
êîòîðîãî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà âèõðÿ (𝑟 . ℓобм) áóäåò êîìïåí-
ñèðîâàòüñÿ òåì, ÷òî íàìàãíè÷åííîñòü âûõîäèò èç ïëîñêîñòè äèñêà è îðèåí-
òèðóåòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè 𝑧, ïîýòîìó sin 𝜃 → 0. Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ îñòàëü-
íûõ ðàññòîÿíèé sin 𝜃 ≃ 𝜋/2, ïîëó÷àåì ïðîñòóþ îöåíêó îáìåííîé ýíåðãèè
âèõðÿ

𝐸вихр ≃
𝐴𝐷𝑓

2
· 2𝜋 ·

𝑅∫︁
ℓобм

𝑟𝑑𝑟

𝑟2
≃ 𝜋𝛼𝑀 2

0𝐷𝑓 ln

(︂
𝑅

ℓобм

)︂
. (13.46)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (13.43) è (13.46), íàõîäèì, ÷òî îòíîøåíèå ýíåð-
ãèé âèõðåâîãî è îäíîäîìåííîãî ñîñòîÿíèÿ

𝐸вихр

𝐸одн

≃
𝜋𝛼𝑀 2

0𝐷𝑓 ln(𝑅/ℓобм)

(𝜋3/2)𝑀 2
0 𝑅𝐷

2
𝑓

≃ 2𝛼 ln(𝑅/ℓобм)

𝜋2𝑅𝐷𝑓

≃

≃ 2 · 2𝜋ℓ2
обм ln(𝑅/ℓобм)

𝜋2𝑅𝐷𝑓

∼ ln(𝑅/ℓобм)

(𝑅/ℓобм) (𝐷𝑓/ℓобм)
(13.47)

çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàäèóñîì äèñêà è åãî òîëùèíîé. Ïðè óñëî-
âèè

𝐷𝑓

ℓобм
>

ln(𝑅/ℓобм)

(𝑅/ℓобм)
(13.48)

ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì äîëæíî áûòü âèõðåâîå ñîñòîÿíèå, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì áóäåò îäíîäîìåííîå ñîñòîÿíèå. Áîëåå ïî-
ñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà ìèêðîìàãíèòíîì ìîäåëèðîâàíèè
[13.12], ïîäòâåðæäàåò îïèñàííóþ âûøå òåíäåíöèþ ïåðåõîäà ôåððîìàãíèò-
íîé ÷àñòèöû áîëüøîãî ðàäèóñà â âèõðåâîå ñîñòîÿíèå ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
òîëùèíû ôåððîìàãíèòíîãî äèñêà (ðèñ. 13.13). Íà ðèñ. 13.14 ïðåäñòàâëåíû
òèïè÷íûå ìàãíèòíî-ñèëîâûå èçîáðàæåíèÿ ìàññèâà ôåððîìàãíèòíûõ äèñ-
êîâ ñ ïðîäîëüíîé ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèåé â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè (a) è îä-
íîäîìåííîì ñîñòîÿíèè (b).
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(a) (b)

Рис. 13.14. (a) MFM-изображение массива дисков разного диамет-
ра, изготовленных из пермаллоя (сплава Fe-Ni), после намагничива-
ния в параллельном магнитном поле. Светлые и тёмные точки в центре
дисков соответствуют отклику сердцевины магнитного вихря, при этом
знак 𝑧-компоненты магнитного поля в центре вихря может быть как по-
ложительным, так и отрицательным. Рисунок взят из работы [13.9]. (b)
MFM-изображение массива дисков, изготовленных из пермаллоя, по-
сле намагничивания в продольном магнитном поле. Пунктирные линии
указывают границы дисков. Светлые и тёмные области соответствуют
магнитным полюсам однородно намагниченных частиц. Данные для по-
строения рисунка предоставлены О. Л. Ермолаевой (ИФМ РАН, Ниж-
ний Новгород)

Ôèçèêà ìàãíèòíûõ âèõðåé â ôåððîìàãíèòíûõ íàíî÷àñòèöàõ äîñòàòî÷íî
áîãàòà è èíòåðåñíà. Îäíàêî îáñóæäåíèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è âîçìîæíî-
ñòåé èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, [13.13])
âûõîäèò çà ðàìêè ýòèõ ëåêöèé.
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Приложение 1

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, íàïðÿæ¼ííîñòü
ìàãíèòíîãî ïîëÿH âíóòðè ôåððîìàãíèòíîãî îáðàçöà îòëè÷àåòñÿ îò íàïðÿ-
æ¼ííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0 âäàëè îò îáðàçöà. Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü ïîëå H0 îäíîðîäíûì. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñòðóêòóðå ïîëåé B è
H âíóòðè è ñíàðóæè îáðàçöà íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñòàíäàðò-
íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê íåïðå-
ðûâíîñòè íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîé èíäóêöèè è òàíãåíöèàëüíîé
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êîìïîíåíòû íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè ãðàíèöû. Ýòà çàäà-
÷à ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé îá îïðåäåëåíèè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà [13.3, �8].

Âûáåðåì îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü
ýëëèïñîèäà îïèñûâàëàñü óðàâíåíèåì

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 1,

ãäå 𝑎, 𝑏 è 𝑐 � ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà âäîëü îñåé 𝑥, 𝑦 è 𝑧, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Åñëè âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ
îñåé ôåððîìàãíèòíîãî îáðàçöà ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû, òî ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè îáðàçöà
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

𝐻𝑥 = 𝐻0,𝑥 − 4𝜋𝑛(𝑥)𝑀𝑥, 𝐻𝑦 = 𝐻0,𝑦 − 4𝜋𝑛(𝑦)𝑀𝑦

è 𝐻𝑧 = 𝐻0,𝑧 − 4𝜋𝑛(𝑧)𝑀𝑧, (13.49)

ãäå 𝑀𝑥, 𝑀𝑦 è 𝑀𝑧 � êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ

îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîýôôèöèåíòû 𝑛(𝑥), 𝑛(𝑦) è 𝑛(𝑧) íàçûâà-
þòñÿ äåïîëÿðèçóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè èëè ðàçìàãíè÷èâàþùèìè ôàê-
òîðàìè. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëåH âíóòðè îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííîãî ýëëèï-
ñîèäà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è ïàðàëëåëüíûì âíåøíåìó ïîëþ H0. Ðàçìàã-
íè÷èâàþùèå ôàêòîðû â îáùåì ñëó÷àå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå
èíòåãðàëû [13.3, �4]. Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ ðàçìàãíè÷èâàþùèå ôàêòîðû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýëåìåíòàð-
íûå ôóíêöèè.

Äëÿ вытянутого ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (𝑎 > 𝑏 = 𝑐) ðàçìàãíè÷èâàþùèå
ôàêòîðû ðàâíû

𝑛(𝑥) =
(1− 𝑒2)

2𝑒3

(︂
ln

1 + 𝑒

1− 𝑒
− 2𝑒

)︂
è 𝑛(𝑦) = 𝑛(𝑧) =

1

2

(︁
1− 𝑛(𝑧)

)︁
, (13.50)

ãäå 𝑒 =
√︀
1− 𝑏2/𝑎2 � ýêñöåíòðèñèòåò. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ýë-

ëèïñîèäà ñ ñîîòíîøåíèåì ïîëóîñåé 𝑏/𝑎→ 0 ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ

𝑛(𝑥) ≃ 0, 𝑛(𝑦) ≃ 1

2
è 𝑛(𝑧) ≃ 1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàãíèòíîãî îáðàçöà â âèäå âûòÿíóòîãî öèëèíäðà ïðî-
äîëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ, ïàðàëëåëüíàÿ íàïðàâëÿþùåé, âíóòðè îáðàçöà
áóäåò ðàâíà âíåøíåìó ïîëþ íåçàâèñèìî îò íàìàãíè÷åííîñòè:

𝐻𝑥 = 𝐻0,𝑥 − 4𝜋𝑛(𝑥)𝑀𝑥 = 𝐻0,𝑥.
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Äëÿ сплюснутого ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (𝑎 = 𝑏 > 𝑐) ðàçìàãíè÷èâàþùèå
ôàêòîðû ðàâíû

𝑛(𝑥) = 𝑛(𝑦) =
1

2

(︁
1− 𝑛(𝑧)

)︁
è 𝑛(𝑧) =

(1 + 𝑒2)

𝑒3

(︀
𝑒− arctg 𝑒

)︀
, (13.51)

ãäå 𝑒 =
√︀
𝑎2/𝑐2 − 1.
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Лекция 14. Эффект Мейсснера и фазовое расслоение

в сверхпроводниках

Эффект Мейсснера. Критическое термодинамическое поле. Эффект бли-
зости. Энергия границы раздела «сверхпроводник – нормальный металл».
Сверхпроводники первого и второго рода. Промежуточное состояние и
доменная структура в сверхпроводниках первого рода. Равновесная фор-
ма доменов в магнитном поле. Равновесный период доменной структуры
в сверхпроводящих плёнках. Эффект близости и наведённая сверхпрово-
димость.

Â Ëåêöèè 8 ìû ââåëè ôóíêöèîíàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäíè-
êà, äâà õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáà äëèíû � äëèíó êîãåðåíòíîñòè 𝜉 è ãëóáèíó
ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ 𝜆, à òàêæå ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé
Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó. Èñïîëüçóÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà �
Ëàíäàó, ìû ðàññìîòðåëè îñîáåííîñòè çàðîæäåíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â âè-
äå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäû
â ðåæèìå, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýêðàíèðîâêîé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â ýòîé ëåêöèè ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü ñâåðõïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà òîí-
êèõ ïë¼íîê è ïëàñòèí ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â ñîñòîÿíèè ðàçâèòîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè, êîãäà ýêðàíèðîâêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèí-
öèïèàëüíîé. Áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà ¾ñâåðõïðîâîäíèê � âàêóóì¿ èëè ¾ñâåðõïðîâîäíèê
� èçîëÿòîð¿. Îöåíêà óäåëüíîé ýíåðãèè ãðàíèöû ðàçäåëà ¾ñâåðõïðîâîäíèê-
íîðìàëüíûé ìåòàëë¿ ïîçâîëèò ââåñòè ïîíÿòèå î ñâåðõïðîâîäíèêàõ ïåðâî-
ãî è âòîðîãî ðîäà. Áóäóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîäíîðîäíûõ
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñîñòîÿíèé âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, òàêèõ êàê ïðî-
ìåæóòî÷íîå (intermediate) ñîñòîÿíèå äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïåðâîãî ðîäà
è ñìåøàííîå (mixed) ñîñòîÿíèå äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà. Äëÿ
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïë¼íîê ïåðâîãî ðîäà áóäåò ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ îöåí-
êè ðàâíîâåñíîãî ïåðèîäà äîìåííîé ñòðóêòóðû â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå. Â çàêëþ÷åíèå ìû ðàññìîòðèì ýôôåêò áëèçîñòè â êîíòàêòàõ
¾ñâåðõïðîâîäíèê � íîðìàëüíûé ìåòàëë¿ è êîíöåïöèþ íàâåä¼ííîé ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè.

14.1 Сверхпроводник с нулевым размагничивающим фактором
в магнитном поле

Íà÷í¼ì ñ ïðåäâàðèòåëüíîãî çàìå÷àíèÿ, êàñàþùåãîñÿ âëèÿíèÿ ôîðìû
ñâåðõïðîâîäÿùåãî îáðàçöà íà ñòðóêòóðó ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî
îáðàçåö áóäåò èñêàæàòü ñòðóêòóðó ñèëîâûõ ëèíèé, ñîçäàâàåìûõ âíåøíèìè
èñòî÷íèêàìè. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì îáðàçåö â âèäå ñâåðõïðîâîäÿùåãî
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ýëëèïñîèäà. Ïóñòü âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå 𝐻0, êîòîðîå âäàëè îò îáðàçöà
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, íàïðàâëåíî âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîè-
äà. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå 1 ê Ëåêöèè 13), ÷òî ïîëå H âíóòðè
îáðàçöà áóäåò, âî-ïåðâûõ, îäíîðîäíûì è ïàðàëëåëüíûì âíåøíåìó ïîëþ
è, âî-âòîðûõ, àìïëèòóäà ïîëÿ 𝐻 âíóòðè îáðàçöà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

𝐻 = 𝐻0 − 4𝜋𝑛𝑀, (14.1)

ãäå 𝑛 � ðàçìàãíè÷èâàþùèé ôàêòîð, êîòîðûé çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ïîëóîñÿìè ýëëèïñîèäà, 𝑀 � ìàãíèòíûé ìîìåíò åäèíèöû îáú¼ìà. Åñëè
îáðàçåö èìååò ôîðìó ñèëüíî âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà, äëèííîãî öèëèíäðà
èëè òîíêîé ïë¼íêè â ïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, òî â ýòîì ñëó÷àå êîýô-
ôèöèåíò 𝑛 áóäåò áëèçîê ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îáðàçöîâ ñ ïðåäåëüíî
ìàëûì ðàçìàãíè÷èâàþùèì ôàêòîðîì ïîëå âíóòðè îáðàçöà âñåãäà ðàâíî
âíåøíåìó ïîëþ íåçàâèñèìî îò ìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ îáðàçöà

𝐻 ≃ 𝐻0 ïðè 𝑛≪ 1. (14.2)

(a) (b)

B = 0

0

0.5

1

1.5

Рис. 14.1. (a) Векторная карта, соответствующая структуре поля H для сверхпрово-
дящей сферы в однородном внешнем магнитном поле 𝐻0; цветовой фон соответствует
распределению модуля поля |𝐻| =

√︀
𝐻2

𝑥 +𝐻2
𝑧 . Поскольку размагничивающий фактор 𝑛

для сферы равен 2/3, напряженность магнитного поля внутри сферы равна 𝐻0/(1− 𝑛)
и эта величина в 1.5 раза превышает 𝐻0. (b) Векторная карта, соответствующая струк-
туре поля B для сверхпроводящей сферы в однородном внешнем магнитном поле 𝐻0;
цветовой фон соответствует распределению модуля поля |𝐵| =

√︀
𝐵2

𝑥 +𝐵2
𝑧 . Легко ви-

деть, что магнитная индукция максимальна на экваторе сферы и по модулю равна
1.5𝐻0

Åñëè ðàçìàãíè÷èâàþùèé ôàêòîð îáðàçöà îòëè÷åí îò íóëÿ, òî íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü èñêàæåíèå ñòðóêòóðû ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ
è óñèëåíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè íà êðàþ îáðàçöà (ðèñ. 14.1). Ýòîò âîïðîñ
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èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïðîìåæóòî÷íî-
ãî ñîñòîÿíèÿ â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïë¼íêàõ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì
ïîëå.

14.2 Эффект Мейсснера

Ðàññìîòðèì ìàññèâíûé îäíîðîäíûé ñâåðõïðîâîäíèê ñ ïëîñêîé ïîâåðõ-
íîñòüþ, êîòîðûé çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝑥 > 0 è ãðàíè÷èò ñ âàêóóìîì
èëè äèýëåêòðèêîì (íàïðèìåð, [14.1, �15.5] è [14.2, �6]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è
âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, è ëîêàëüíàÿ ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ âíóòðè ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà íàïðàâëåíû âäîëü ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà: H = 𝐻0 e𝑧
è B = 𝐵𝑧(𝑥) e𝑧 (ðèñ. 14.2).

(a) H0

x/λ

Bz(x)

(b)

js,y(x)

H0

Ay(x) x/λ

Bz(x)

Рис. 14.2. Схематическое распределение полей и токов внутри нормального металла
(а) и внутри массивного сверхпроводника с плоской поверхностью (b). Согласно соот-
ношениям (14.4)–(14.6) в сверхпроводнике поля и токи при удалении от поверхности
затухают экспоненциально по закону 𝑒−𝑥/𝜆

Äëÿ îäíîñâÿçíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ðåøåíèå óðàâíåíèé (8.9) ìîæíî èñ-
êàòü â âèäå âåùåñòâåííîé ôóíêöèè: 𝜓(r) = 𝜓(𝑥). Âûáåðåì êàëèáðîâêó
A = 𝐴𝑦(𝑥) e𝑦, òîãäà óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (8.9) ïðèíèìàþò ïðî-
ñòîé âèä

−𝜉2 𝑑
2𝜓

𝑑𝑥2
+

(︂
2𝜋𝜉

Φ0

)︂2

𝐴2
𝑦 𝜓 − 𝜓 + 𝜓3 = 0, (14.3a)

𝑑2

𝑑𝑥2
𝐴𝑦 −

𝜓2

𝜆2
𝐴𝑦 = 0. (14.3b)

Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå äîñòàòî÷íî ìàëî (2𝜋𝜉𝐴𝑦/Φ0 ≪ 1), òî ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (14.3a) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå ñ ðàç-
âèòîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ: 𝜓(𝑥) ≃ 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå
(14.3b), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

𝐴′′
𝑦 −

1

𝜆2
𝐴𝑦(𝑥) = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñ-
òàþùåé è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåé ôóíêöèé𝐴𝑦(𝑥) = 𝐶1 𝑒

−𝑥/𝜆+𝐶2 𝑒
𝑥/𝜆,
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ãäå 𝜆 � ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîé íàìè çàäà÷å êîíñòàíòó 𝐶2 ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíîé íóëÿ, ÷òîáû
èçáåæàòü íåôèçè÷íîãî óñèëåíèÿ ïîëÿ ïðè 𝑥→ +∞, ïîýòîìó

𝐴𝑦(𝑥) = 𝐶1 𝑒
−𝑥/𝜆. (14.4)

ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå ïðè 𝑥 > 0 îïè-
ñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝐵𝑧(𝑥) =
(︁
rot 𝐴𝑦(𝑥) e𝑦

)︁
𝑧
=
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
= −𝐶1

𝜆
𝑒−𝑥/𝜆.

Ïîñêîëüêó ãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåáóåò íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé 𝑧-
êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû,
ñëåäóåò ïîëîæèòü 𝐶1 = −𝐻0 𝜆, òîãäà

𝐵𝑧(𝑥) = 𝐻0 𝑒
−𝑥/𝜆. (14.5)

Ðàñïðåäåëåíèå ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà, ýêðàíèðóþùåãî âíåøíåå ïîëå, îïè-
ñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

𝑗𝑠,𝑦(𝑥) =
𝑐

4𝜋

(︁
rot𝐵𝑧(𝑥) e𝑧

)︁
𝑦
= − 𝑐

4𝜋

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑥
=

𝑐

4𝜋𝜆
𝐻0 𝑒

−𝑥/𝜆. (14.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå íå ìîæåò ïðîíèêíóòü âãëóáü
ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðè ýòîì âåëè÷èíà 𝜆 îïðåäåëÿåò ìàñøòàá çàòóõàíèÿ ïî-
ëåé è òîêîâ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà âáëèçè ãðàíèöû ñâåðõïðîâîäíèêà
ñ èçîëÿòîðîì èëè âàêóóìîì (ðèñ. 14.2b). Îïèñàííûé ýôôåêò íàçûâàåòñÿ
ýôôåêòîì Ìåéññíåðà (Meissner), èëè ýôôåêòîì Ìåéññíåðà � Îêñåíôåëüäà
(Meissner � Ochsenfeld) è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñêèí-ýôôåêòà, èçâåñòíîãî â
òåîðèè íîðìàëüíûõ ìåòàëëîâ, â ïðåäåëå íóëåâûõ ÷àñòîò.

Ïîâòîðèì åù¼ ðàç, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèå íà-
ïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H âíóòðè ìàññèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ïðè ýòîì àìïëèòóäà ïîëÿ 𝐻 âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà
ðàâíà âíåøíåìó ïîëþ 𝐻0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âíóòðåííåãî îáú¼ìà ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà, óäàë¼ííîãî îò ïîâåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèå, ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàþùåå 𝜆, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

𝐵𝑧 = 𝐻0 + 4𝜋𝑀𝑧 = 0 èëè 𝑀𝑧 = − 1

4𝜋
𝐻0. (14.7)

Ñîîòíîøåíèå (14.7) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñ òî÷êè
çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïîÿâëåíèå ýêðàíèðóþùèõ (ìåéññíå-
ðîâñêèõ) òîêîâ, òåêóùèõ â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè, ýêâèâàëåíòíî ïîÿâ-
ëåíèþ íåíóëåâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà åäèíèöû îáú¼ìà (íàìàãíè÷åííîñòè)
âíóòðè âñåãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî îáðàçöà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàãíèòíàÿ âîñ-
ïðèèì÷èâîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà 𝜒 ≡𝑀𝑧/𝐻0 â ðåæèìå ïîëíîé ýêðàíèðîâêè
ðàâíà −1/4𝜋, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó äèàìàãíåòèçìó.
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14.3 Критическое термодинамическое поле

Íàçîâ¼ì êðèòè÷åñêèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîëåì âåëè÷èíó

𝐻𝑐 ≡
4𝜋𝛼2

𝛽
, (14.8)

ãäå 𝛼 è 𝛽 � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ôóíêöèîíàëå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó
(8.2). Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ìîæíî ïåðåïèñàòü ñîîòíîøåíèå (8.2) äëÿ
ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåãî ñîñòîÿíèÿ â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå â ñëåäóþùåì âèäå

𝑓𝑠 = 𝑓𝑛,0 + 𝛼 |Ψ*
0|2 +

𝛽

2
|Ψ*

0|4 = 𝑓𝑛,0 −
𝐻2

𝑐

8𝜋
, (14.9)

ãäå |Ψ*
0| =

√︀
−𝛼/𝛽 � àìïëèòóäà ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

äëÿ äàííîé òåìïåðàòóðû. Âåëè÷èíà −𝐻2
𝑐 /8𝜋, îïðåäåëÿþùàÿ ýíåðãåòè÷å-

ñêóþ âûãîäíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíûì
ñîñòîÿíèåì, ìîæåò áûòü íàçâàíà ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè êîíäåíñàöèè. Cîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ (8.6) óäåëüíàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ îäíîðîäíîãî ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî ñîñòîÿíèÿ ñ ëîêàëüíîé ìàãíèòíîé èíäóêöèåé, ðàâíîé íóëþ,

𝑔𝑠 = 𝑓𝑛,0 −
𝐻2

𝑐

8𝜋

ïðè 𝐻0 = 𝐻𝑐 ñòàíåò ðàâíîé óäåëüíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè íîðìàëüíîãî ìå-
òàëëà (ñ ó÷¼òîì ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ)

𝑔𝑛 = 𝑓𝑛,0 −
𝐻2

0

8𝜋
.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîëå 𝐻𝑐 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì ïîëåì ôàçîâîãî ïåðåõîäà
ìåæäó îäíîðîäíûì ñâåðõïðîâîäÿùèì ñîñòîÿíèåì è îäíîðîäíûì íîðìàëü-
íûì ñîñòîÿíèåì ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå.

Êðèòè÷åñêîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ïîëå (14.8) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
äëèíó êîãåðåíòíîñòè 𝜉 è ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ 𝜆:

𝐻𝑐 =
Φ0

2
√
2𝜋𝜆𝜉

=
Φ0

2
√
2𝜋𝜆0𝜉0

(︂
1− 𝑇

𝑇𝑐0

)︂
. (14.10)

14.4 Энергия границы раздела «сверхпроводник –
нормальный металл»

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ýíåðãèè ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæäó íîð-
ìàëüíîé (N) è ñâåðõïðîâîäÿùåé (S) ôàçàìè íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõ-
íîñòè.
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Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ìàññèâíûé ñâåðõïðîâîäíèê, êîòîðûé èìååò
ôîðìó äëèííîãî öèëèíäðà èëè âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà ñ ïðåäåëüíî ìàëûì
ðàçìàãíè÷èâàþùèì ôàêòîðîì â ïðîäîëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå H = 𝐻0e𝑧.
Â ýòîì ñëó÷àå ìàãíèòíîå ïîëå 𝐻 âíóòðè îáðàçöà áóäåò îäíîðîäíûì è ðàâ-
íûì âíåøíåìó ïîëþ 𝐻0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåøíåå ïîëå ðàâíî êðèòè÷å-
ñêîìó òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîëþ 𝐻𝑐. Ïðè ýòîì óñëîâèè óäåëüíûé òåðìî-
äèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçû â ñîñòîÿíèè ñ ðàçâèòîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ (|𝜓| = 1)

𝑔*𝑠,𝐻0=𝐻𝑐
= 𝑓𝑛,0 −

𝐻2
𝑐

8𝜋
+
𝐵2

𝑧

8𝜋
− 𝐵𝑧𝐻0

4𝜋
= 𝑓𝑛,0 −

𝐻2
𝑐

8𝜋
(14.11)

áóäåò ðàâåí óäåëüíîìó òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó íîðìàëüíîé ôàçû

𝑔*𝑛,𝐻0=𝐻𝑐
= 𝑓𝑛,0 +

𝐵2
𝑧

8𝜋
− 𝐵𝑧𝐻0

4𝜋
= 𝑓𝑛,0 −

𝐻2
𝑐

8𝜋
. (14.12)

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé (14.11) è (14.12) ìû ó÷ëè, ÷òî âíóòðè ñâåðõïðî-
âîäÿùèõ îáëàñòåé 𝐵𝑧 = 0 (çà èñêëþ÷åíèåì ïåðåõîäíîãî ñëîÿ øèðèíîé ïî-
ðÿäêà 𝜆), à âíóòðè íîðìàëüíûõ îáëàñòåé 𝐵𝑧 = 𝐻𝑐. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
𝐻0 = 𝐻𝑐 ñâåðõïðîâîäÿùàÿ è íîðìàëüíûå ôàçû áóäóò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿ-
íèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ15.

Îïðåäåëèì óäåëüíóþ ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ NS ãðàíèöû íà åäèíèöó
ïëîùàäè äîìåííîé ñòåíêè â ïëîñêîñòè (𝑦, 𝑧) êàê

𝜎𝑛𝑠 ≡
∞∫︁

−∞

(︁
𝑔𝑠,𝐻0=𝐻𝑐

− 𝑔*𝑛,𝐻0=𝐻𝑐

)︁
𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
−∞

{︃
𝐻2

𝑐

4𝜋

(︃
−|𝜓|2 + 1

2
|𝜓|4 + 𝜉2

⃒⃒⃒⃒
−𝑖∇𝜓 +

2𝜋

Φ0
A𝜓

⃒⃒⃒⃒2)︃
+

+
𝐵2

𝑧

8𝜋
− 𝐵𝑧𝐻𝑐

4𝜋
+
𝐻2

𝑐

8𝜋

}︂
𝑑𝑥, (14.13)

ãäå ïëîòíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà 𝑔𝑠,𝐻 îïðåäåëåíà ñîîòíîøå-
íèåì (8.6); ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ 𝐵𝑧 ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ (â ãëó-
áèíå ñâåðõïðîâîäÿùèõ îáëàñòåé) äî 𝐻𝑐 (â ãëóáèíå íîðìàëüíûõ îáëàñòåé);
êîýôôèöèåíò 𝐻2

𝑐 /4𝜋 ïîÿâèëñÿ ïîñëå òîãî, êàê êîìáèíàöèÿ ïàðàìåòðîâ
Φ2

0/(32𝜋
3𝜆2𝜉2) â ôîðìóëå (8.7) áûëà âûðàæåíà ÷åðåç 𝐻𝑐 ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-

øåíèÿ (14.10). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèè

15 Если 𝐻0 < 𝐻𝑐, то удельная свободная энергия нормальной фазы 𝑓𝑛,0−𝐻2
0/8𝜋 будет

превышать энергию сверхпроводящей фазы 𝑓𝑛,0 −𝐻2
𝑐 /8𝜋. Стремление системы достиг-

нуть минимума свободной энергии будет вынуждать межфазную доменную стенку пе-
ремещаться и выйти за границу образца, тем самым, переводя весь макроскопический
образец в однородное сверхпроводящее состояние.
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Рис. 14.3. Зависимость разности плотностей термодинамического потенци-
ала 𝑔𝑠,𝐻0=𝐻𝑐

− 𝑔*𝑛,𝐻0=𝐻𝑐
от координаты в области перехода между сверхпро-

водящей и нормальной фазами [см. соотношение (14.13)]. Заштрихованная
область по определению равна поверхностной энергии NS границы на едини-
цу площади

(14.13) áóäåò îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî âáëèçè NS ãðàíèöû (ðèñ. 14.3), ïîýòî-
ìó èíòåãðàë (14.13) îïðåäåëÿåò èçáûòî÷íóþ ýíåðãèþ, ñâÿçàííóþ ñ ïåðåõîä-
íîé îáëàñòüþ ìåæäó äîìåíàìè, â êîòîðîé îäíîâðåìåííî èçìåíÿþòñÿ è ïà-
ðàìåòð ïîðÿäêà 𝜓(𝑥), è ëîêàëüíîå ïîëå 𝐵𝑧(𝑥). Äëÿ îäíîñâÿçíîé ñâåðõïðî-
âîäÿùåé îáëàñòè âûáîðîì êàëèáðîâêè ìîæíî îáåñïå÷èòü âåùåñòâåííîñòü
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðíîãî ïîòåíöè-
àëà âèäà A = 𝐴𝑦(𝑥) e𝑦, òîãäà

𝜎𝑛𝑠 =

∞∫︁
−∞

{︃
𝐻2

𝑐

4𝜋
𝜉2

(︂
𝑑𝜓

𝑑𝑥

)︂2

+
𝐻2

𝑐

4𝜋

(︃
−𝜓2 +

1

2
𝜓4 +

(︂
2𝜋𝜉𝐴𝑦

Φ0

)︂2

𝜓2

)︃
+

+
𝐵2

𝑧

8𝜋
− 𝐵𝑧𝐻𝑐

4𝜋
+
𝐻2

𝑐

8𝜋

}︂
𝑑𝑥. (14.14)

Èñïîëüçóåì ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (ñì. ôîð-
ìóëó (14.41) â Ïðèëîæåíèè 1) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî
â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (14.14), è ïîëó÷èì

𝜎𝑛𝑠 =
𝐻2

𝑐

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝜉2

(︂
𝑑𝜓

𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥+
𝐻2

𝑐

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐵𝑧 (𝐵𝑧 −𝐻𝑐)

2𝐻2
𝑐

𝑑𝑥. (14.15)

Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âáëèçè NS ãðàíèöû, êîòîðûå âõîäÿò â âûðàæåíèå (14.15), íå ìîãóò áûòü â
îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíû àíàëèòè÷åñêè (çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ïðå-
äåëüíûõ ñëó÷àåâ) è òðåáóþò ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ýòî âûíóæäàåò íàñ îãðà-
íè÷èòüñÿ îöåíêàìè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû.
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Â îáëàñòè ïåðåõîäà íîðìèðîâàííûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà èçìåíÿåòñÿ îò
íóëÿ äî åäèíèöû íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà

√
2𝜉 [ñì. âûðàæåíèå (14.35)], ïî-

ýòîìó 𝑑𝜓/𝑑𝑥 ∼ 1/
√
2𝜉 è 𝜉2(𝑑𝜓/𝑑𝑥)2 ∼ 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäûíòåãðàëü-

íîå âûðàæåíèå â ïåðâîì ñëàãàåìîì â âûðàæåíèè (14.15) îòëè÷íî îò íóëÿ
íà ðàññòîÿíèÿõ ∼

√
2𝜉 îò NS ãðàíèöû, ïîýòîìó

𝐻2
𝑐

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝜉2

(︂
𝑑𝜓

𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥 ∼ 𝐻2
𝑐

2𝜋

0∫︁
−
√

2𝜉

1

2
· 𝑑𝑥 ∼

√
2𝜉
𝐻2

𝑐

4𝜋
> 0. (14.16)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ôîðìóëå (14.15) â îá-
ëàñòè ïåðåõîäà äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ −1/8 è îáðàùàåòñÿ
â íóëü êàê âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçû (ïîñêîëüêó 𝐵𝑧 = 0), òàê è âíóòðè
íîðìàëüíîé ôàçû (ïîñêîëüêó 𝐵𝑧 = 𝐻𝑐). Ïîñêîëüêó îáëàñòü, ãäå ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ, ïðîñòèðàåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà
𝜆 âëåâî è âïðàâî îò NS ãðàíèöû, ïîëó÷àåì îöåíêó èíòåãðàëà

𝐻2
𝑐

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐵𝑧 (𝐵𝑧 −𝐻𝑐)

2𝐻2
𝑐

𝑑𝑥 ∼ 𝐻2
𝑐

2𝜋

𝜆∫︁
−𝜆

(︂
−1

8

)︂
𝑑𝑥 ∼ −𝜆𝐻

2
𝑐

8𝜋
< 0. (14.17)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ ïðèáëèæ¼ííî çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðîâ ñâåðõïðîâîäíèêà êàê

𝜎𝑛𝑠 ∼
𝐻2

𝑐

8𝜋
(𝛾𝜉 − 𝜆), (14.18)

ãäå 𝛾 � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ïîðÿäêà åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, â çà-
âèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ 𝜉 è 𝜆 ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà
𝜎𝑛𝑠 ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé. ×èñëåííûå ðàñ-
÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñìåíà çíàêà ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó κ ≡ 𝜆/𝜉 ðàâíîì 1/

√
2. Êà÷åñòâåí-

íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîîòíîøåíèÿ (14.18), èñïîëüçóþùàÿ ïîíÿòèÿ äàâëåíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðèâåäåíà â ìîíîãðàôèè [14.2, �16].

14.5 Сверхпроводники первого и второго рода

Ñâåðõïðîâîäíèêàìè ïåðâîãî ðîäà (type-I) íàçûâàþò ñâåðõïðîâîäÿùèå
ìàòåðèàëû, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð κ < 1/

√
2. Ê ñâåðõïðîâîäíèêàì ïåð-

âîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ ïî÷òè âñå ÷èñòûå ýëåìåíòàðíûå ìåòàëëû (êðîìå Nb)
ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè íå èìåþò ôîðìó òîíêèõ ïë¼íîê. Ïðèíèìàÿ âî âíèìà-
íèå îïðåäåëåíèÿ âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐻𝑐2 [ñì. ñîîòíîøåíèå (8.22)]
è êðèòè÷åñêîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐻𝑐 [ñì. ñîîòíîøåíèå (14.10)], íà-
õîäèì, ÷òî

𝐻𝑐2

𝐻𝑐

=
√
2
𝜆

𝜉
, (14.19)
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Рис. 14.4. (a) Промежуточное состояние в монокристаллической плёнке Sn толщиной
29мкм (𝑇 = 1.2K, 𝐻0/𝐻𝑐 = 0.6, период доменной структуры 𝑑 ≃ 16мкм). (b) Про-
межуточное состояние в монокристаллической плёнке Pb толщиной порядка 25мкм
(𝑇 = 1.2K, 𝐻0/𝐻𝑐 = 0.35, период доменной структуры 𝑑 ≃ 12мкм). Светлые области
соответствуют сверхпроводящим доменам, тёмные области – нормальным доменам. Ри-
сунки взяты из монографии [14.4]

ïîýòîìó äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïåðâîãî ðîäà 𝐻𝑐2 < 𝐻𝑐 äëÿ ëþáûõ òåìïå-
ðàòóð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàññèâíûé ñâåðõïðîâîäíèê ïåðâîãî ðîäà â ôîðìå
äëèííîãî öèëèíäðà ñ ïðåäåëüíî ìàëûì ðàçìàãíè÷èâàþùèì ôàêòîðîì (ñì.
Ïðèëîæåíèå 1 ê Ëåêöèè 13) ïîìåùåí â ïðîäîëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Â ýòîì
ñëó÷àå íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè îáðàçöà â êàæäîé òî÷-
êå áóäåò ðàâíà âíåøíåìó ïîëþ. Óñëîâèå 𝐻𝑐2 < 𝐻𝑐 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
ôîðìèðîâàíèå (èëè ðàçðóøåíèå) íåîäíîðîäíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â âèäå
ãàóññîâà ëîêàëèçîâàííîãî çàðîäûøà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè ìåíüøèõ ïî-
ëÿõ, ÷åì ôîðìèðîâàíèå (èëè ðàçðóøåíèå) îäíîðîäíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè
â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ôàçîâûé ïåðåõîä ìåæäó ñâåðõïðîâîäÿùèì
è íîðìàëüíûì ñîñòîÿíèÿìè ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èëè
òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà [14.7]. Îñîáåííî-
ñòè ïîâåäåíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïåðâîãî ðîäà ñ íåíóëåâûì ðàçìàãíè÷èâà-
þùèì ôàêòîðîì â ìàãíèòíîì ïîëå áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ðàç-
äåëå.

Ê ñâåðõïðîâîäíèêàì âòîðîãî ðîäà (type-II) îòíîñÿòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùèå
ìàòåðèàëû ñ ïàðàìåòðîì κ > 1/

√
2, â ÷àñòíîñòè, ìåòàëëû è ñïëàâû â âè-

äå òîíêèõ ïë¼íîê, ìåòàëëû è ñïëàâû ñ áîëüøîé êîíöåíòðàöèåé ïðèìåñåé
è äåôåêòîâ (òàê íàçûâàåìûå ¾ãðÿçíûå¿ ñâåðõïðîâîäíèêè), à òàêæå ñðåäíå-
è âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõïðîâîäíèêè. Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî
ðîäà 𝐻𝑐2 > 𝐻𝑐, ïîýòîìó ôîðìèðîâàíèå ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçû ïðîèñõî-
äèò ïîñðåäñòâîì ïîÿâëåíèÿ ãàóññîâà ëîêàëèçîâàííîãî çàðîäûøà (Ëåêöèÿ
8) è åãî ðàçðàñòàíèÿ. Ôàçîâûé ïåðåõîä ìåæäó ñâåðõïðîâîäÿùèì è íîðìàëü-
íûì ñîñòîÿíèÿìè ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èëè òåìïåðà-
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òóðû ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà (íàïðèìåð, [14.7]).

Рис. 14.5. Гексагональная вихревая решётка в Nb диске (тол-
щина 0.5 мм, диаметр 4мм) в перпендикулярном магнитном поле
(𝑇 = 1.2K и 𝐻0 = 985Э). Тёмные точки соответствуют сердце-
винам вихрей, в которых локальное магнитное поле максимально.
Рисунок взят из монографии [14.4]

Ñâåðõïðîâîäíèêè âòîðîãî ðîäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óíèêàëüíûé ïðè-
ìåð ñèñòåì ñ îòðèöàòåëüíîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé ìåæôàçíûõ ãðàíèö
è òåíäåíöèåé ê ôàçîâîìó ðàññëîåíèþ íà íîðìàëüíûå è ñâåðõïðîâîäÿùèå
îáëàñòè ñ îáðàçîâàíèåì íàèáîëüøåãî ÷èñëà ìåæôàçíûõ ãðàíèö. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ðàâíîâåñíîìó ñâåðõïðîâîäÿùåìó ñîñòîÿíèþ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì
ïîëå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ïðè
êîòîðîì õàðàêòåðíàÿ øèðèíà äîìåííûõ ñòåíîê áóäåò ïî ïîðÿäêó âåëè÷è-
íû ðàâíÿòüñÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé äëèíå êîãåðåíòíîñòè, è ýòè äîìåííûå ñòåí-
êè áóäóò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî îáú¼ìó ñâåðõïðîâîäíèêà. Ýòî àâòî-
ìàòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùàÿ îáëàñòü íå áóäåò îäíîñâÿçíîé
(êàê ìû ïðåäïîëàãàëè ïðè âûâîäå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé) è íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ïîÿâëåíèå ñèíãóëÿðíîñòåé ãðàäèåíòà ôàçû ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà. Èíûìè ñëîâàìè, â ñâåðõïðîâîäíèêàõ âòîðîãî ðîäà, ïîìåù¼ííûõ
âî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, ïîÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ðåø¼òêà êâàíòîâàííûõ
âèõðåâûõ íèòåé [14.1, �18.1�18.3]. Òèïè÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîòîêà,
ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î ôîðìèðîâàíèè óïîðÿäî÷åííîé ðåø¼òêè âèõðåé, ïî-
êàçàíà íà ðèñ. 14.5. Â ëèòåðàòóðå òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì
ñîñòîÿíèåì (mixed state). Îáñóæäåíèå îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû âèõðåâûõ
ðåø¼òîê âûõîäèò çà ðàìêè ýòèõ ëåêöèé.
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14.6 Промежуточное состояние и доменная структура
в сверхпроводниках первого рода

Ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîäíèê ïåðâîãî ðîäà ñ íåíóëåâûì ðàçìàãíè÷èâà-
þùèì ôàêòîðîì âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå 𝐻0 [14.1, �15.3]. Âíå ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî îáðàçöà â íåìàãíèòíîì îêðóæåíèè ñïðàâåäëèâà ñâÿçü B = H.
Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (14.1), íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ âíóòðè îáðàçöà ðàâíà
𝐻 = 𝐻0 − 4𝜋𝑛𝑀 . Åñëè îáðàçåö íàõîäèòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè,
òî âíóòðè îáðàçöà ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ 𝐵 ðàâíà íóëþ (çà èñêëþ÷åíèåì
ïðèïîâåðõíîñòíûõ îáëàñòåé øèðèíîé 𝜆). Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæ¼ííîñòü
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è íàìàãíè÷åííîñòü âíóòðè îáðàçöà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè

𝐻 =
𝐻0

(1− 𝑛)
è 𝑀 = − 1

4𝜋

𝐻0

(1− 𝑛)
. (14.20)

Êàê èçâåñòíî, íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
B è òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà H äîëæíû èçìåíÿòüñÿ íåïðåðûâ-
íî. Ïîñêîëüêó âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà B = 0, íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà
ìàãíèòíîé èíäóêöèè íà ãðàíèöå òàêæå äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, è ïîòî-
ìó ïîëÿ B è H íà ïîâåðõíîñòè èìåþò òîëüêî òàíãåíöèàëüíóþ êîìïîíåíòó
(ðèñ. 14.1). Èíûìè ñëîâàìè, ñâåðõïðîâîäíèê ¾ðàçäâèãàåò¿ êàðòèíó ñèëî-
âûõ ëèíèé ïîëÿ, êîòîðûå íåèçáåæíî áóäóò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà êðàÿõ
îáðàçöà, óâåëè÷èâàÿ íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ. Â òåõ òî÷êàõ
ïîâåðõíîñòè, ãäå íàïðàâëåíèå H ñîâïàäàåò ñ 𝐻0 (íàïðèìåð, äëÿ âñåõ òî-
÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ýêâàòîðå ñôåðû, ñì. ðèñ. 14.1), ìàãíèòíàÿ èíäóê-
öèÿ áóäåò ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 𝐻0/(1−𝑛). Òàêèå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü ïðîìåæóòî÷íûé âûâîä, ÷òî ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ íà ïîâåðõíîñòè
ñâåðõïðîâîäíèêà ìîæåò äîñòèãíóòü êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèå 𝐻𝑐, â òî âðåìÿ
êàê âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå 𝐻0 < 𝐻𝑐.

Òàêèì îáðàçîì, â äèàïàçîíå ïîëåé

(1− 𝑛)𝐻𝑐 < 𝐻0 < 𝐻𝑐 (14.21)

ñâåðõïðîâîäíèê ïåðâîãî ðîäà äîëæåí ïåðåéòè â îñîáîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì (intermedaite state). Â òàêîì ñîñòîÿíèè íåâîç-
ìîæíà êàê îäíîðîäíàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü (ïîñêîëüêó ëîêàëüíîå ïîëå â ýê-
âàòîðèàëüíîé îáëàñòè ïðåâûøàåò 𝐻𝑐), òàê è îäíîðîäíîå íîðìàëüíîå ñîñòî-
ÿíèå (ïîñêîëüêó ëîêàëüíîå ïîëå âäàëè îò ýêâàòîðà ìåíüøå𝐻𝑐). Íåîäíîðîä-
íîå ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê ñåòü ÷åðåäóþ-
ùèõñÿ îáëàñòåé (äîìåíîâ) ñâåðõïðîâîäÿùåé è íîðìàëüíîé ôàç. Ïîâåðõíî-
ñòè, ðàçäåëÿþùèå íîðìàëüíûå è ñâåðõïðîâîäÿùèå äîìåíû, äîëæíû áûòü
ïàðàëëåëüíû ëèíèÿì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, õîòÿ â ñå÷åíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì
ïîëþ, îíè ìîãóò îáðàçîâûâàòü äîâîëüíî ñëîæíûå ôèãóðû (ðèñ. 14.4). Åñ-
ëè ñ÷èòàòü, ÷òî 𝜆 → 0, òî äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà
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â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

ñâåðõïðîâîäÿùèå äîìåíû: 𝐵 = 0 è 𝐻 = 𝐻𝑐,

íîðìàëüíûå äîìåíû: 𝐵 = 𝛼𝐻𝑐 è 𝐻 = 𝐻𝑐,
(14.22)

ãäå

𝛼 =
𝐻0

𝐻𝑐

(14.23)

åñòü äîëÿ íîðìàëüíûõ äîìåíîâ. Ôîðìóëà (14.23) ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà.

14.7 Равновесная форма доменов в магнитном поле

Ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîäÿùóþ ïë¼íêó ïåðâîãî ðîäà ñ ïëîñêîé ïîâåðõ-
íîñòüþ (𝑧 = 0) âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå H0 = 𝐻0e𝑧, îðèåíòèðîâàí-
íîì ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 14.6). Ïîñêîëüêó ðàçìàãíè÷èâàþ-
ùèé ôàêòîð 𝑛(𝑧) òàêîãî îáðàçöà áëèçîê ê åäèíèöå (ñì. Ïðèëîæåíèå 1 ê
Ëåêöèè 13), ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå, ñîñòîÿùåå èç ÷åðåäóþùèõñÿ íîð-
ìàëüíûõ è ñâåðõïðîâîäÿùèõ äîìåíîâ, ðåàëèçóåòñÿ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûõ
çíà÷åíèé 𝐻0. Åñëè 𝜉 ≫ 𝜆, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êîíå÷íîé øèðèíîé ïåðå-
õîäíûõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî
𝐻𝑐, è ðàññìàòðèâàòü ýêðàíèðóþùèå òîêè, òåêóùèå ïî NS ãðàíèöå, êàê ïî-
âåðõíîñòíûå.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàâíîâåñíûìè øèðèíàìè ñâåðõïðîâîäÿùèõ è íîð-
ìàëüíûõ äîìåíîâ 𝑑𝑠 è 𝑑𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà 𝐻0 · (𝑑𝑠+𝑑𝑛) = 𝐻𝑐 ·𝑑𝑛, ïîëó÷àåì

𝑑𝑠 = 𝑑 ·
(︂
1− 𝐻0

𝐻𝑐

)︂
è 𝑑𝑛 = 𝑑

𝐻0

𝐻𝑐

, (14.24)

ãäå 𝐻𝑐 � êðèòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå; 𝑑 ≡ 𝑑𝑠 + 𝑑𝑛 � ðàâíîâåñíûé ïåðèîä
äîìåííîé ñòðóêòóðû, êîòîðûé áóäåò îïðåäåë¼í â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìà äîìåíîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóê-
òóðîé ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè
âäàëè îò ïîâåðõíîñòè äîìåíû äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíûå ÷åðåäóþùèåñÿ ñëîè, îðèåíòèðîâàííûå âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ
H0 (ðèñ. 14.6). Åñëè áû äîìåíû îñòàâàëèñü ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè ïî âñåé
òîëùèíå, òî èçëîì ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè òî÷êè âûõîäà
äîìåíîâ íà ïîâåðõíîñòü ñîîòâåòñòâîâàë áû áîëüøîé äîïîëíèòåëüíîé ýíåð-
ãèè. Ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íîðìàëüíûå äîìåíû ñëåãêà ðàñøèðÿþòñÿ
ïðè âûõîäå íà ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 14.6).

Çàäà÷à î ðàâíîâåñíîé ôîðìå äîìåíîâ áûëà ðåøåíà Ë.Ä.Ëàíäàó [14.3,
�57]. Ïðèâåäåì áåç âûâîäà îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû. Óðàâíåíèå
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Рис. 14.6. Равновесная форма нормальных (N) и сверхпроводящих (S) до-
менов в массивном сверхпроводнике первого рода вблизи поверхности 𝑧 = 0,
построенная с помощью формул (14.25) для 𝐻0/𝐻𝑐 = 1/2, а также карта
силовых линий магнитной индукции 𝐵𝑧(𝑥, 𝑦). По определению 𝐵𝑧 = 𝐻0 при
𝑧 → −∞

ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ñâåðõïðîâîäÿùèé è íîðìàëüíûé äîìåíû (ëèíèÿ
𝐴−𝐵 íà ðèñ. 14.6) è ñîîòâåòñòâóþùåé óñëîâèþ 𝐻2

𝑥+𝐻
2
𝑧 = 𝐻2

𝑐 , ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

𝑥(𝜁) =
𝑑𝑠
2
− 𝜋

𝑑

𝐻0

𝐻𝑐

√︀
𝜁0

(︁𝜋
2
− arctg

√︀
𝜁
)︁
, (14.25a)

𝑧(𝜁) =
𝜋

𝑑

𝐻0

𝐻𝑐

(︃
arch

√︃
𝜁

𝜁0
−
√︀
𝜁0 + 1arch

√︃
𝜁 (𝜁0 + 1)

𝜁0 (𝜁 + 1)

)︃
, (14.25b)

ãäå âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð 𝜁 èçìåíÿåòñÿ îò

𝜁0 =
1

4

(︂
𝐻0

𝐻𝑐

− 𝐻𝑐

𝐻0

)︂2

(14.26)

äî áåñêîíå÷íîñòè. Òèïè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ñâåðõïðî-
âîäÿùèå è íîðìàëüíûå äîìåíû, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 14.6. Àíàëèçèðóÿ
ðàâíîâåñíóþ ôîðìó äîìåíîâ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà 𝐻0/𝐻𝑐, ìîæíî
ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî îòíîñèòåëüíîå óøèðåíèå íîðìàëüíûõ äîìåíîâ ìàê-
ñèìàëüíî ïðè 𝐻0/𝐻𝑐 = 1/2 è ìèíèìàëüíî ïðè 𝐻0 → 0 èëè 𝐻0 → 𝐻𝑐.
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Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ó÷¼ò ïðèïîâåðõíîñòíîãî óâåëè÷åíèÿ øèðèíû íîð-
ìàëüíûõ äîìåíîâ îêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçóìíûõ
îöåíîê ðàâíîâåñíîãî ïåðèîäà äîìåííîé ñòðóêòóðû.

14.8 Равновесный период доменной структуры
в сверхпроводящих плёнках

Îöåíèì ðàâíîâåñíûé ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû 𝑑 = 𝑑𝑠 + 𝑑𝑛 â ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåé ïë¼íêå ïåðâîãî ðîäà òîëùèíû 𝐷𝑠, ãäå 𝑑𝑠 � øèðèíà ñâåðõïðî-
âîäÿùèõ äîìåíîâ, 𝑑𝑛 � øèðèíà íîðìàëüíûõ äîìåíîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ïë¼íêà íàõîäèòñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì ïîëå
H = 𝐻0 e𝑧 (ðèñ. 14.7a), êîòîðîå âäàëè îò îáðàçöà ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîä-
íûì. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ 𝜆 ñóùåñòâåííî ìåíüøå îñòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ
çàäà÷è (äëèíû êîãåðåíòíîñòè, òîëùèíû ïë¼íêè è øèðèíû äîìåíîâ). Ýòî
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ëîêàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùèõ
äîìåíîâ ðàâíî íóëþ, à âíóòðè íîðìàëüíûõ äîìåíîâ � 𝐻𝑐. Çàäàíèå âíåøíå-
ãî ïîëÿ𝐻0 âäàëè îò ñâåðõïðîâîäíèêà îçíà÷àåò, ÷òî ôèêñèðîâàí ìàãíèòíûé
ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îáðàçöà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäõîäÿùèì òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ 𝐹 [14.5, ãëàâà II, �3],
à íå òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë 𝐺, ïëîòíîñòü êîòîðîãî îäèíàêîâà äëÿ
íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàç â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè ñîãëàñíî
âûðàæåíèÿì (14.11)�(14.12).

Íà÷í¼ì ñ ïîïûòêè îöåíèòü ðàâíîâåñíûé ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû
áåç ó÷¼òà èçìåíåíèÿ øèðèíû íîðìàëüíûõ äîìåíîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè.
Çàïèøåì ïîëíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíûõ
îáú¼ìîâ16 ñâåðõïðîâîäÿùåé (𝑑𝑠/𝑑) è íîðìàëüíîé (𝑑𝑛/𝑑) ôàç â îáðàçöå

𝐹об = 𝐹𝑠,об + 𝐹𝑛,об =

(︂
𝑓𝑛,0 −

𝐻2
𝑐

8𝜋

)︂
𝑉
𝑑𝑠
𝑑
+

(︂
𝑓𝑛,0 +

𝐻2
𝑐

8𝜋

)︂
𝑉
𝑑𝑛
𝑑

=

= 𝑓𝑛,0 𝑉 − 𝐻2
𝑐

8𝜋
𝑉
𝑑𝑠
𝑑

+
𝐻2

𝑐

8𝜋
𝑉
𝑑𝑛
𝑑
, (14.27)

ãäå 𝑉 = 𝐿𝑥𝐿𝑦𝐷𝑠 � îáú¼ì îáðàçöà. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîâåðõ-
íîñòíûì íàòÿæåíèåì NS ãðàíèö, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

𝐹пов =

(︂
𝐻2

𝑐

8𝜋
𝜉

)︂
· 𝐿𝑦𝐷𝑠 ·

2𝐿𝑥

𝑑
, (14.28)

ãäå (𝜉𝐻2
𝑐 /8𝜋) � îöåíêà óäåëüíîé ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â ïðå-

äåëå 𝜉 ≫ 𝜆 [ñì. ñîîòíîøåíèå (14.18)], 𝐿𝑦𝐷𝑠 � ïëîùàäü äîìåííîé ñòåíêè,

16Согласно соотношениям (8.2) и (8.4) плотность свободной энергии нормальной фа-
зы в магнитном поле 𝐵 равна 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛,0 +𝐵2/8𝜋, а плотность свободной энергии сверх-

проводящей фазы равна 𝑓𝑠 = 𝑓𝑛,0 −𝐻2
𝑐 /8𝜋.
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𝐿𝑥/𝑑 � ÷èñëî äîìåííûõ ñòåíîê íà äëèíå îáðàçöà â ðàññìàòðèâàåìîé îäíî-
ìåðíîé ìîäåëè, êîýôôèöèåíò ¾2¿ ó÷èòûâàåò íàëè÷èå äâóõ NS ãðàíèö íà
êàæäîì ïåðèîäå. Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ øèðèí äîìåíîâ (14.24)
â ôîðìóëó (14.27), òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé
ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ äîìåíîâ íà åäèíèöó ïî-
âåðõíîñòè

𝐹

𝑆
=
𝐹об

𝑆
+
𝐹пов

𝑆
=

= 𝑓𝑛,0𝐷𝑠 −
𝐻2

𝑐

8𝜋
·
(︂
1− 𝐻0

𝐻𝑐

)︂
𝐷𝑠 +

𝐻2
𝑐

8𝜋
· 𝐻0

𝐻𝑐

𝐷𝑠 +

(︂
𝐻2

𝑐

8𝜋
𝜉

)︂
· 2𝐷𝑠

𝑑
, (14.29)

ãäå 𝑆 = 𝐿𝑥𝐿𝑦 � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà. Ìèíèìèçàöèÿ ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè (14.29) ïî ïàðàìåòðó 𝑑 â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðèâîäèò
ê íåôèçè÷íîìó ðåçóëüòàòó: ìèíèìóì ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò 𝑑→ ∞ è äîë-
æåí îçíà÷àòü èñ÷åçíîâåíèå ïåðèîäè÷åñêîé äîìåííîé ñòðóêòóðû â îáðàçöå
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ.

Ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíûé âêëàä17 â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, ñâÿçàííûé
ñ ðàñøèðåíèåì îáú¼ìà íîðìàëüíûõ äîìåíîâ â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè.
Óâåëè÷åíèå øèðèíû íîðìàëüíûõ äîìåíîâ ïðè ïðèáëèæåíèè ê âåðõíåé
è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿì ïë¼íêè ó÷ò¼ì ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ ¾óãîëêîâ¿ ñ
õàðàêòåðíîé øèðèíîé è âûñîòîé [14.1, �15.3]

𝑐 ≃ 1

2

𝑑𝑛𝑑𝑠
(𝑑𝑛 + 𝑑𝑠)

, (14.30)

ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 14.7a ò¼ìíî-ñåðûì öâåòîì. Ôîðìóëà (14.30) ó÷èòûâàåò,
÷òî èñêðèâëåíèå ôîðìû äîìåíîâ ìèíèìàëüíî ïðè 𝑑𝑛 → 0 èëè 𝑑𝑠 → 0 è
ìàêñèìàëüíî ïðè 𝑑𝑛 = 𝑑𝑠, ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ôîðìóëàìè (14.25).
Óâåëè÷åíèå äîëè íîðìàëüíîé ôàçû è, ñîîòâåòñòâåííî, îáú¼ìíîé ýíåðãèè,
ìîæåò áûòü ó÷òåíî äîáàâëåíèåì ñëàãàåìîãî

𝐹уг = 𝛾
𝐻2

𝑐

4𝜋
· 𝐿𝑦

𝑐2

2
· 4𝐿𝑥

𝑑
= 𝛾

𝐻2
𝑐

8𝜋
· 𝐿𝑥𝐿𝑦 ·

𝑑2
𝑛

(𝑑𝑛 + 𝑑𝑠)
2

𝑑2
𝑠

(𝑑𝑛 + 𝑑𝑠)
2
· 𝑑, (14.31)

17Выход искривленных нормальных доменов на поверхность также меняет магнит-
ную энергию экранирующих токов, текущих вдоль доменных стенок. Как было пока-
зано Л.Д.Ландау [14.3, §57], это вклад по порядку величины близок к дополнительной
энергии (14.31), обусловленной приповерхностным расширением магнитных доменов.
Поскольку корректное вычисление избыточной энергии экранирующих токов связано
с математическими трудностями и не приводит к принципиальным изменениям в оце-
ночной формуле (14.33) для равновесного периода, которая сама справедлива по по-
рядку величины, мы для простоты изложения не будем учитывать этот вклад.
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Рис. 14.7. (a) Упрощённое представление о форме нормальных доменов в сверхпро-
водящей плёнке вблизи верхней и нижней поверхностей [14.1, §15.3], которое использу-
ется для оценки равновесного периода доменной структуры. (b) Зависимость периода
доменной структуры 𝑑 от внешнего магнитного поля 𝐻0 согласно формуле (14.33), по-
казанная сплошной линией, а также зависимость ширины сверхпроводящих доменов 𝑑𝑠
от 𝐻0 (пунктирная линия)

ãäå 𝛾 � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ïîðÿäêà åäèíèöû, 𝐻2
𝑐 /(4𝜋) � óâåëè÷å-

íèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ñâÿçàííîå ñ ïåðåõîäîì åäèíè÷íîãî îáú¼ìà èç ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, 𝐿𝑦𝑐

2/2 � îáú¼ì òðåóãîëü-
íîé ïðèçìû, ñâÿçàííîé ñ îäíèì ¾óãîëêîì¿, 4𝐿𝑥/𝑑 � ÷èñëî ¾óãîëêîâ¿ íà
äëèíå îáðàçöà. Äîáàâëÿÿ íåçàâèñÿùóþ îò òîëùèíû ïë¼íêè âåëè÷èíó 𝐹уг â
ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ (14.29), ïîëó÷àåì

𝐹 *

𝑆
=
𝐹об

𝑆
+
𝐹пов

𝑆
+
𝐹уг

𝑆
= 𝑓𝑛,0𝐷𝑠 −

𝐻2
𝑐

8𝜋
·
(︂
1− 𝐻0

𝐻𝑐

)︂
𝐷𝑠+

+
𝐻2

𝑐

8𝜋
· 𝐻0

𝐻𝑐

𝐷𝑠 +
𝐻2

𝑐

8𝜋
𝜉 · 2𝐷𝑠

𝑑
+ 𝛾

𝐻2
𝑐

8𝜋
·
(︂
𝐻0

𝐻𝑐

)︂2(︂
1− 𝐻0

𝐻𝑐

)︂2

· 𝑑. (14.32)

Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ çàâèñÿò îò ïå-
ðèîäà äîìåííîé ñòðóêòóðû. Äèôôåðåíöèðóÿ 𝐹 * ïî 𝑑 è ïðèðàâíèâàÿ ïîëó-
÷åííîå âûðàæåíèå íóëþ, íàõîäèì îöåíêó ðàâíîâåñíîãî ïåðèîäà (íàïðèìåð,
[14.1, �15.3])

𝑑 =

√︃
2𝜉𝐷𝑠

𝛾
· 𝐻2

𝑐

𝐻0 (𝐻𝑐 −𝐻0)
. (14.33)

Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 14.7b. Îòìåòèì, ÷òî ïåðèîä äîìåííîé ñòðóêòóðû ïðîïîðöèîíàëåí√
𝐷𝑠.

18 Ïîäñòàâëÿÿ òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ 𝜉 ∼ 0.1ìêì è 𝐷𝑠 ∼ 20ìêì, ïî-
ëó÷àåì 𝑑 ∼ 10ìêì (äëÿ 𝐻0/𝐻𝑐 = 1/2), ÷òî íåïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè äàííûìè (ðèñ. 14.4).

18В Лекции 13 мы показали, что равновесный период магнитной доменной структуры
в ферромагнитных плёнках также пропорционален

√︀
𝐷𝑓 , где 𝐷𝑓 – толщина ферромаг-

нитной плёнки.
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Áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ äîìåííîé ñòðóêòóðû â ñâåðõïðîâîäíè-
êàõ ïåðâîãî ðîäà äîëæíà ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü âåòâëåíèÿ íîðìàëüíûõ
äîìåíîâ â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè [14.6].

14.9 Эффект близости и наведённая сверхпроводимость

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì êîíòàêò äâóõ ìàññèâíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ (𝐿

è 𝑅), êðèòè÷åñêèå òåìïåðàòóðû êîòîðûõ íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ: 𝑇
(𝐿)
𝑐0 > 𝑇

(𝑅)
𝑐0

(íàïðèìåð, [14.1, �20.1] è [14.2, �16]). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîñêîñòü êîíòàêòà
(ò. å. ïîëîæåíèå òóííåëüíî-ïðîçðà÷íîé ãðàíèöû äâóõ ìàòåðèàëîâ) ñîâïà-
äàåò ñ ïëîñêîñòüþ 𝑥 = 0. Åñëè òåìïåðàòóðà îáðàçöà ëåæèò â äèàïàçîíå

𝑇
(𝑅)
𝑐0 < 𝑇 < 𝑇

(𝐿)
𝑐0 , òî ëåâàÿ ÷àñòü êîíòàêòà (ïðè 𝑥 < 0) áóäåò íàõîäèòüñÿ â

ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè, à ïðàâàÿ ÷àñòü (ïðè 𝑥 > 0) � â íîðìàëüíîì
ñîñòîÿíèè.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîíòàêò íàõîäèòñÿ â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå
(𝐴𝑦(𝑥) = 0 è 𝐵𝑧(𝑥) = 0), çàïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà �
Ëàíäàó (ñì. Ïðèëîæåíèå 1) â ñëåäóþùåì âèäå

𝜉2

(︂
𝑑𝜓𝐿

𝑑𝑥

)︂2

+ 𝜓2
𝐿(𝑥)−

1

2
𝜓4
𝐿(𝑥) =

1

2
. (14.34)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òàêîãî æå òèïà óæå âñòðå÷àëîñü â Ëåêöèè 12
ïðè àíàëèçå ñòðóêòóðû ìåæôàçíûõ ãðàíèö â ðàñïàäàþùèõñÿ òâ¼ðäûõ ðàñ-
òâîðàõ [ñì. óðàâíåíèå (12.20)]. Cëåäîâàòåëüíî, îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (14.34) âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè èìååò âèä óåäèí¼ííîé
âîëíû ïåðåêëþ÷åíèÿ

𝜓𝐿(𝑥) = th

(︂
−(𝑥− 𝑥0)√

2 𝜉

)︂
ïðè 𝑥 < 0, (14.35)

ãäå 𝑥0 � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Âíóòðè íîðìàëüíîé îáëàñòè äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîôèëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà òàêæå ìîæíî ôîðìàëüíî ïðèìåíèòü ïåðâîå
óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (14.3a)

−𝜉2
𝑛

𝑑2𝜓𝑅

𝑑𝑥2
+ 𝜓𝑅(𝑥) + 𝜓3

𝑅(𝑥) = 0, (14.36)

â êîòîðîì ìû çàìåíèëè çíàê ïåðåä ëèíåéíûì ñëàãàåìûì íà ïðîòèâîïî-

ëîæíûé, ïîñêîëüêó, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, 𝑇 > 𝑇
(𝑅)
𝑐 è êîýôôèöèåíò

ðàçëîæåíèÿ 𝛼 = �̃� ·
(︀
𝑇 − 𝑇

(𝑅)
𝑐

)︀
â ôóíêöèîíàëå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó äîë-

æåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì; 𝜉𝑛 =
√︀

~2/4𝑚|𝛼| åñòü äëèíà êîãåðåíòíîñòè â
íîðìàëüíîì ìåòàëëå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî â íîðìàëüíîé îáëàñòè 𝜓2

𝑅 ≪ 1, íàõîäèì
ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (14.36), çàòóõàþùåå ïðè 𝑥→ ∞

𝜓𝑅(𝑥) = 𝜓0 𝑒
−𝑥/𝜉𝑛 ïðè 𝑥 > 0, (14.37)
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Рис. 14.8. Распределение параметра порядка вблизи NS границы, описыва-
емое соотношениями (14.35)–(14.38), для 𝜉𝑛/𝜉 = 0 (кривая 1) и 𝜉𝑛/𝜉 = 0.2
(кривая 2). Заштрихованная область соответствует сверхпроводящему пара-
метру порядка в нормальной области

ãäå 𝜓0 � àìïëèòóäà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà ãðàíèöå. Ñøèâàÿ âîëíîâûå ôóíê-
öèè è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå íà ãðàíèöå (𝑥 = 0), ïîëó÷àåì ñâÿçü ïàðàìåòðîâ
𝑥0 è 𝜓0 ñ äëèíîé êîãåðåíòíîñòè âíóòðè íîðìàëüíîé îáëàñòè

𝑥0 =
𝜉√
2
arsh

(︃√
2𝜉𝑛
𝜉

)︃
è 𝜓0 =

√
2𝜉𝑛/𝜉

1 +
√︀

1 + 2(𝜉𝑛/𝜉)
2
. (14.38)

Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷¼ò äèôôóçèè êóïåðîâñêèõ ïàð âíóòðè íåñâåðõ-
ïðîâîäÿùåé îáëàñòè âîçíèêàåò ëîêàëèçîâàííîå ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå
ñëåäóþùåãî âèäà

𝜓𝑅(𝑥) =

√
2𝜉𝑛/𝜉

1 +
√︀

1 + 2(𝜉𝑛/𝜉)
2
· 𝑒−𝑥/𝜉𝑛 (14.39)

Òèïè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âáëèçè ãðàíèöû ¾ñâåðõïðî-
âîäíèê � íîðìàëüíûé ìåòàëë¿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 14.8. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïðîíèêàåò â íîðìàëüíóþ îáëàñòü íà
âåëè÷èíó 𝜉𝑛 îò ãðàíèöû è òåì ñàìûì èíäóöèðóåò ïîÿâëåíèå ëîêàëèçîâàí-
íîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè âáëèçè ãðàíèöû. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ¾ýôôåêò
áëèçîñòè¿ (proximity e�ect). Ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòà áëèçîñòè íàä¼æíî
ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàìè (íàïðèìåð, [14.8] è [14.9]).

Òåîðèÿ ýôôåêòà áëèçîñòè äëÿ êîíòàêòà ñâåðõïðîâîäíèêà è èñòèííîãî
íîðìàëüíîãî ìåòàëëà (è òåì áîëåå ôåððîìàãíèòíîãî ìåòàëëà) áîëåå ñëîæ-
íà, çà÷àñòóþ òðåáóåò ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ è ïîòîìó âûõîäèò
çà ðàìêè ëåêöèé (íàïðèìåð, [14.10], [14.11] è [14.12]). Òåì íå ìåíåå, êà÷å-
ñòâåííûå îñîáåííîñòè ÿâëåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå: ïàðàìåòð ïî-
ðÿäêà ïðîíèêàåò íà íåêîòîðóþ ãëóáèíó 𝜉𝑛 â íåñâåðõïðîâîäÿùóþ îáëàñòü,
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ïðè ýòîì 𝜉𝑛 çàâèñèò êàê îò ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ìåòàëëà (ñêîðîñòè
Ôåðìè è äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà), òàê è îò òåìïåðàòóðû19.

Список литературы

14.1 Àáðèêîñîâ À. À. Основы теории металлов. � Ì.: Ìèð, 1979. � 399 ñ.

14.2 Øìèäò Â. Â. Введение в физику сверхпроводников. � Ì.: ÌÖÍÌÎ,
2000. � 402 ñ.

14.3 Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Теоретическая физика: Учеб. пособ.: Для
вузов. В 10 т. T. VIII. Электродинамика сплошных сред. � 4-å èçä. �
Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005. � 656 ñ.

14.4 Huebener R. P. Magnetic flux structures in superconductors. � Springer-
Verlag Berlin Heidelberg New York, 2001. � 311 p.

14.5 Äå Æåí Ï. Сверхпроводимость металлов и сплавов. � Ì.: Ìèð, 1968. �
280 ñ.

14.6 Ëàíäàó Ë. Ä. К теории промежуточного состояния сверхпроводни-
ков // Æóðíàë ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ò. 13, ñ.
377 (1943).

14.7 Êóðèí Â. Â. Феноменологическая теория сверхпроводимости // Èçäà-
òåëüñòâî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, 2021. � 128 ñ.

14.8 Deutscher G., de Gennes P. G. Proximity effects, in Superconductivity,
edited by R. D. Parks (Dekker, New York), 1969. � p. 1005�1034.

14.9 Cherkez V., Cuevas J. C., Brun C., Cren T., Menard G., Debontridder
F., Stolyarov V. S., Roditchev D. Proximity effect between two
superconductors spatially resolved by scanning tunneling spectroscopy //
Physical Review X, v. 4, 011033 (2014).

14.10 Zaitsev A. V. Quasiclassical equations of the theory of superconductivity
for contiguous metals and the properties of constricted microcontacts //
Æóðíàë ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ò. 86, ñ. 1742-
1758 (1984).

19Длина когерентности в нормальном металле 𝜉𝑛 пропорциональна 1/𝑇 для «чисто-

го» металла и 1/
√
𝑇 для «грязного» металла [14.8]. В любом случае эффект близости

должен становиться всё более выраженным при понижении температуры.

270

http://www.ipmras.ru/UserFiles/publications/Kurin/All_Fenom.pdf
http://www.ipmras.ru/UserFiles/publications/Kurin/All_Fenom.pdf
https://journals.aps.org/prx/abstract/10.1103/PhysRevX.4.011033
http://jetp.ras.ru/cgi-bin/dn/e_059_05_1015.pdf
http://jetp.ras.ru/cgi-bin/dn/e_059_05_1015.pdf


14.11 Kuprianov M. Yu., Lukichev V. F. Influence of boundary transparency on
the critical current of dirty SS′S structures //Æóðíàë ýêñïåðèìåíòàëüíîé
è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ò. 94, ñ. 139-149 (1988).

14.12 Fominov Ya. V., Feigel'man M. V. Superconductive properties of thin dirty
superconductor-normal-metal bilayers // Physical Review B, v. 63, 094518
(2001).

Приложение 1

Ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïåðâûå ïðîèç-
âîäíûå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåé îáëàñòè [14.2, �16]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü ïðè 𝑥 < 0 íàõîäèòñÿ â
ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè, à îáëàñòü ïðè 𝑥 > 0 � â íîðìàëüíîì ñîñòî-
ÿíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëîêàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè 𝑧:
B = 𝐵𝑧(𝑥) e𝑧. Âûáåðåì êàëèáðîâêó A = 𝐴𝑦(𝑥) e𝑦 è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó (14.3a)�(14.3b) äëÿ ìàññèâíîãî îäíîñâÿçíî-
ãî ñâåðõïðîâîäíèêà âèäå âåùåñòâåííîé ôóíêöèè 𝜓 = 𝜓(𝑥). Óìíîæèì óðàâ-
íåíèå (14.3a) íà 𝑑𝜓/𝑑𝑥, óìíîæèì óðàâíåíèå (14.3b) íà (2𝜋𝜉/Φ0)

2𝜆2 𝑑𝐴𝑦/𝑑𝑥
è çàòåì âû÷òåì îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî

− 𝜉2 𝑑𝜓

𝑑𝑥

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
+

(︂
2𝜋𝜉

Φ0

)︂2
𝑑𝜓

𝑑𝑥
𝐴2

𝑦 𝜓 − 𝑑𝜓

𝑑𝑥
𝜓 +

𝑑𝜓

𝑑𝑥
𝜓3−

− 𝜆2

(︂
2𝜋𝜉

Φ0

)︂2
𝑑𝐴

𝑑𝑥

𝑑2𝐴𝑦

𝑑𝑥2
+

(︂
2𝜋𝜉

Φ0

)︂2
𝑑𝐴

𝑑𝑥
𝜓2𝐴𝑦 = 0. (14.40)

Ïîñëå íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå (14.40) ïðè-
âîäèòñÿ ê âèäó

𝜉2 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑑𝜓

𝑑𝑥

)︂2

+
𝑑

𝑑𝑥

{︃(︃
1−

(︂
2𝜋𝜉

Φ0

)︂2

𝐴2
𝑦

)︃
𝜓2

}︃
− 1

2

𝑑

𝑑𝑥
𝜓4+

+

(︂
2𝜋𝜆𝜉

Φ0

)︂2
𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑑𝐴𝑦

𝑑𝑥

)︂2

= 0.

Ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðî-
èçâîäíûìè ïî êîîðäèíàòå, ïðîèíòåãðèðóåì äàííîå âûðàæåíèå îò −∞ äî
𝑥, ïîëó÷àÿ ðàçíîñòü çíà÷åíèé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ íà âåðõíåì
è íèæíåì ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ
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)︃
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⃒
𝑥

−∞

− 𝜓4(𝑥)

2
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−∞

+

+
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2𝜋𝜆𝜉

Φ0

)︂2 (︂𝑑𝐴𝑦

𝑑𝑥

)︂2
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥

−∞

= 0.

Ïî íàøåìó èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïðè 𝑥 → −∞ ìû èìååì ñîñòîÿíèå
ñ ðàçâèòîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ, äëÿ êîòîðîãî 𝜓 = 1, 𝑑𝜓/𝑑𝑥 = 0 è 𝐴𝑦 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèé (14.3a)�(14.3b)(︂

2𝜋𝜉

Φ0

)︂2

𝐴2
𝑦(𝑥)𝜓

2(𝑥)− 𝜓2(𝑥) +
𝜓4(𝑥)

2
=

= 𝜉2

(︂
𝑑𝜓

𝑑𝑥

)︂2

+
1

2

𝐵2
𝑧(𝑥)

𝐻2
𝑐

− 1

2
, (14.41)

ãäå êðèòè÷åñêîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ïîëå 𝐻𝑐 áûëî îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíè-
åì (14.10).

272



Лекция 15. Твердотельные наноструктуры и

размерность пространства

Локализация частицы в «мелкой» потенциальной яме. Случайные блуж-
дания: теорема Полиа. Размерность пространства и фазовые переходы
в магнитных системах. Фазовый переход Пайерлса и отсутствие ме-
таллической проводимости в одномерных системах.

Óìåíüøàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû òâ¼ðäîãî òåëà, ìû ïîëó÷àåì ìà-
òåðèàë ñ íîâûìè ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ýòà êîíöåïöèÿ ëåæèò â îñíî-
âå íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå ¾ôèçèêà òâåðäîòåëüíûõ
íàíîñòðóêòóð¿. ßñíî, ÷òî íîâûå ñâîéñòâà áóäóò âîçíèêàòü ïðè óñëîâèè,
÷òî õîòÿ áû îäèí èç ðàçìåðîâ îáðàçöà ñðàâíèì ñ õàðàêòåðíûìè äëèíà-
ìè, îïðåäåëÿþùèìè ñâîéñòâà îáú¼ìíîãî òâ¼ðäîãî òåëà. Ýòè õàðàêòåðíûå
ïðîñòðàíñòâåííûå ìàñøòàáû õîðîøî èçâåñòíû: äëèíà äåáðîéëåâñêîé âîë-
íû íîñèòåëåé çàðÿäà, òîëùèíà äîìåííîé ñòåíêè â ôåððîìàãíåòèêàõ, ãëó-
áèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è äëèíà êîãåðåíòíîñòè â ñâåðõïðî-
âîäíèêàõ è ò.ï. Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó, âñå õàðàêòåðíûå äëèíû
ëåæàò â íàíîìåòðîâîì äèàïàçîíå (1�100 íì). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàáëþ-
äåíèÿ ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ íåîáõîäèìî óìåíüøàòü ðàçìåðû òâ¼ðäîãî òåëà
äî òàêèõ ìàñøòàáîâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òåõíîëîãè÷åñêèå
ïðè¼ìû: òåðìè÷åñêîå è ìàãíåòðîííîå íàïûëåíèå òîíêèõ ïë¼íîê, àòîìíî-
ñëîåâîå îñàæäåíèå, ýëåêòðîííàÿ ëèòîãðàôèÿ, òðàâëåíèå ôîêóñèðîâàííûì
èîííûì ïó÷êîì, ïðîöåññû ñàìîîðãàíèçàöèè è íàíîñáîðêè. Êîìáèíèðîâàíè-
åì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ìîæíî ñîçäàâàòü êâàçèäâóìåðíûå è êâàçèîäíîìåð-
íûå ñòðóêòóðû (óëüòðàòîíêèå ïë¼íêè è ¾êâàíòîâûå ïðîâîëîêè¿) è êâàçè-
íóëüìåðíûå îáúåêòû (¾êâàíòîâûå òî÷êè¿). Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî ïîó÷èòåëüíûõ ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ
ñèñòåìû îò å¼ ðàçìåðíîñòè.

15.1 Локализация частицы в «мелкой» потенциальной яме

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó â èçîòðîïíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå âèäà

𝑈(r) =

{︂
−𝑈0 ïðè |r| = 0;
0 ïðè |r| ≫ 𝑎,

ïðè÷¼ì âûõîä ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðîèñ-
õîäèò íà ìàñøòàáå, ðàâíîì 𝑎 (ðèñ. 15.1). Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñêîëü
óãîäíî ¾ìåëêàÿ¿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà ñïîñîáíà çàõâàòèòü ÷àñòèöó, ïîñêîëü-
êó ìèíèìóìó ïîëíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëèçàöèÿ ïîêîÿùåéñÿ ÷à-
ñòèöû âíóòðè ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îòâåò íà âîïðîñ
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î ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà � èíûìè ñëîâàìè, îò ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà
êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà r.

a

rU(r)

ψ(r)

� � a

−U0

Рис. 15.1. Схематичное представление потенциальной энергии
𝑈(𝑟), соответствующей мелкой потенциальной яме, и вид пробной
волновой функции 𝜓(𝑟) основного состояния частицы в такой яме

Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû â ÿìå áó-
äåò ëåæàòü â èíòåðâàëå îò −𝑈0 äî íóëÿ. Èñïîëüçóÿ −𝑈0 â êà÷åñòâå ãðóáîé
îöåíêè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè 𝐸0, íàõîäèì, ÷òî äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ âîë-
íîâîé ôóíêöèè âíå ÿìû κ áóäåò ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâåí

√
2𝑚𝑈0/~.

Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè ÷àñòèöû:
ℓ = 1/κ ∼ ~/

√
2𝑚𝑈0. Äëÿ ìåëêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ

𝑈0 ≪
~2

2𝑚𝑎2
, (15.1)

ïîëó÷àåì, ÷òî ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè äîëæåí áûòü ñó-
ùåñòâåííî áîëüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ÿìû (ℓ ≫ 𝑎). Èñïîëüçóåì ýòî
óñëîâèå äëÿ îöåíêè ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé ÷àñòè-
öû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï.

Çàïèøåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöè-
àëå 𝑈(r)

− ~2

2𝑚
Δ𝜓(r) + 𝑈(r)𝜓(r) = 𝐸 𝜓(r), (15.2)

ãäå 𝜓(r) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è 𝐸 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Óìíîæèì
êàæäîå ñëàãàåìîå â (15.2) íà 𝜓*(r) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðîñòðàíñòâó ðàç-
ìåðíîñòè 𝑁

− ~2

2𝑚

∫︁
𝜓*(r)Δ𝜓(r) 𝑑𝑁r+

∫︁
𝑈(r)𝜓*(r)𝜓(r) 𝑑𝑁r =

= 𝐸

∫︁
𝜓*(r)𝜓(r) 𝑑𝑁r. (15.3)
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Îöåíèì ïîëíóþ ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷àñòèöà ëî-
êàëèçîâàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñ öåíòðîì â òî÷êå
r = 0 è ðàäèóñîì ëîêàëèçàöèè ℓ ≫ 𝑎. Óñëîâèå íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòè∫︀
𝜓*(r)𝜓(r) 𝑑𝑁r = 1 äà¼ò îöåíêó àìïëèòóäû âîëíîâîé ôóíêöèè â öåíòðå

ÿìû:

|𝜓0|2 ∼
1

ℓ𝑁
.

Ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà

𝐸пот ≡
∫︁
𝑈(r)𝜓*(r)𝜓(r) 𝑑𝑁r ≃ −𝑈0

∫︁
|r|.𝑎

|𝜓0|2 𝑑𝑁r ≃ −𝑈0

(︁𝑎
ℓ

)︁𝑁
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî õàðàêòåðíûå èçìåíåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè
ïðîèñõîäÿò íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà ℓ, ïîëó÷àåì îöåíêó ñðåäíåé êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè20

𝐸кин ≡ − ~2

2𝑚

∫︁
𝜓*(r)Δ𝜓(r) 𝑑𝑁r =

~2

2𝑚

∫︁
|r|.ℓ

|𝜓0|2

ℓ2
𝑑𝑁r ≃ ~2

2𝑚ℓ2
.

0

2m
E
/
h̄
2

�a

�∗

1D 2D 3D

Рис. 15.2. Зависимость полной энергии частицы 𝐸 в мелкой потен-
циальной яме от радиуса локализации ℓ, описываемая соотношением
(15.4)

Çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè 𝐸 = 𝐸кин + 𝐸пот îò ðàäèóñà ëîêàëèçàöèè
ℓ ïðîáíîé ôóíêöèè

𝐸 ≃ ~2

2𝑚ℓ2
− 𝑈0

𝑎𝑁

ℓ𝑁
=

~2

2𝑚
·
(︂
1

ℓ2
− 2𝑚𝑎𝑁𝑈0

~2

1

ℓ𝑁

)︂
(15.4)

20Это выражение также может быть получено с помощью принципа неопределенно-
сти Гейзенберга. В самом деле, неопределенность координаты локализованной в яме
частицы 𝛿𝑥 ∼ ℓ приводит к неопределенности импульса 𝛿𝑝 ∼ ~/ℓ и неопределенности
кинетической энергии 𝛿𝐸 ≃ (𝛿𝑝)2/2𝑚 ∼ ~2/(2𝑚ℓ2).
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îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è (ðèñ. 15.2).

Äëÿ îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (𝑁 = 1) çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåð-
ãèè 𝐸 îò ðàäèóñà ëîêàëèçàöèè ℓ âñåãäà èìååò ìèíèìóì ïðè ℓ* = ~2/(𝑚𝑎𝑈0)
äëÿ ëþáîãî 𝑈0, òîãäà ℓ

* ≫ 𝑎 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (15.1). Ýíåðãèÿ ëî-
êàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ℓ = ℓ* ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà

𝐸* ≃ ~2

2𝑚
·
(︂

1

ℓ*2
− 2𝑚𝑎𝑈0

~2

1

ℓ*

)︂
≃ −𝑚𝑎

2𝑈 2
0

2~2
. (15.5)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ íàìè îöåíêà ïîëíîé ýíåðãèè (15.5) ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ýíåðãèè ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
â îäíîìåðíîé êâàçèêëàññè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå [15.1, �45]

𝐸(1𝐷) ≃ − 𝑚

2~2

⎛⎝ +∞∫︁
−∞

𝑈(𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠2

.

Äëÿ äâóìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (𝑁 = 2) çàâèñèìîñòü 𝐸 îò ℓ, îïèñû-
âàåìàÿ âûðàæåíèåì (15.4), íå èìååò ìèíèìóìà â ïðåäåëå ℓ ≫ 𝑎 è 𝑈0 → 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåä¼ííûé íàìè ðàçìåðíûé àíàëèç óêàçûâàåò íà íåâîç-
ìîæíîñòü ëîêàëèçàöèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñòèöû â ìåëêîé äâóìåð-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Òåì íå ìåíåå, áîëåå òî÷íûå ðàñ÷¼òû ïðåäñêàçûâà-
þò ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äâóìåðíîé êâàçèêëàññè÷å-
ñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ ýíåðãèåé, ýêñïîíåíöèàëüíî áëèçêîé ê íóëþ [15.1,
�45]

𝐸(2𝐷) ≃ − ~2

𝑚𝑎2
exp

⎧⎪⎨⎪⎩−~2

𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

+∞∫︁
0

𝑈(𝑟) 𝑟𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
−1
⎫⎪⎬⎪⎭ .

Äëÿ òð¼õìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (𝑁 = 3) çàâèñèìîñòü 𝐸 îò ℓ òàêæå
íå èìååò ìèíèìóìà â ïðåäåëå ℓ≫ 𝑎 è 𝑈0 → 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìîæ-
íîñòè ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû â ìåëêîé òð¼õìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ýòîò
âûâîä íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè òî÷íûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ
ðàñ÷åòîâ.

15.2 Задача о случайных блужданиях частицы: теорема Полиа

Ïóñòü ÷àñòèöà (íàïðèìåð, ýëåêòðîí) ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ
ïî óçëàì 𝑁 -ìåðíîé êâàäðàòíîé ðåø¼òêè, ïåðåñêàêèâàÿ ñ îäíîãî óçëà íà
áëèæàéøèå ñîñåäíèå óçëû ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑤, ïðè ýòîì 𝜏 = 1/𝑤 � âðåìÿ
æèçíè ÷àñòèöû íà óçëå. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà âåðí¼òñÿ
íà óçåë, èç êîòîðîãî íà÷àëîñü áëóæäàíèå, ÷åðåç âðåìÿ 𝑡, ñîâåðøèâ 𝑛 = 𝑡/𝜏
ïðûæêîâ.
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n = 2

n = 5

Рис. 15.3. Схематическое представление случайных блуж-
даний частицы по узлам квадратной решётки с возвращени-
ем в начальную точку (∙), 𝑛 – число пар перескоков между
узлами

Ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè [15.2, �7.8] ââåä¼ì ïàðàìåòð 𝑝𝑛(ℓ), êîòîðûé õàðàê-
òåðèçóåò âåðîÿòíîñòü äîñòèãíóòü íåêîòîðîãî óçëà ðåø¼òêè ñ èíäåêñîì ℓ èç
íà÷àëüíîãî óçëà ðîâíî çà 𝑛 ïàð ïåðåñêîêîâ, âêëþ÷àÿ ìíîãîêðàòíûå âîçâðà-
ùåíèÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå. Ïîñêîëüêó â ìîìåíò íà÷àëà îòñ÷¼òà âðåìåíè
÷àñòèöà íàõîäèëàñü â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè, òî 𝑝0(0) = 1 ïî îïðåäåëåíèþ.
Òàêæå ââåä¼ì âåëè÷èíó 𝑓𝑛 � âåðîÿòíîñòü однократного âîçâðàùåíèÿ â íà-
÷àëüíûé óçåë ровно çà 𝑛 ïàð øàãîâ. Ìîæíî çàïèñàòü öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

𝑝1(0) = 𝑓1 · 1, 𝑝2(0) = 𝑓1 · 𝑝1(0) + 𝑓2 · 1 è ò. ä.,

êîòîðûå îáúåäèíèì â îäíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

𝑝𝑛(0) = 𝑓1 𝑝𝑛−1(0) + . . .+ 𝑓𝑚 𝑝𝑛−𝑚(0) + . . .+ 𝑓𝑛 𝑝0(0) =

=
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚 𝑝𝑛−𝑚(0). (15.6)

Ââåä¼ì äâå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà äèôôóçèè

𝐹 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛 è 𝑃 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛,

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ ÷àñòèöû â íà-
÷àëüíûé óçåë â õîäå áëóæäàíèé ñ îäíîêðàòíûìè è ìíîãîêðàòíûìè âîçâðà-
ùåíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî. Âûïîëíèì ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó 𝑛 è ïðèâå-
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äåì ñîîòíîøåíèå (15.6) ê âèäó

𝑃 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑓𝑚 𝑝𝑛−𝑚 =
∞∑︁

𝑚=1

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝑓𝑚 𝑝𝑛−𝑚 =

=
∞∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚 ·
∞∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 =
∞∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚 ·

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘

)︃
= 𝐹 · (1 + 𝑃 ),

îòêóäà ñëåäóåò ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå

𝐹 = 1− 1

𝑃
. (15.7)

Äëÿ îöåíêè 𝐹 è 𝑃 äëÿ ðåø¼òî÷íûõ ìîäåëåé ðàçíîé ðàçìåðíîñòè ïî-
ëó÷èì âñïîìîãàòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, ðàññìàòðèâàÿ êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó
äèôôóçèè â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé è îäíîðîäíîé ñðåäû ðàçìåðíîñòè 𝑁 .
Ïóñòü 𝑝(r, 𝑡) åñòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé
r â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑝(r, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ

𝜕

𝜕𝑡
𝑝(r, 𝑡) = 𝐷Δ𝑝(r, 𝑡), (15.8)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

𝑝(r, 𝑡)
⃒⃒⃒
r=0, 𝑡=0

= 𝛿(r). (15.9)

Çäåñü Δ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ðàçìåðíîñòè 𝑁 , 𝐷 ≃ 𝑎2/𝜏 � êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè, 𝑎 � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (15.8)�(15.9) ìåòîäîì Ôóðüå, äëÿ ÷åãî
ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì

𝑝(r, 𝑡) =
1

(2𝜋)𝑁/2

∫︁
𝑝k(𝑡) 𝑒

−𝑖k·r 𝑑𝑁k.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóðüå-êîìïîíåíòû 𝑝k(𝑡) óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà �̇�k = −𝐷 k2 𝑝k(𝑡), êîòîðîå èìååò ðåøåíèå

𝑝k(𝑡) = 𝐶 𝑒−𝐷𝑡k2

, ãäå ïîñòîÿííàÿ 𝐶 = (2𝜋)−𝑁/2 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (15.9). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå 𝑁 -ìåðíîãî óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè (15.8) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (15.9) èìååò âèä

𝑝(r, 𝑡) =
1

(2𝜋)𝑁

∫︁
𝑒−𝐷𝑡·k2

𝑒−𝑖k·r 𝑑𝑁k.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â íà÷àëüíîé òî÷êå r = 0 ÷åðåç
âðåìÿ 𝑡

𝑝(0, 𝑡) =
1

(2𝜋)𝑁

∫︁
𝑒−𝐷𝑡·k2

𝑑𝑁k ∼ 1

(𝐷𝑡)𝑁/2
. (15.10)
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Âåðí¼ìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðåø¼òî÷íîé ìîäåëè. Îöåíèì ïîëíóþ âåðîÿò-
íîñòü ìíîãîêðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ â íà÷àëüíûé óçåë, èñïîëüçóÿ âûðàæå-
íèå (15.10) äëÿ âåðîÿòíîñòè âîçâðàùåíèÿ â íà÷àëüíûé óçåë ÷åðåç âðåìÿ
𝑡 = 2𝜏𝑛

𝑃 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛 ∝
∞∑︁
𝑛=1

1

(2𝐷𝜏𝑛)𝑁/2
∝ 1

(2𝐷𝜏)𝑁/2

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑁/2
. (15.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä â ñîîòíîøåíèè (15.11) äëÿ 𝑁 = 3 ñõîäèòñÿ, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ÷àñòèöû õîòÿ áû îäèí ðàç âåðíóòüñÿ
â íà÷àëüíóþ òî÷êó è êîíå÷íîé æå âåðîÿòíîñòè ïîêèíóòü íà÷àëüíóþ òî÷êó
íàâñåãäà. Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè âîçâðàùåíèÿ ÷àñòèöû
â íà÷àëüíóþ òî÷êó çàâèñèò îò ñèììåòðèè ðåø¼òêè.

Â ñèñòåìàõ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè (𝑁 = 1 è 2) ðÿä â ñîîòíîøåíèè
(15.11) ðàñõîäèòñÿ (𝑃 → ∞) è ïîýòîìó ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (15.7) 𝐹 = 1.
Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê òåîðåìå Ïîëèà: âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ
÷àñòèöû â íà÷àëüíóþ òî÷êó õîòÿ áû îäèí ðàç â ïðîöåññå ñëó÷àéíûõ áëóæ-
äàíèé ïî óçëàì îäíî- è äâóìåðíûõ ðåø¼òîê ðàâíà åäèíèöå!

15.3 Размерность пространства и фазовые переходы
в магнитных системах

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà èãðàåò ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü â ôèçèêå ôà-
çîâûõ ïåðåõîäîâ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ðåø¼-
òî÷íóþ ìîäåëü Èçèíãà [15.3, ãë. 10, �8], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ
èçâåñòíûõ ìîäåëåé â òåîðèè ôåððîìàãíåòèçìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àòîìû,
êîòîðûå èìåþò ñîáñòâåííûé ìàãíèòíûé ìîìåíò, îáðàçóþò îäíîìåðíóþ èëè
äâóìåðíóþ êâàäðàòíóþ ðåø¼òêó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑧-êîìïîíåíòà ìàãíèò-
íîãî ìîìåíòà 𝑖-ãî àòîìà ôèêñèðîâàíà ïî âåëè÷èíå è èìååò äâà âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿ: 𝜎𝑖 = ±1. Ïóñòü 𝐽 � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñåäíèõ ìàãíèò-
íûõ ìîìåíòîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ
ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ðàâíà −𝐽 , åñëè ìîìåíòû ïàðàëëåëüíû, è +𝐽 , åñëè
îíè àíòèïàðàëëåëüíû. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ òàêîé ñèñòåìû â íóëåâîì âíåøíåì
ìàãíèòíîì ïîëå ïðè ó÷¼òå âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ìàãíèòíûõ ìîìåí-
òîâ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

𝑈 = −
∑︁
𝑖,𝑗

𝐽 𝜎𝑖 𝜎𝑗,

ãäå 𝑖 è 𝑗 � èíäåêñû ñîñåäíèõ óçëîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè 𝐽 > 0 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû ñî-
îòâåòñòâóåò ôåððîìàãíèòíîìó óïîðÿäî÷åíèþ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ è â íó-
ëåâîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè
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Рис. 15.4. Основные состояния для одномерной цепочки классических магнитных мо-
ментов в модели Изинга с ферромагнитным упорядочением

(ðèñ. 15.4). Êàêóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó è ýíåðãèþ èìååò íèçøåå
âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû?

Äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè ìàãíèòíûõ àòîìîâ âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå
ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâóåò òàêîé êîíôèãóðàöèè, êîãäà ìàãíèò-
íûå ìîìåíòû â ÷àñòè öåïî÷êè ïåðåâåðíóòû (ðèñ. 15.5). Ôîðìèðîâàíèå óåäè-
í¼ííîé ¾äîìåííîé ñòåíêè¿ ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû íà âåëè÷èíó Δ𝑈 = 2𝐽 . Ïîñêîëüêó ¾äîìåííàÿ ñòåíêà¿ ìîæåò
ðàñïîëàãàòüñÿ â ëþáîì èç𝑁 óçëîâ öåïî÷êè, èçìåíåíèå ýíòðîïèè, ñâÿçàííîå
ñ ïîÿâëåíèåì îäèíî÷íîé äîìåííîé ñòåíêè, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå
Áîëüöìàíà Δ𝑆 = 𝑘𝐵 ln𝑤, ãäå 𝑘𝐵 � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà è 𝑤 = 𝑁 � ÷èñëî
âîçìîæíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè
ìàãíèòíîé ñèñòåìû ïðè îáðàçîâàíèè äîìåííîé ñòåíêè ðàâíî

Δ𝐹 = Δ𝑈 − 𝑇 Δ𝑆 = 2𝐽 − 𝑘𝐵𝑇 ln𝑁. (15.12)

Рис. 15.5. Низшее возбуждённое состояние для одномерной цепочки
классических магнитных моментов в модели Изинга с ферромагнитным
упорядочением

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝑁 , ïðåâûøàþùèõ exp(2𝐽/𝑘𝐵𝑇 ), èçìåíåíèå
ñâîáîäíîé ýíåðãèè Δ𝐹 áóäåò îòðèöàòåëüíûì äëÿ ëþáûõ 𝑇 è 𝐽 . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ ðàçóïîðÿäî÷åííîå ìàãíèòíîå ñîñòî-
ÿíèå ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè äîìåííûìè ñòåíêàìè è íóëåâûì ñðåäíèì
ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì, ÷åì îäíî-
ðîäíîå ôåððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå. Ôàçîâûé ïåðåõîä â óïîðÿäî÷åííîå ìàã-
íèòíîå ñîñòîÿíèå â îäíîìåðíîé ìîäåëè íåâîçìîæåí!

Èíàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ äâóìåðíûõ ðåø¼òîê ìàãíèòíûõ àòîìîâ.
Âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîìåí
(ðèñ. 15.6a), ïåðèìåòð êîòîðîãî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâåí 𝑁𝑎, ãäå 𝑁 �
÷èñëî óçëîâ íà ãðàíèöå äîìåíà è 𝑎 � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè. Ñëåäîâàòåëüíî,
èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû, ñâÿçàííîå ñ ôîðìèðîâàíèåì òàêîãî
äîìåíà, ðàâíî 2𝐽𝑁 .
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(a) (b)

Рис. 15.6. (a) Формирование домена в двумерной решётке магнитных мо-
ментов. (b) К вопросу об оценке числа способов проведения доменной грани-
цы

Êàê îöåíèòü ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà òàêàÿ
ãðàíèöà? Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì êâàäðàòíóþ
ðåø¼òêó ìàãíèòíûõ àòîìîâ. Åñëè äîìåííàÿ ñòåíêà äîøëà äî êàêîãî-òî óç-
ëà, òî ñóùåñòâóåò òðè ñïîñîáà ïðîäîëæèòü ýòó ãðàíèöó (ðèñ. 15.6b). Ñî-
ãëàñíî ðàññóæäåíèÿì Ïàéåðëñà, ÷èñëî ñïîñîáîâ îáðàçîâàíèÿ äîìåíà ñ ïå-
ðèìåòðîì 𝑁 ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî 3𝑁 . Êîíå÷íî, òàêàÿ îöåíêà íå
ó÷èòûâàåò òðåáîâàíèÿ çàìêíóòîñòè ãðàíèöû äîìåíà è îòñóòñòâèå ñàìîïå-
ðåñå÷åíèé, ÷òî óìåíüøàåò ÷èñëî âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé äëÿ îäèíî÷-
íîãî äâóìåðíîãî ìàãíèòíîãî äîìåíà [15.3, ãë. 10, �8]. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî âîçìîæíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé óâåëè÷èâàåòñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíûì îáðàçîì ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ: 𝑤 ∼ 𝛼𝑁 , ãäå 𝛼 ≃ 3. Äëÿ èçìåíåíèÿ
ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè îáðàçîâàíèè îäèíî÷íîãî äîìåíà ïîëó÷àåì ïðîñòîå
ñîîòíîøåíèå

Δ𝐹 = Δ𝑈 − 𝑇 Δ𝑆 ≃ 2𝐽𝑁 − 𝑘𝐵𝑇 ln 3𝑁 ≃ 𝑁
(︁
2𝐽 − 𝑘𝐵𝑇 ln 3

)︁
. (15.13)

Îöåíêà (15.13) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ôàçîâîãî
ïåðåõîäà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè

𝑘𝐵𝑇𝑐 =
2𝐽

ln 3
= 1.82𝐽. (15.14)

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Èçèíãà äëÿ äâóìåðíîé ðåø¼òêè ìàãíèòíûõ àòîìîâ
ïîëó÷åíî Îíñàãåðîì (L. Onsager) (íàïðèìåð, [15.2, �5.7] è [15.4, �151]). Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû: 𝑘𝐵𝑇𝑐 ≃ 2.26 𝐽 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 𝑇 < 𝑇𝑐 èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìèðîâàíèå ìàãíèòíûõ äîìåíîâ è ðàçðó-
øåíèå óïîðÿäî÷åííîãî ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêè íåâûãîäíûì. Ïðè 𝑇 > 𝑇𝑐 èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ îò-
ðèöàòåëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà áóäåò ïåðåõîäèòü â ðàçìàãíè÷åííîå
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ñîñòîÿíèå ñ õàîòè÷íî ðàñïðåäåëåííûìè äîìåíàìè ñ ïîëîæèòåëüíîé è îò-
ðèöàòåëüíîé íàìàãíè÷åííîñòüþ.

15.4 Фазовый переход Пайерлса и отсутствие металлической
проводимости в одномерных системах

Â Ëåêöèè 6 ìû ïîëó÷èëè çîííûé ñïåêòð â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå â
ïðèáëèæåíèè ñëàáîé ñâÿçè [ñì. ñîîòíîøåíèå (6.26)]

𝐸(𝑘) = 𝑉0 +
1

2

~2

2𝑚*

{︃
𝑘2 +

(︂
𝑘 − 2𝜋𝑛

𝑎

)︂2
}︃
±

± 1

2

⎯⎸⎸⎷(︂ ~2

2𝑚*

)︂2
{︃
𝑘2 −

(︂
𝑘 − 2𝜋𝑛

𝑎

)︂2
}︃2

+ 4|𝑉𝑛|2,

ãäå 𝑘 � êâàçèèìïóëüñ, 𝑛 � íîìåð çîíû Áðèëëþýíà, 𝑎 � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè,
𝑉0 è 𝑉𝑛 � íóëåâàÿ è 𝑛-ÿ ôóðüå-êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Äàëåå
äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì îñîáåííîñòåé çàïîëíåíèÿ ðàç-
ðåø¼ííûõ ñîñòîÿíèé è ïåðåñòðîéêè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà âíóòðè ïåð-
âîé çîíû Áðèëëþýíà (𝑛 = 1) äëÿ −𝜋/𝑎 ≤ 𝑘 ≤ 𝜋/𝑎. Çàâèñèìîñòü 𝐸 îò 𝑘
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 15.7.

k

π/a−π/a π/2a

2m∗a2(E − V0)/(π
2h̄2)

2|V1|

Рис. 15.7. Спектр электронных состояний в одномерной цепочке
атомов в модели слабой связи. Толстые серые линии указывают на
заполненные состояния в пределах первой зоны Бриллюэна для
цепочки двухвалентных атомов (левая часть рисунка) и однова-
лентных атомов (правая часть рисунка)

Îáñóäèì âîïðîñ çàïîëíåíèÿ ðàçðåø¼ííûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíàìè ñ ó÷¼-
òîì ïðèíöèïà çàïðåòà Ïàóëè [15.5, ãë. 4]. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó
𝑁 àòîìîâ ñ ïåðèîäîì 𝑎, òàê ÷òî å¼ ïîëíàÿ äëèíà ðàâíà 𝐿 = 𝑁𝑎. Äëÿ ïðî-
ñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåïî÷êà ñâåðíóòà â êîëüöî è ïîòîìó ïðèìåíèìû
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ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå ñîá-
ñòâåííûìè ðåøåíèÿìè ìîãóò áûòü ïëîñêèå âîëíû âèäà 𝑒𝑖𝑘𝑥, äëÿ êîòîðûõ
ñïåêòð ðàçðåø¼ííûõ çíà÷åíèé 𝑘𝑛 äîëæåí áûòü îïðåäåë¼í èç óñëîâèÿ

𝑘𝑛𝐿 = 2𝜋𝑛, (15.15)

ãäå 𝑛 � öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ, 𝑥 � êîîðäèíàòà âäîëü öåïî÷êè àòîìîâ. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî èíòåðâàë Δ𝑘 ≡ 𝑘𝑛 − 𝑘𝑛−1 ìåæäó ñîñåäíèìè ðàçðåø¼ííûìè
çíà÷åíèÿìè ðàâåí 2𝜋/𝐿. Îöåíèì ÷èñëî äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé 𝑁сост â êàæ-
äîé ðàçðåø¼ííîé çîíå. Ïîñêîëüêó øèðèíà çîíû Áðèëëþýíà ðàâíà 2𝜋/𝑎, òî
÷èñëî ðàçðåø¼ííûõ ñîñòîÿíèé ñ ó÷¼òîì ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ ðàâíî

𝑁сост = 2 · 2𝜋
𝑎

· 1

Δ𝑘
= 2𝑁. (15.16)

Èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëî äîñòóïíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â êàæäîé çîíå
Áðèëëþýíà ðàâíî óäâîåííîìó ÷èñëó àòîìîâ â öåïî÷êå.

Åñëè êàæäûé àòîì èç 𝑁 àòîìîâ öåïî÷êè ñïîñîáåí îòäàòü два âàëåíò-
íûõ ýëåêòðîíà, òî ïîëíîå ÷èñëî òàêèõ ýëåêòðîíîâ ðàâíî 2𝑁 . Ñëåäîâàòåëü-
íî, â âåðõíåé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíå áóäóò çàïîëíåíû все äîñòóïíûå ñîñòî-
ÿíèÿ è ôåðìèåâñêèé âîëíîâîé âåêòîð ðàâåí 𝑘𝐹 = 𝜋/𝑎 äîëæåí ëåæàòü íà
ãðàíèöå 𝑛-é çîíû Áðèëëþýíà. Ïîñêîëüêó çàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ îòäåëå-
íû îò ñëåäóþùåé íåçàïîëíåííîé ðàçðåø¼ííîé çîíû ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ
êîíå÷íîé øèðèíû 2|𝑉1|, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (𝑘𝐵𝑇 ≪ 2|𝑉1|) è íèç-
êèõ íàïðÿæåíèÿõ (|𝑒𝑈 | < 2|𝑉1|) ýëåêòðîííàÿ ñèñòåìà áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê
ñèñòåìà, íåñïîñîáíàÿ ê ïåðåíîñó òîêà � òî åñòü êàê èçîëÿòîð (ñì. ëåâóþ
÷àñòü ðèñ. 15.7). Åñëè æå êàæäûé àòîì èç 𝑁 àòîìîâ öåïî÷êè ñïîñîáåí
îòäàòü один âàëåíòíûé ýëåêòðîí, òî ïîëíîå ÷èñëî òàêèõ ýëåêòðîíîâ ðàâ-
íî 𝑁 . Ñëåäîâàòåëüíî, â âåðõíåé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíå áóäåò çàïîëíåíà по-
ловина äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé, òîãäà ôåðìèåâñêèé âîëíîâîé âåêòîð ðàâåí
𝑘𝐹 = 𝜋/(2𝑎) è ïðè íàëè÷èè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîííàÿ ñèñòåìà
áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê ñèñòåìà ñ ìåòàëëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ (ñì. ïðàâóþ
÷àñòü ðèñ. 15.7).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé âòîðîé àòîì â öåïî÷êå â ñèëó íåêîòîðûõ îá-
ñòîÿòåëüñòâ ñäâèíóëñÿ, ÷òî ïðèâåëî ê îáðàçîâàíèþ ïåðèîäè÷åñêîé ðåø¼òêè
äèìåðîâ (ñäâîåííûõ àòîìîâ) ñ ïåðèîäîì 2𝑎 [15.5, ãë. 5]. Åñòåñòâåííûì ñëåä-
ñòâèåì óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñòðóêòóðû è ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïåðèî-
äè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà ñ àìïëèòóäîé 𝑉1/2 ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå
ðàçìåðîâ çîíû Áðèëëþýíà â äâà ðàçà è îòêðûòèå ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè øè-
ðèíîé 2|𝑉1/2|. Çîííûé ñïåêòð äëÿ äèìåðèçîâàííîé ñòðóêòóðû ïîêàçàí íà
ðèñ. 15.8. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîâèíà ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ïåðâîé íåâîç-
ìóù¼ííîé çîíå Áðèëëþýíà ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè |𝑘| < 𝜋/(2𝑎) ïîíèçèò
ýíåðãèþ, à ïîëîâèíà ñîñòîÿíèé ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè |𝑘| > 𝜋/(2𝑎) ïîâû-
ñèò ýíåðãèþ, òàê ÷òî îáùàÿ ýíåðãèÿ âñåõ ñîñòîÿíèé îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé.
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k

π/a−π/a π/2a−π/2a

2m∗a2(E − V0)/(π
2h̄2)

2|V1|

2|V1/2|

Рис. 15.8. Спектр электронных состояний в одномерной димери-
зованной цепочке атомов в модели слабой связи. Толстая серая
линия указывает на заполненные состояния в пределах первой зо-
ны Бриллюэна для цепочки одновалентных атомов

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà çîíû Áðèëëþýíà 𝜋/(2𝑎) äëÿ äèìåðèçîâàííîé ñòðóêòó-
ðû ñîâïàäàåò ñ ôåðìèåâñêèì âåêòîðîì äëÿ èñõîäíîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿ-
ùåé èç îäíîâàëåíòíûõ àòîìîâ, âñå çàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ äèìåðèçî-
âàííîé öåïî÷êè îäíîâàëåíòíûõ àòîìîâ óìåíüøàò ñâîþ ýíåðãèþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñïîíòàííîå óäâîåíèå ïåðèîäà îäíîìåðíîé öåïî÷êè àòîìîâ ïðèâîäèò
ê óìåíüøåíèþ ïîëíîé ýíåðãèè âñåõ çàïîëíåííûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé,
è ïîòîìó òàêàÿ ñòðóêòóðíàÿ ïåðåñòðîéêà21 äîëæíà áûòü ýíåðãåòè÷åñêè
âûãîäíà. Îïèñàííûé ýôôåêò ïîëó÷èë íàçâàíèå ôàçîâîãî ïåðåõîäà Ïàé-
åðëñà (R. Peierls). Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì îòêðûòèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè
íà óðîâíå Ôåðìè ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìû â изолирую-
щее ñîñòîÿíèå ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû.

Ñòðóêòóðíûå ôàçîâûå ïåðåõîäû òàêæå íàáëþäàþòñÿ â äâóìåðíûõ ðå-
ø¼òêàõ è êðèñòàëëàõ, îáëàäàþùèõ ñëîèñòîé ñòðóêòóðîé, è ïðîÿâëÿþòñÿ
êàê äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìîäóëÿöèÿ ëîêàëüíîãî çàðÿäà è ëî-
êàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ ïåðèîäîì, â öåëîå ÷èñëî ðàç ïðåâûøàþ-
ùèì ïîñòîÿííóþ ðåø¼òêè. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ èçâåñòíû êàê âîëíû çàðÿäîâîé
ïëîòíîñòè. Îäíàêî âñëåäñòâèå áîëåå ñëîæíîé çîííîé ñòðóêòóðû äâóìåð-
íûõ è òð¼õìåðíûõ êðèñòàëëîâ è ïåðåêðûòèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí, ïîÿâ-
ëåíèå äîïîëíèòåëüíîé ïåðèîäè÷íîñòè íå ïðèâîäèò ê òàêîé êàðäèíàëüíîé
ïåðåñòðîéêå ñïåêòðà è ìîäèôèêàöèè òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ, êàê â êâàçè-
îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ.

Â ýòîé ëåêöèè ìû êîñíóëèñü äîâîëüíî ñëîæíûõ âîïðîñîâ, äåòàëüíîå îá-

21Мы не учитывали увеличение упругой энергии системы из-за искажения ионного
остова. Можно показать, что изменение полной энергии системы вследствие удвоения
(или кратного изменения) периода квазиодномерной цепочки атомов, включающей в се-
бя и энергию деформированной решётки, при низких температурах может быть отрица-
тельным (см., например, [15.6]), что согласуется с экспериментальными результатами.
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ñóæäåíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà. Îäíàêî ïðèâåä¼ííûå
ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðèíöèïèàëüíîé ðîëè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü ýòîé ðàçìåð-
íîñòüþ ñ ïîìîùüþ ñîçäàíèÿ íàíîñòðóêòóð îòêðûâàåò íîâûå ïåðñïåêòèâû
ñîçäàíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.
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