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Структура курса

∗ Мотивация

∗ Основные понятия теории измерений и математической статистики (I)

∗ Метод наименьших квадратов. Оценка параметров линейной регрессии (I)

∗ Проблема подавления высокочастотных шумов и сглаживания функций (II)

∗ Проблема численного дифференцирования и поиска экстремумов при наличии шума (II)

∗ Интерполяция и аппроксимация. Декомпозиция (II)

∗ Основы спектрально-корреляционного анализа (III)

∗ Дискретизация сигналов. Теорема Котельникова (III)

∗ Основы физики шумов. Теорема Винера – Хинчина (IV)

∗ Синхронное детектирование. Обнаружение слабого сигнала на фоне помех (IV)

∗ Основы автоматического распознавания образов (V)

∗ Проблема выравнивания двумерных изображений (V)

∗ Триангуляция Делоне и разбиение Вороного (VI)

∗ Статистический анализ двумерных периодических и непериодических структур (VI)
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Предостережения и оговорки

∗ Основная цель курса – показать применение методов математической статистики и
обработки сигналов для решения конкретных физических задач

∗ Курс не является систематическим изложением основ математической статистики,
статистической радиофизики и теории шумов

∗ Большинство примеров взяты из собственной практики

∗ Имеется множество коммерческих и свободно распространяемых пакетов программ
для обработки обработки экспериментальных результатов (Python, Matlab,
Mathematica, Maple, MathCad, R, Origin, SPIP, Gwyddion, WsXM, Igor, LabView...)

При решении экспериментальных задач можно пользоваться готовыми алгоритмами и
не заниматься перепрограммированием всех функций, однако хорошо бы понимать
принцип работы применяемых функций

∗ Для иллюстрации принципов обработки данных используется среда Matlab

∗ С минимальными синтаксическими изменениями все примеры могут быть переписаны
на языке Python
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Мотивация: обработка данных физических экспериментов

Пример: исследование температурной зависимости локального критического тока распари-
вания в тонких сверхпроводящих плёнках в поле магнитной частицы и определение крити-
ческой высоты, соответствующей разрушению мейсснеровского состояния
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Разумным вариантом определения критической высоты является экстраполяция к нулевому
значению остаточного магнитного поля

А. Ю. Аладышкин, А. К. Воробьев, П. П. Вышеславцев и др. Структура смешанного состояния, ин-
дуцированного в тонкой YВaCuO пленке полем малой ферромагнитной частицы // ЖЭТФ, т. 116,
1735-1749 (1999).
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Мотивация: обработка данных численных экспериментов

Пример: поиск собственных значений краевой задачи на сетке методом конечных разностей

Спектр собственных значений частицы в параболической яме

−
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2m
d2

dx2 ψn(x) +
mω2x2

2
ψn(x) = En ψn(x), где En = ℏω

(
n +

1
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)
.

Переход к безразмерной форме x = ax ′, где a =
√

ℏ/mω

−
d2

dx ′2
ψn(x

′) + (x ′)2 ψn(x
′) = E ′

n ψn(x
′), где E ′

n = 2n + 1.

Зависимость наименьшего собственного значения E ′
0 от числа узлов сетки N
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E0 = −A/N 2 + C

C = 0.9999989± 0.0000013

Анализ зависимости результатов расчетов от числа узлов сетки и прочих параметров позво-
ляет оценить сходимость алгоритма и точность вычислений

А. Ю. Аладышкин Лекция 1: Основные понятия ... 12 апреля 2024 (МФТИ) 5 / 43



Лекция 1

Основные понятия теории измерений
и математической статистики

Метод наименьших квадратов.
Оценка параметров линейной регрессии

А. Ю. Аладышкин Лекция 1: Основные понятия ... 12 апреля 2024 (МФТИ) 6 / 43



Основные понятия теории измерений (1)

Нормативные документы:

[1]. Guide to the expression of uncertainty in measurements. GUM 1995 with minor corrections. BIPM
(Bureau International des Poids et Mesures).

[2]. Руководство по выражению неопределённости измерения / перевод с англ. под ред. В.А. Слаева.
– ВНИИМ им. Д.И. Менделеева. – СПб, 1999.

Измерение (англ. measurement) – совокупность действий для определения отношения од-
ной (измеряемой) величины к другой однородной величине, принятой всеми участниками
за единицу и хранящуюся в техническом средстве (средстве измерений). Измерение должно
производиться согласно апробированной измерительной методике или процедуре.

Измеримая величина (англ. measurable quantity) – свойство явления или объекта, которое
может выделяться качественно и определяться количественно. Термин «величина» может
обозначать измеримые величины в общем смысле (температура, время, масса, концентра-
ция) или конкретные измеримые величины (длина данного стержня, электрическое сопро-
тивление данного провода, концентрация спирта в данном образце пива).

Истинное значение (англ. true value) – значение, соответствующее определению данной ве-
личины; иначе говоря, значение, которое могло бы быть получено при идеальном измерении.
Истинное значение по природе неопределимо.
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Основные понятия теории измерений (2)

Действительное значение (англ. conventional true value) – значение, приписываемое кон-
кретной величине и принимаемое по соглашению, как имеющую неопределённость, приемле-
мую для данной цели. Например, рекомендованное значение скорости света – 299 792 458м/с,
рекомендованное постоянной Авогадро – 6.0221367 × 1023 моль−1. Иногда действительное
значение называют приписанным значением, наилучшей оценкой величины или номиналь-
ным значением.

Принцип измерения (англ. principle of measurement) – научная основа измерения. Например,
применение термоэлектрического эффекта для измерения температуры, применение эффек-
та Джозефсона для измерения разности электрических потенциалов, применение эффекта
Доплера для измерения скорости.

Метод измерения (англ. method of measurement) – логическая последовательность опера-
ций, описанная в общем виде, которая применяется при выполнении измерений, например,
метод измерения замещением, четырехточечный метод, дифференциальный метод, нулевой
метод.

Измеряемая величина (англ. measurand) – конкретная величина, подвергаемая измерению.
Примеры: сопротивление образца при 10 К.

Влияющая величина (англ. influence quantity) – величина, которая не является предме-
том измерения, но влияющая на результат измерения. Примеры: температура микрометра,
применяемого для измерения толщины; частота при измерении амплитуды переменного на-
пряжения; влажность.
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Основные понятия теории измерений (3)

Результат измерения (англ. result of measurement) – значение, приписываемое измеряемой
величине после измерения, выражаемое произведением единицы измерения на число. При
приведении результата измерения следует указывать, относится ли измеренная величина к
показанию прибора, результату с учётом или без учёта поправки, к среднему нескольких
значений. Полная формулировка результата измерения включает также и информацию о
неопределённости измерения.

Исправленный результат измерения (англ. corrected result of measurement) – результат
измерения после внесения поправки на систематическую ошибку.

Точность измерения (англ. accuracy of measurement) – близость результата измерения к
истинному значению измеряемой величины.

Сходимость результатов измерений (англ. repeatability) – близость результатов последо-
вательных измерений одной и той же величины, выполненных в одинаковых условиях. К
условия сходимости относятся одна и та же измерительная процедура, один и тот же на-
блюдатель, один и тот же измерительный прибор, одно и то же место и условия проведения
измерений, повторение измерений в течение короткого интервала.

Воспроизводимость результатов измерений (англ. reproducibility) – близость результатов
измерений одной и той же измеряемой величины, выполненных в изменённых условиях,
например, различными методами или приборами, в различное время и условия проведения
измерения. Изменяющиеся условия могут включать принцип измерения, метод измерения,
наблюдателя, измерительный прибор, время и место измерения, условия применения.

Сходимость и воспроизводимость может выражаться через параметры, характеризующие
дисперсию или стандартное отклонение результатов измерений.
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Основные понятия теории измерений (4)

Неопределённость измерения (англ. uncertainty of measurements) – это параметр, связан-
ный с результатом измерения, который характеризует дисперсию значений, которые могли
бы быть обоснованно приписаны измеряемой величине. Параметром может быть стандарт-
ное отклонение или величина, кратная ему. Неопределённость измерения можно определить
также как меру возможной погрешности оценённого значения измеряемой величины или как
оценку, характеризующую диапазон, в пределах которого находится истинное значение из-
меряемой величины.

Погрешность измерения (англ. error of measurements) – отклонение результата измерения
от истинного значения измеряемой величины. Поскольку истинное значение не может быть
определено, на практике применяют действительное значение. Погрешность измерения равна
сумме случайной погрешности и систематической погрешности.

Случайная погрешность (англ. random error) – разность результата измерения и среднего
значения, которое могло бы быть получено при бесконечном большом числе повторных из-
мерений одной и той же величины в условиях сходимости. Поскольку на практике можно
выполнить только ограниченную серию измерений, можно определить только оценку слу-
чайной погрешности.

Систематическая погрешность (англ. systematic error) – разность между средним значени-
ем, которое могло бы быть получено при бесконечном большом числе повторных измерений
одной и той же величины в условиях сходимости, и истинным значением измеряемой вели-
чины.
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Основные понятия теории измерений (5)

Поправка (англ. correction) – значение величины, которое суммируется с неисправленным
результатом измерений для устранения систематической погрешности. Поскольку система-
тическая погрешность не может быть определена точно, компенсация не может быть полной.

Поправочный коэффициент (англ. correction factor) – числовой коэффициент, на который
умножают неисправленный результат измерения для устранения систематической погрешно-
сти. Поскольку систематическая погрешность не может быть определена точно, компенсация
не может быть полной.

Эталон (англ. measurement standard, фр. etalon) – средство измерений (или комплекс средств
измерений), обеспечивающее воспроизведение и хранение единицы физической величины
для передачи её размера нижестоящим по поверочной схеме средствам измерений, выпол-
ненное по особой спецификации и официально утверждённое в качестве эталона. Основные
виды эталонов: первичный и вторичные эталоны.

Поверка средств измерений – совокупность операций, выполняемых в целях подтверждения
соответствия средств измерений метрологическим характеристикам.
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Интегральная функция распределения

Пусть X – набор значений случайной величины.

Интегральная функция распределения: F (x) ≡ P(X ≤ x)

Очевидно, что F (x) = 0 для x < minX и F (x) = 1 для x > maxX .
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Простой алгоритм построения интегральной функции распределения в среде Matlab:

x = sort(Xn) и y = n/L,

где n – порядковый номер элемента после сортировки, L – длина реализации.
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Дифференциальная функция распределения.
Построение гистограмм

Дифференциальная функция распределения (плотность вероятности): f (x) ≡ dF/dx .

Очевидно, что
+∞∫
−∞

f (x) dx = F (+∞)− F (−∞) = 1.
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Гистограмма – это дискретный вариант функции распределения, который характеризует чис-
ло отсчетов fn (абсолютное или относительное), попадающих в n−ую корзину.

Формат команды в Matlab: f = hist(X , xbins), где X – вектор значений случайной величины,
xbins = {x1, x2, . . . xn} – вектор значений, описывающий положение центров корзин, fk – аб-
солютное число отсчетов, попадающих в интервал xk − δx ≤ X ≤ xk + δx (k−ая корзина).
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Выборочное среднее и его статистические
характеристики (1)

Математическое ожидание (англ. expectation) – понятие в теории вероятностей, означающее
среднее (взвешенное по вероятностям возможных значений) значение случайной величины

E
[
xi
]
= µ.

Подчеркнём, что математическое ожидание µ – детерминированная (неслучайная) величина.

Для дискретных случайных величин

E
[
xi
]
=

∞∑
i=1

xiwi ,

где wi – вероятность того, что случайная переменная равна xi .

Для непрерывных случайных величин

E
[
xi
]
=

∞∫
−∞

xw(x)dx ,

где w(x)dx – вероятность того, что случайная переменная лежит в интервале от x до x + dx .
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Выборочное среднее и его статистические
характеристики (2)

Введем выборочное среднее (англ. sample mean, empirical mean)

⟨x⟩ =
1
N

N∑
i=1

xi ,

где N – объём выборки или число степеней свободы (degree of freedom).

Очевидно, что выборочное среднее является случайной величиной.

При соблюдении определенных условий (в частности, если выборка является случайной и
наблюдения являются независимыми) выборочное среднее стремится к истинному значению
математического ожидания случайной величины при стремлении объёма выборки к беско-
нечности: ⟨x⟩ → µ при N → ∞.

Несложно показать, что математическое ожидание выборочного среднего для независимых
случайных величин совпадает с истинным математическим ожиданием

E
[
⟨x⟩
]
= E

[
1
N

N∑
i=1

xi

]
=

1
N

N∑
i=1

E
[
xi
]
=

1
N

N∑
i=1

µ =
1
N

· µN = µ.

Вывод: оценка выборочного среднего является несмещённой.
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Выборочное среднее и его статистические
характеристики (3)

Дисперсия случайной величины (англ. variance) – математическое ожидание квадрата откло-
нения случайной величины от математического ожидания

D
[
xi
]
≡ E

[
(xi − µ)2

]
.

Дисперсия характеризует меру разброса случайной величины около среднего значения. Дис-
персия является детерминированной величиной.

Для дискретных и непрерывных случайных величин имеем соотношения

D
[
xi
]
=

∞∑
i=1

(xi − µ)2wi и D
[
xi
]
=

∞∫
−∞

(x − µ)2w(x)dx .

По определению, стандартным отклонением (англ. standard deviation) случайной величины
от математического ожидания называется квадратный корень из дисперсии

σ ≡
√

D
[
xi
]
.

Функции в Matlab: mean(X ) – оценка выборочного среднего, var(X ) – оценка выборочной
дисперсии, std(X ) – оценка стандартного отклонения.
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Выборочное среднее и его статистические
характеристики (4)

Пусть независимые случайные величины xi имеют математическое ожидание µ и стандартное
отклонение σ. Вычислим дисперсию выборочного среднего (англ. sample covariance)

D
[
⟨x⟩
]
= E

[
(⟨x⟩ − µ)2

]
.

Для вычисления дисперсии выборочного среднего упростим аргумент по формуле квадрата
суммы (сумма квадратов всех слагаемых плюс перекрестные члены)

(⟨x⟩ − µ)2 =

(
1
N

N∑
i=1

xi −
1
N

N∑
i=1

µ

)2

=
1
N2

(
N∑
i=1

(xi − µ)

)2

=

=
1
N2

N∑
i=1

(xi − µ)2 +
2
N2

N∑
i=1,i<j

N∑
j=1

(xi − µ)(xj − µ).

Далее воспользуемся свойством линейности операции математического ожидания для неза-
висимых событий

D
[
⟨x⟩
]
= E

[
(⟨x⟩ − µ)2

]
= E

 1
N2

N∑
i=1

(xi − µ)2 +
2
N2

N∑
i=1,i<j

N∑
j=1

(xi − µ)(xj − µ)

 =

= E

[
1
N2

N∑
i=1

(xi − µ)2

]
+ E

 2
N2

N∑
i=1,i<j

N∑
j=1

(xi − µ)(xj − µ)

.
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Выборочное среднее и его статистические
характеристики (5)

Следовательно, дисперсия выборочного среднего для независимых измерений равна

D
[
⟨x⟩
]
= E

[
1
N2

N∑
i=1

(xi − µ)2

]
=

1
N

E

[
1
N

N∑
i=1

(xi − µ)2

]
=
σ2

N
.

Мы получили важный вспомогательный результат: стандартное отклонение для оценки вы-
борочного среднего зависит от длины реализации как 1/

√
N

σ⟨x⟩ ≡
√

D
[
⟨x⟩
]
=

σ
√
N
.

Иными словами, чем больше измерений случайной величины, тем меньше среднеквадратич-
ное отклонение для оценки выборочного среднего.

Вывод: оценка выборочного среднего является несмещённой и состоятельной:

E
[
⟨x⟩
]
= µ и σ⟨x⟩ → 0 при N → ∞.
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Иллюстрация: стандартное отклонение случайной
величины и стандартное отклонение оценки среднего

Пусть случайная величина описывается гауссовским распределением:

0 10 20
i

0.8

0.9

1

1.1

1.2

x
i

0 50 100 150 200
i

0.8

0.9

1

1.1

1.2

x
i

Плотность вероятности
для нормального (гауссова) распределения:

68% значений – в полосе ±σ

95% значений – в полосе ±2σ
99.7% значений – в полосе ±3σ
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Доверительные интервалы

Доверительным интервалом (англ. confidence interval) параметра θ для случайной величины
X с уровнем доверия p называется интервал с границами L и R, определяемый соотношением

P(L ≤ θ ≤ R) = p.

Часто используют уровни доверия 0.95 («правило двух сигм») и 0.99 («правило трёх сигм»).

Параметр α = 1 − p часто называют уровнем значимости (например, 0.05 или 0.01).

Граничные точки доверительного интервала L и R называются доверительными пределами.

Интуитивная интерпретация: если провести очень большое количество независимых экспери-
ментов с построением доверительного интервала одним и тем же способом, то в 95% экспе-
риментов доверительный интервал будет содержать оцениваемый параметр θ, а в оставшихся
5% экспериментов доверительный интервал не будет содержать θ.

Построение графиков с доверительными интервалами в Matlab: errorbar(x , y , e)

x

y
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Выборочная дисперсия и её статистические
характеристики (1)

Введем выборочную дисперсию для оценки рассеяния измеряемой случайной величины по
отношению к выборочному среднему

S2 ≡
1
N

N∑
i=1

(xi − ⟨x⟩)2 .

Очевидно, что выборочная дисперсия является случайной величиной.

Приведем это выражение к более удобному виду, добавляя и вычитая µ

S2 =
1
N

N∑
i=1

(
(xi − µ)− (⟨x⟩ − µ)

)2
=

=
1
N

N∑
i=1

(xi − µ)2 −
2
N

N∑
i=1

(xi − µ)(⟨x⟩ − µ) +
1
N

N∑
i=1

(⟨x⟩ − µ)2.

Детерминированные величины можно вынести из-под знака суммы и упростить выражение

S2 =
1
N

N∑
i=1

(
xi − µ

)2 − 2
(
⟨x⟩ − µ

)(
⟨x⟩ − µ

)
+
(
⟨x⟩ − µ

)2
=

1
N

N∑
i=1

(
xi − µ

)2 −
(
⟨x⟩ − µ

)2
.
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Выборочная дисперсия и её статистические
характеристики (2)

В силу линейности операции математического ожидания для независимых случайных собы-
тий получаем

E
[
S2] = E

[
1
N

N∑
i=1

(xi − µ)2 − (⟨x⟩ − µ)2

]
= E

[
1
N

N∑
i=1

(xi − µ)2

]
− E

[
(⟨x⟩ − µ)2

]
.

В первом слагаемом легко выделить дисперсию случайной величины, во втором слагаемом
– дисперсию оценки выборочного среднего (см. выше), поэтому

E
[
S2] = σ2 −

σ2

N
=

(N − 1)
N

σ2.

Мы доказали смещённость (заниженность) оценки выборочной дисперсии.

Для перехода к несмещённой оценке дисперсии случайной величины необходимо ввести ис-
правленную выборочную дисперсию по формуле

S̃2 ≡
N

(N − 1)
S2 =

1
(N − 1)

N∑
i=1

(xi − ⟨x⟩)2.

В этом случае E
[
S̃2] = σ2, что доказывает несмещённость оценки выборочной дисперсии

случайной величины.
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Предположение о гомоскедастичности
распределения случайной величины
Гомоскедастичность (англ. homoscedasticity) – свойство, означающее постоянство условной
дисперсии вектора или последовательности случайных величин, иными словами, дисперсия
случайной величины одинакова во все моменты измерения. Противоположное явление носит
название гетероскедастичности.

Гомоскедастичное распределение Гетероскедастичное распределение

x

y

x

y

Пример: при прецизионном измерении температурной зависимости электрического сопротив-
ления может наблюдаться изменение интенсивности тепловых шумов с ростом температуры
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Линейная регрессия (метод наименьших квадратов) и
проблема оценки параметров модели

1 1.5 2
xi

3

4

5
y i

yi = k · xi + b+ ηi

k = 2, b = 1

〈η〉 = 0,σn =
√

〈η2〉 = 0.1

k =2.0144, b =0.96947

Как оценить доверительные интервалы для параметров модели: k ± δk и b ± δb?
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Метод наименьших квадратов (method of least squares)

Рассмотрим массив данных {xi , yi} и предположим, что зависимость может быть аппрокси-
мирована линейной функцией y = k ·x+b. Иными словами, значения yi содержат регулярный
вклад и случайный шум.

Определим коэффициенты k и b так, чтобы суммарная ошибка линейной аппроксимации
была наименьшей

F(k, b) ≡
N∑
i=1

(yi − k xi − b)2 → min .

Потребуем, чтобы коэффициенты k и b соответствовали локальному минимуму функционала

∂F
∂k

= 0 и
∂F
∂b

= 0.

Это позволяет получить систему уравнений в следующем виде

(−2) ·
N∑
i=1

xi (yi − k xi − b) = 0 и (−2) ·
N∑
i=1

(yi − k xi − b) = 0.

Здесь и далее для краткости мы будем использовать обозначения

∑
xi =

N∑
i=1

xi = N ·
(

1
N

N∑
i=1

xi

)
= N · ⟨x⟩,

где ⟨x⟩ – среднее значение параметра x для данной выборки.
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Решение системы уравнений

k̃ =
N
∑

xi yi −
∑

xi
∑

yi
N
∑

x2
i −

∑
xi
∑

xi
=

⟨xi yi ⟩ − ⟨xi ⟩⟨yi ⟩
⟨x2

i ⟩ − ⟨xi ⟩2
=

∑
(xi − ⟨xi ⟩) (yi − ⟨yi ⟩)∑

(xi − ⟨xi ⟩)2
,

b̃ =
1
N

·
(

N∑
i=1

yi − k̃ ·
N∑
i=1

xi

)
=

⟨x2
i ⟩⟨yi ⟩ − ⟨xi yi ⟩⟨xi ⟩
⟨x2

i ⟩ − ⟨xi ⟩2
.

Итак, оптимальный выбор параметров соответствует линейной аппроксимирующей функции

yapp(x) = k̃ · x + b̃ =
⟨xi yi ⟩ − ⟨xi ⟩⟨yi ⟩
⟨x2

i ⟩ − ⟨xi ⟩2
· x +

⟨x2
i ⟩⟨yi ⟩ − ⟨xi yi ⟩⟨xi ⟩
⟨x2

i ⟩ − ⟨xi ⟩2
.

Нетрудно показать, что аппроксимирующая прямая проходит через среднюю точку рассмат-
риваемого массива x = ⟨xi ⟩ и y = ⟨yi ⟩:

yapp(⟨xi ⟩) =
⟨xi yi ⟩ − ⟨xi ⟩⟨yi ⟩
⟨x2

i ⟩ − ⟨xi ⟩2
· ⟨xi ⟩+

⟨x2
i ⟩⟨yi ⟩ − ⟨xi yi ⟩⟨xi ⟩
⟨x2

i ⟩ − ⟨xi ⟩2
=

=
−⟨xi ⟩

2⟨yi ⟩+ ⟨x2
i ⟩⟨yi ⟩

⟨x2
i ⟩ − ⟨xi ⟩2

=
⟨yi ⟩ (⟨x

2
i ⟩ − ⟨xi ⟩

2)

⟨x2
i ⟩ − ⟨xi ⟩2

= ⟨yi ⟩ q.e.d .

Аналогично работает модель полиномиальной аппроксимации y = a + bx + cx2 + dx3 + . . .
методом наименьших квадратов.
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Оценка дисперсии случайной величины

Оценим дисперсию измеряемых величин от аппроксимирующей линейной зависимости, для
чего введем сумму квадратов остатков (англ. error sum of squares или residual sum of squares)

RSS =
∑(

yi − (k̃ · xi + b̃)
)2
,

тогда оценка среднеквадратичного отклонения измеряемой величины от предсказываемого
значения равна

σn =

√
RSS

N − 2
=

√
1

(N − 2)
·
∑(

yi − (k̃ · xi + b̃)
)2
.

1 1.5 2
xi

3

4

5

y i

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
δyi = yi − yappi

0
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8

f
(δ
y i
)

2σn

2σn/
√
N
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Оценка стандартного отклонения для наклона

Обсудим статистические свойства оценок наклона k̃ и смещения b̃.

Введем вспомогательную детерминированную величину, определяемую значениями xi для
данной выборки

wi =
xi − ⟨xi ⟩∑
(xi − ⟨xi ⟩)2

.

Далее нам потребуется следующие свойства, которые несложно доказать∑
wi =

∑
(xi − ⟨xi ⟩)∑
(xi − ⟨xi ⟩)2

=
N ·
∑

xi/N −
∑

⟨xi ⟩∑
(xi − ⟨xi ⟩)2

=
N⟨xi ⟩ − N⟨xi ⟩∑

(xi − ⟨xi ⟩)2
= 0;

∑
wi · (xi − ⟨xi ⟩) =

∑
(xi − ⟨xi ⟩)

2∑
(xi − ⟨xi ⟩)2

= 1;

∑
wi · xi =

∑
wi · (xi − ⟨xi ⟩+ ⟨xi ⟩) =

∑
wi · (xi − ⟨xi ⟩) +

∑
wi · ⟨xi ⟩ = 1 + 0 = 1;

∑
w2
i =

∑
(xi − ⟨xi ⟩)

2(∑
(xi − ⟨xi ⟩)2

)2 =
1∑

(xi − ⟨xi ⟩)2
·
∑

(xi − ⟨xi ⟩)
2∑

(xi − ⟨xi ⟩)2
=

1∑
(xi − ⟨xi ⟩)2

.
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Представим выражение для оценки наклона k̃ в следующем виде

k̃ =

∑
(xi − ⟨xi ⟩) (yi − ⟨yi ⟩)∑

(xi − ⟨xi ⟩)2
=
∑

wi · (yi − ⟨yi ⟩) =
∑

wi yi − ⟨yi ⟩
∑

wi =
∑

wi yi .

В такой форме записи случайный характер оценки связан с множителем yi .

Вычислим математическое ожидание оценки k̃

E [k̃] = E
[∑

wi yi

]
=
∑

wi E
[
yi
]
=
∑

wi E
[
k · xi + b + ηi

]
=
∑

wi (k · xi + b + 0) =

= k
∑

wixi + b
∑

wi = k · 1 + 0 = k.

Вычислим дисперсию оценки k̃, предполагая некоррелированный и гомоскедастичный шу-
мовой вклад

D
[
k̃
]
= D

[∑
wi yi

]
=
∑

D
[
wi yi

]
=
∑

w2
i D
[
yi
]
=
∑

w2
i · σ2

n =
σ2
n∑

(xi − ⟨xi ⟩)2
=

=
1

N − 1
·

σ2
n∑

(xi − ⟨xi ⟩)2/(N − 1)
=

1
(N − 1)

·
σ2
n

σ2
x

,

где σn и σx – среднеквадратичные отклонения для шума и x−координат точек выборки от
среднего значения.

Вывод: оценка наклона является несмещённой и состоятельной (σk → 0 при N → ∞).
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Cреднеквадратичное отклонение оценки для наклона определяется квадратным корнем из
дисперсии

σk ≃
σn/

√
N

σx
для N ≫ 1,

Можно дать простую интерпретацию этому соотношению – стандартное отклонение для на-
клона определяется отношением ширины шумовой дорожки для среднего значения (σn/

√
N)

и ширины распределения по горизонтальной оси.
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Оценка стандартного отклонения для смещения

Оценка смещения b̃ через параметр wi

b̃ ≃ ⟨yi ⟩ − k̃ · ⟨xi ⟩ =
1
N

∑
yi − ⟨xi ⟩ ·

∑
wi yi =

∑(
1
N

− ⟨xi ⟩wi

)
yi .

Вычислим математическое ожидание оценки b̃

E
[
b̃
]
= E

[∑(
1
N

− ⟨xi ⟩wi

)
yi

]
=
∑(

1
N

− ⟨xi ⟩wi

)
E [yi ] =

∑(
1
N

− ⟨xi ⟩wi

)
(k ·xi +b)

=
1
N

k ·
∑

xi +
1
N

∑
b − ⟨xi ⟩k ·

∑
wi xi − ⟨xi ⟩b ·

∑
wi = k⟨xi ⟩+ b − k⟨xi ⟩ − 0 = b.

Вычислим дисперсию оценки b и стандартное отклонение

D
[
b̃
]
= D

[∑(
1
N

− ⟨xi ⟩wi

)
yi

]
=
∑

D

[(
1
N

− ⟨xi ⟩wi

)
yi

]
=
∑(

1
N

− ⟨xi ⟩wi

)2
D [yi ] =

= σ2
n ·
∑(

1
N

− ⟨xi ⟩wi

)2
= σ2

n ·
(∑ 1

N2 −
2
N
⟨xi ⟩ ·

∑
wi + ⟨xi ⟩

2 ·
∑

w2
i

)
=

= σ2
n ·
(

1
N

+
⟨xi ⟩

2∑
(xi − ⟨xi ⟩)2

)
≃
σ2
n

N
·
(

1 +
⟨xi ⟩

2

σ2
x

)
.

Вывод: оценка смещения является несмещенной и состоятельной.
А. Ю. Аладышкин Лекция 1: Основные понятия ... 12 апреля 2024 (МФТИ) 31 / 43



Оценка стандартного отклонения для наклона и смещения

σk ≃
σn√
N

1
σx

и σb ≃
σn√
N

·

√
1 +

⟨xi ⟩2

σ2
x

=

√
σ2
n

N
+ σ2

k ⟨xi ⟩2 для N ≫ 1.

Линейная аппроксимация и доверительный интервал:

yapp ≃ ⟨y⟩+ k̃ ·
(
x − ⟨x⟩

)
+ b̃ и σy ≃

σn√
N

·

√
1 +

(x − ⟨x⟩)2

σ2
x

.
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N. Altman and M. Krzywinski, Simple linear regression // Nature Methods, vol. 12, 999–1000 (2015).
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Промежуточные выводы

◦ Среднеквадратичные отклонения для оценок параметров модели определяются стан-
дартным отклонением остаточного члена (т. е. пропорциональны интенсивности шума).

◦ Чем больше число отсчетов (длина реализации N), тем меньше стандартные отклонения
от средних значений.

◦ Чем больше дисперсия аргумента, тем меньше стандартные отклонения оценок наклона
и смещения от средних значений.

◦ Среднеквадратичное отклонение для наклона не зависит абсолютных значений аргумен-
тов.

◦ Среднеквадратичное отклонение для смещения зависит от среднего значения ⟨xi ⟩ и
потому наименьшее рассеивание будет наблюдаться для центрированной зависимости
(⟨xi ⟩ = 0).
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Функции polyfit и fit в среде Matlab

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Функция p = polyfit(X ,Y , n) выдает значения коэффициентов полиномиальной аппрокси-
мации (an, an−1, . . . , a0) многочленом n−ой степени: Y = pn X

n + pn−1 X
n−1 + . . .+ p0.

Функция Yapp = polyval(p,Xapp) генерирует аппроксимирущую функцию в точках Xapp .

Функция f = fit(X ,Y , type) выдает значения коэффициентов и соответствующие довери-
тельные интервалы при полиномиальной аппроксимации n−ой степени

параметр type = ’poly1’, ’poly2’,. . . ’poly9’ в зависимости от степени аппроксимирующего
полинома

Пример использования:

f = fit(X ,Y , ’poly1’)

Linear model Poly1:

f (x) = p1 ∗ x + p2

Coefficients (with 95% confidence bounds):

p1 = 2 (1.993, 2.007)

p2 = 3 (2.958, 3.043)
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Задачи

Дан набор однотипных N файлов, содержащих одномерный массив данных X и Y (первый
и второй столбцы). Предполагая, что зависимость Y от X описывается линейной функцией

Y = k · X + b + σ · η,

определить характер и интенсивность шума, ожидаемые значения и доверительный интервал
для наклона (k) и смещения (b) для отдельных реализаций и для ансамбля реализаций. По
возможности сравните оценки параметров, определяемые аналитическими формулами из
лекции, и оценками с помощью встроенных функций в пакетах прикладных программ.
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Задачи

Дан набор однотипных N файлов, содержащих одномерный массив данных X и Y (первый
и второй столбцы). Предполагая, что зависимость Y от X описывается полиномиальной
функцией

Y = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0 + σ · η
с неизвестной степенью многочлена n, определить характер и интенсивность шума, ожи-
даемые значения и доверительные интервалы для коэффициентов a0, . . . an для отдельных
реализаций и для ансамбля реализаций.
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Пример 1: оценка толщины смачивающего слоя Pb

Уставщиков, Путилов, Аладышкин, Туннельная интерферометрия и измерение толщины ультратонких
металлических плёнок Pb(111) // Письма в ЖЭТФ, т. 106, 476-482 (2017)

Спектр уровней размерного квантования в пленке толщины D

En = E0 +
ℏ2k2

n

2m∗ ≃ EF + ℏvF ·
(πn
D

− kF

)
=⇒ ∆E ≡ En+1 − En =

πℏvF
D
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Пример 1: оценка толщины смачивающего слоя Pb

∆E =
πℏvF

dWL + N · dML

или
1

∆E
=

dWL + N · dML

πℏvF
.
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N = d/dML

0
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2.5
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E

−
1
,
1/
V

k =0.074, σk =0.0008; b =0.229, σb =0.015

dWL
dWL = −3.07± 0.15 dML

(95% confidence interval)

Coefficients (with 95% confidence bounds)

k = 0.0744± 0.0017

b = 0.227± 0.048

1/∆E = NdML/(πh̄vF )

vF = (1.83± 0.04) · 108 cm/s
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Пример 2: оценка работы выхода

Aladyshkin, Quantum-well and modified image-potential states in thin Pb(111) films: an estimate for the
local work function // Journal of Physics: Condensed Matter, vol. 32, 435001 (2020)
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Энергия эмиссионных резонансов

|e|Un = Ws + α · F 2/3 · n2/3 для n ≫ 1.
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Пример 2: оценка работы выхода
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Пример 3: оценка константы электрон-фононного
взаимодействия по данным ARPES

A. Y. Tupchaya, L. V. Bondarenko, A. A. Yakovlev, A. N. Mihalyuk, D. V. Gruznev, N. S. Denisov, A. V.
Matetsky, A. Yu. Aladyshkin, A. V. Zotov, A. A. Saranin, 2D system incorporating perforated Mg sheet
sandwiched between Pb layer and Si(111) // Applied Surface Science, vol. 589, 152951 (2022)
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Пример 3: оценка константы электрон-фононного
взаимодействия по данным ARPES

Оценка постоянной электрон-фононного взаимодействия
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Выводы

◦ Как правило, детальный статистический анализ экспериментальных данных является
избыточным, если речь идет о качественных наблюдениях.

◦ Детальный статистический анализ имеет смысл только при обработке эксперименталь-
ных данных метрологического качества, когда можно минимизировать влияние «инстру-
мента» и исследовать материальные характеристики образцов высокого качества.

◦ Нужно понимать, как работают формулы, зашитые в стандарные пакеты отработки ре-
зультатов (Matlab, Origin, Maple, Mathematica) и области их применимости.

◦ Для нестандартных случаев (например, гетероскедастичное распределение) для оценки
доверительных интервалов следует действовать по определению.
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Лекция 2

Проблема численного дифференцирования и
поиска экстремумов при наличии шума

Интерполяция, аппроксимация
и декомпозиция
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Среднее арифметическое и среднее медианное

Среднее арифметическое

⟨x⟩ =
1
N

N∑
n=1

xn

Вычисление среднего значения в Matlab: mean(X )

Среднее арифметическое набора чисел – число, сумма квадратов расстояний от которого до
всех чисел из набора минимальна.

Пример: пусть X = [10, 11, 10, 12, 11, 9, 12, 10, 1000] – выборка с одним явным выбросом.

Очевидно, что среднее ⟨x⟩ = 120.5 существенно отличается от всех элементов в выборке.

Среднее медианное или медиана: такое число, что половина из элементов выборки не
меньше него, а другая половина не больше.

Вычисление медианы: упорядочим выборку по возрастанию элементов, тогда для нечётного
числа элементов в выборке медианой называют средний элемент

sort(X ) = [9, 10, 10, 10, 11, 11, 12, 12, 1000] → медиана = x(N−1)/2 = 11

Для чётного числа элементов в выборке медианой часто называют среднее арифметическое
двух центральных элементов

(
x
(N−1)/2 + x

(N−1)/2+1

)
/2.

Вычисление медианного значения в Matlab: median(X )
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Интерполяция

Интерполяция – в вычислительной математике метод нахождения неизвестных промежуточ-
ных значений некоторой функции, по имеющемуся дискретному набору её известных значе-
ний. Как правило, интерполяцией называют такую разновидность аппроксимации, при кото-
рой кривая построенной функции проходит точно через имеющиеся точки данных.

1. Кусочно-линейная интерполяция – интерполяция неизвестной функции Y = f (X ) ли-
нейной функцией y = k · x + b на каждом участке между любыми двумя узлами (Xn,Yn) и
(Xn+1,Yn+1).

Пример: Yint = interp1 (X ,Y ,Xint), где X и Y – аргумент и значение интерполируемой
функции, Xint – вектор значений, в которых требуется определить значение функции.

2. Кубическая сплайн-интерполяция – интерполяция неизвестной функции Y = f (X ) ку-
бической зависимостью вида y = a3 x

3 + a2 x
2 + a1 x + a0 на каждом участке между любыми

двумя узлами (Xn,Yn) и (Xn+1,Yn+1). Кубическая сплайн-интерполяция проходит точно че-
рез все узлы исходной зависимости и обеспечивает непрерывность интерполируемой функции
вместе с первой и второй производными.

Пример: Yint = spline (X ,Y ,Xint), где X и Y – аргумент и значение интерполируемой функ-
ции, Xint – вектор значений, в которых требуется определить значение функции.

Интерполяцию разумно использовать приведения зависимости с пропущенными или нерав-
номерно расположенными узлами к зависимости с эквидистантно расположенными узлами.
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Сравнение линейной и кубической сплайн-интерполяции
для зависимости с неравномерным расположением точек

Модельная функция: Y = X + 2 sin X (◦)

Линейная интерполяция и кубическая сплайн-интерполяция
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Сравнение линейной и кубической сплайн-интерполяции
при наличии шума

Модельная функция: Y = X + 2 sin X + 0.2 · η(X ) (◦)

Линейная интерполяция и кубическая сплайн-интерполяция
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Шум может приводить к неадекватной интерполяции!
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Проблема численного дифференцирования при наличии
шума

Гладкая функция без «шума»: dYdX = gradient(Y )/∆X , где ∆X = Xn+1 − Xn

yn

xn

(yn+1 − yn)/(xn+1 − xn)

xn

Гладкая функция + высокочастотный «шум»: dYdX = gradient(Y )/∆X

yn

xn

(yn+1 − yn)/(xn+1 − xn)

xn

Вывод 1: проблема дифференцирования функции на сетке при наличии шума является некор-
ректной математической задачей и в общем случае решения не имеет.

Вывод 2: перед тем, как дифференцировать массивы экспериментальных данных, результаты
измерений нужно «сгладить», фильтруя высокочастотные шумы аппаратными средствами
или численными методами.
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Сглаживающая кубическая сплайн-аппроксимация

Пусть Xn и Yn – массив экспериментальных данных, где n = 1, . . .N.

Сглаживающая функция f (Xn), имеющая на каждом участке вид кубического сплайна, ми-
нимизирует функционал

F = P ·
N∑

n=1

∣∣f (Xn)− Yn

∣∣2 + (1 − P) ·
N∑

n=1

∣∣f ′′n (x)
∣∣2.

Параметр 0 ≤ P ≤ 1 характеризует меру сглаживания: чем меньше P, чем более гладкой
является функция f (Xn).

yn

xn

y = A arctg (x/L) +B

(yn+1 − yn)/(xn+1 − xn)

xn

P1 < P2 < P3

Для P ̸= 1 сглаживающая функция не проходит через узлы исходного массива данных!
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Функция csapp в Matlab

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Функция coeff = csaps(X ,Y ,P) возвращает значения коэффициентов сплайна

Yapp = fnval(coeff ,X ) – построение сглаживающего сплайна для функции

dYdXapp = fnval(fnder(coeff ),X ) – вычисление производной

yn

xn

y = Ax+B

(yn+1 − yn)/(xn+1 − xn)

xn

P1 < P2 < P3
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Скользящий полиномиальный фильтр
(фильтр Савицкого-Голея)

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Идея фильтрации заключается в выделении подмассивов X (n0−L : n0+L) и Y (n0−L : n0+L)
длиной 2L + 1 значений с центром в точке с индексом n0 и аппроксимации полученной
выборки полиномом n−степени.

yn

xn
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Функция sgolayfilt в Matlab

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Функция Z = sgolayfilt(Y , n,W ) возвращает значения сглаженной функции

n – порядок полинома, используемого для локальной аппроксимации

W = 2L+ 1 – ширина «окна» для локальной аппроксимации в точках

Wx = W ·∆X – ширина «окна» в реальных единицах

yn

xn

y = A arctg ((x+ x0)/L)+

A arctg ((x− x0)/L) +B

(yn+1 − yn)/(xn+1 − xn)

xn

W1< W2
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Скользящий гауссовский фильтр (1)

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Гауссова функция шириной σ с центром в точке X0

G(X − X0) =
1

√
2π σ

exp

(
−

1
2
·
(X − X0)2

σ2

)
.

Сглаженное значение функции в точке n0: Yapp,n =
∑
n′

Y
n′ · G(Xn − X

n′ )

yn

xn

А. Ю. Аладышкин Лекция 2: Проблема дифференцирования 12 апреля 2024 (МФТИ) 11 / 36



Скользящий гауссовский фильтр (2)

Определим сглаженный сигнал Yapp(x) следующим образом

yapp(x) ≡
∫

y(x ′)G(x − x ′) dx ′ =

∫
y(x ′)

1
√

2πσ
exp

(
−
(x − x ′)2

2σ2

)
dx ′.

Вычислим пространственный фурье-спектр сглаженной функции

ŷapp(k) ≡
1

√
2π

∞∫
−∞

yapp(x) e
−ikx dx =

=
1

√
2π

∫
f (x ′)

 1
√

2πσ

∞∫
−∞

exp

(
−
(x − x ′)2

2σ2 − ikx

)
dx

 dx ′.

Сделаем замену переменных по внутреннем интеграле: t = x − x ′, тогда

ŷapp(k) =
1

√
2π

∫
y(x ′)

 1
√

2πσ

∞∫
−∞

exp

(
−

t2

2σ2 − ikt

)
dt

 e−ikx′ dx ′.

Выделим в показателе экспоненты полный квадрат(
−

t2

2σ2 − ikt

)
= −

(
t

√
2σ

+
ikσ
√

2

)2
−

k2σ2

2
.
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Скользящий гауссовский фильтр (3)

После выделения во внутреннем интеграле полного квадрата получаем

ŷapp(k) =
1

√
2π

∫
y(x ′)

 1
√

2πσ

∞∫
−∞

exp

(
−
(

t
√

2σ
+

ikσ
√

2

)2
)

dt

 exp

(
−
k2σ2

2

)
e−ikx′ dx ′

= exp

(
−
k2σ2

2

)
·
(

1
√

2π

∫
y(x ′) e−ikx′ dx ′

)
≃ exp

(
−
k2σ2

2

)
· ŷ(k).

или

ŷapp(k) ≃ exp

(
−
k2σ2

2

)
· ŷ(k).

Таким образом, за счёт множителя e−k2σ2/2 в спектре сглаженной функции будут подавлены
высокочастотные гармоники, которые присутствуют в фурье-спектре исходной функции ŷ(k).

Используя критерий отсечки k2σ2 ≳ 1, получаем, что при скользящей гауссовой фильтрации
с параметром σ будут подавлены компоненты с пространственными масштабами λ ≲ σ.
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Функция imgaussfilt в Matlab

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Функция Z = imgaussfilt(Y ,W ) возвращает значения сглаженной функции

W – ширина окна для сглаживания (стандартное отклонение) в точках

Wx = W ·∆X – ширина окна для сглаживания в реальных единицах

yn

xn

y = A arctg ((x+ x0)/L)+

A arctg ((x− x0)/L) +B

(yn+1 − yn)/(xn+1 − xn)

xn

σ1 < σ2
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Скользящая медианная фильтрация

Медианная фильтрация – эффективная процедура обработки сигналов, подверженных воз-
действию импульсных помех и выбросов.

yn

xn

yn

xn
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Функция medfilt1 в Matlab

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Функция Z = medfilt1(Y ,W ) возвращает медианное значение функции в пределах окна

W – ширина окна для сглаживания в точках

Wx = W ·∆X – ширина окна для сглаживания в реальных единицах

yn

xn

y = A arctg ((x+ x0)/L)+

A arctg ((x− x0)/L) +B

(yn+1 − yn)/(xn+1 − xn)

xn

W1< W2
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Усреднение по ансаблю реализаций:
функции mean и median

Для уменьшения интенсивности шумов по отношению к регулярной составляющей сигнала
можно проводить усреднение по ансамблю реализаций:

пусть Y – массив данных, имеющий размер L × N, где L – длина реализации, N – число
реализаций (файлов)

среднее арифметическое Ỹ = mean (Y , 2) показано толстой красной линией

среднее медианное Ỹ = median (Y , 2) показано толстой синей линией
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Вывод: медианное усреднение менее чувствительно к наличию выбросов.
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Пример: исследование туннельных спектров

Анализ локальных электронных свойств поверхности Pb(111)/Si(111)7× 7 для участков раз-
ной толщины (объём выборки – 50 линий)

Процедура анализа: вычисление медианного среднего по ансамблю → сглаживание средней
линии I = I (U) скользящим гауссовым фильтром шириной 20мВ → численное дифферен-
цирование и получение спектра дифференциальной туннельной проводимости dI/dU(U)

Участки с локальной толщиной 12 монослоев и 13 монослоев плёнки Pb(111) с учётом тол-
щины смачивающего слоя 3dML, где dML = 0.286 нм – толщина монослоя для поверхности
Pb(111)

Пример обработки: усреднение по ансамблю → скользящее гауссово сглаживание усреднён-
ной характеристики с шириной окна 20 мВ → численное дифференцирование
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Задачи

Для массивов данных, описанных в задачах из предыдущей лекции, для каждой реализации
требуется устранить высокочастотные шумы различными способами и затем вычислить про-
изводную dY /dX для каждой реализации.

Для тех же массивов данных требуется усреднить данные по ансамблю реализаций (среднее
арифметическое и среднее медианное) и для усредненных характеристик вычислить произ-
водную d⟨Y ⟩/dX и найти экстремумы.
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Спрямляющие координаты

Для того, чтобы убедительно показать, что экспериментальная зависимость Y от X опи-
сывается простой функциональной зависимостью, необходимо найти такое преобразование
координат X̃ = g(X ) и Ỹ = f (Y ), чтобы X̃ и Ỹ были связаны линейной зависимостью.

Новые координаты X̃ и Ỹ часто называются спрямляющими координатами.

Внимание – после нелинейного преобразования шумы могут стать гетероскедастичными!

Важные примеры:

1. Если Y = A · X + B (линейная функция), то спрямляющими координатами являются X и
Y (тривиальный случай)

2. Если Y = A · X n (степенная функция), то спрямляющими координатами являются lnX и
lnY , поскольку lnY = lnA+ n · (lnX )
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3. Если Y = A·eγ X (экспоненциальная функция), то спрямляющими координатами являются
X и lnY , поскольку lnY = lnA+ γ · X
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γ = 1/4

γ = −1/2

4. Если Y = A·ln(γ ·(X−X0)) (логарифмическая функция), то спрямляющими координатами
являются X − X0 и eY/A, поскольку exp(Y /A) = γ · (X − X0).

5. Более сложные случаи требуют особого подхода и изобретательности, например, для функ-
ции Y = A+ B · X 2/3 спрямляющими координатами являются Y − A и X 2/3.

Контрольный вопрос: теплоемность твёрдого тела при низких температурах описывается за-
висимостью C = aT + bT 3. Как выбрать спрямляющие координаты для определения пара-
метров a и b?

А. Ю. Аладышкин Лекция 2: Проблема дифференцирования 12 апреля 2024 (МФТИ) 21 / 36



Аппроксимация данных стандартными зависимостями (1)

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Предположим, что ожидаемая функциональная зависимость Y от X совпадает с

одной из стандартных функций ’poly1’–’poly9 ’, ’exp1 ’, ’exp2 ’, ’fourier1 ’–’fourier8 ’,

’gauss1 ’–’gauss9 ’, ’rat02 ’–’rat55 ’, ’power1 ’, ’power2 ’, ’sin1 ’–’sin8 ’, ’cubicspline’

Функция для определения параметров аппроксимирующей зависимости

f = fit(X, Y, type)

CI = confint(f , level) – матрица параметров, определяющих верхную и нижнюю границу
доверительных интервалов для каждого коэффициента (по умолчанию по 95% уровню)
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Аппроксимация данных стандартными зависимостями (2)

Пример: разложение функции на сумму двух гауссовских функций f = fit(X, Y, ’gauss2 ’)

f = General model Gauss2:

f(x) = a1*exp(-((x-b1)/c1)**2) + a2*exp(-((x-b2)/c2)**2)

Coefficients (with 95% confidence bounds):

a1 = 1.985 (1.959, 2.011) a2 = 0.5932 (0.5751, 0.6112)

b1 = -3.988 (-4.003, -3.973) b2 = 4.015 (3.944, 4.086)

c1 = 1.404 (1.383, 1.425) c2 = 2.862 (2.761, 2.963)
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Аппроксимация данных модельными зависимостями,
определяемыми пользователем: функции fit и fittype

Пусть X – вектор значений аргумента, Y – вектор значений измеряемой величины.

Предположим, что ожидаемая функциональная зависимость Y от X не совпадает ни с

одной из стандартных функций ’poly1’–’poly9 ’, ’exp1 ’, ’exp2 ’, ’fourier1 ’–’fourier8 ’,

’gauss1 ’–’gauss9 ’, ’rat02 ’–’rat55 ’, ’power1 ’, ’power2 ’, ’sin1 ’–’sin8 ’, ’cubicspline’

В нестандартном случае можно ввести свою подгоночную функцию, например, функцию
Лоренца с центром в точке x0 и шириной Γ

f (x) = A ·
Γ2

(x − x0)2 + Γ2 .

Для аппроксимации экспериментальных данных используется следующий набор команд

MyFunc = fittype(’A ∗ B2/((x − C)2 + B2) ’) и
f = fit(X, Y, MyFunc, ’StartPoint ’, [A0B0C0])

A0, B0, C0 – начальные значения параметров

a = f .A, b = f .B, c = f .C – оптимальные значения параметров

CI = confint(f , level) – матрица параметров, определяющих верхную и нижнюю границу
доверительных интервалов для каждого коэффициента (по умолчанию по 95% уровню)
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Декомпозиция: сумма лоренцевских функций

Пример применения пользовательской функции

MyFunc = fittype(’a ∗ b2/((x − c)2 + b2) + d ∗ e2/((x − f )2 + e2) ’)

f = fit(X, Y, MyFunc, ’StartPoint’, [a0 b0 c0 d0 e0 f0])
Coefficients (with 95% confidence bounds):
a = 1.984 (1.953, 2.015) d = 0.6087 (0.5822, 0.6351)
b = 1.01 (0.9866, 1.032) e = 1.42 (1.331, 1.509)
c = -4.993 (-5.009, -4.978) f = 5.002 (4.94, 5.063)

-15 -10 -5 0 5 10 15
X

0

1

2

Y

А. Ю. Аладышкин Лекция 2: Проблема дифференцирования 12 апреля 2024 (МФТИ) 25 / 36



Задачи

Дан набор однотипных N файлов, содержащих одномерный массив данных X и Y (первый
и второй столбцы).

Предполагая, что зависимость Y от X может быть представлена в виде комбинации ло-
кализованных пиков и аддитивного шума, оценить параметры пиков (средние значения и
доверительные интервалы для амплитуды, положения и ширины).

Определить, являются ли пики гауссовыми или лоренцевыми.
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Пример: оценка критической температуры
сверхпроводящего перехода

A. Y. Tupchaya, L. V. Bondarenko, A. A. Yakovlev, A. N. Mihalyuk, D. V. Gruznev, N. S. Denisov, A. V.
Matetsky, A. Yu. Aladyshkin, A. V. Zotov, A. A. Saranin, 2D system incorporating perforated Mg sheet
sandwiched between Pb layer and Si(111) // Applied Surface Science, vol. 589, 152951 (2022)
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Модельная зависимость сопротивления в нормальном состоянии с учётом флуктуаций

ρth(T ) =
1

α+ β · T + σAL(T )
, где σAL = A ·

(
e2

16ℏ

)
·

Tc

(T − Tc )
.

Оценка критической температуры с 95%-доверительным интервалом: Tc = 1.15 ± 0.01K.
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Проблема поиска экстремумов при наличии шума (1)

Тестовая последовательность – набор максимумов и минимумов различной ширины при на-
личии интенсивного шума (стандартное отклонение σn = 0.2).
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Возможный способ решения – свертка с локализованной функцией переменного масштаба,
например, с «мексиканской шляпой» – второй производной гауссовой функции
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Проблема поиска экстремумов при наличии шума (2)

Результат прямого вычисления свёртки исходной последовательности и «мексиканской шля-
пы» переменной ширины σ – основная идея вейвлет-анализа
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Протяженные вертикальные полосы указывает на наличие экстремумов функции
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Ковариация и линейный коэффициент корреляции

Ковариация определяется как математическое ожидание произведения отклонений случай-
ных величин X и Y и является совместным центральным моментом второго порядка

cov (X ,Y ) = E
[
(X − ⟨X ⟩) · (Y − ⟨Y ⟩)

]
= E

[
X · Y

]
− E

[
X
]
· E
[
Y
]
.

Свойства ковариации:

1. Для совпадающих аргументов ковариация эквивалентна дисперсии случайной величины:
cov(X ,X ) = D[X ] и cov(Y ,Y ) = D[Y ].

2. Ковариация двух независимых случайных величин X и Y равна нулю, поскольку
E
[
X · Y

]
= E

[
X
]
· E
[
Y
]
.

3. Абсолютная величина ковариации двух случайных величин X и Y не превышает среднего
геометрического их дисперсий: cov (X ,Y )| ≤

√
D[X ] · D[Y ] (неравенство Коши-Буняковского).

4. Ковариация имеет размерность, равную произведению размерности случайных величин,
и поэтому зависит от единиц измерения. Данная особенность ковариации затрудняет её ис-
пользование в целях корреляционного анализа.

Коэффициент корреляции Пирсона ρ(X ,Y ) – мера линейной зависимости двух случайных
величин X и Y

ρ(X ,Y ) =
cov(X ,Y )

σX · σY

=

∑
(X − ⟨X ⟩) · (Y − ⟨Y ⟩)√∑

(X − ⟨X ⟩)2 ·
∑

(Y − ⟨Y ⟩)2
.
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Свойства коэффициента корреляции

1. Коэффициенты корреляции Пирсона можно записать в виде симметричной матрицы раз-
мером 2 × 2

ρ =

(
ρ(X ,X ) ρ(X ,Y )

ρ(Y ,X ) ρ(Y ,Y )

)
=

(
1 ρ(X ,Y )

ρ(X ,Y ) 1

)
,

поскольку ρ(Y ,X ) = ρ(X ,Y ) и ρ(X ,X ) = ρ(Y ,Y ) = 1.

2. Коэффициент корреляции ρ(X ,Y ) изменяется от минус единицы до плюс единицы.

3. Можно показать, что
ρ(X ,Y ) = k ·

σX

σY

,

где k – коэффициент наклона в модели линейной регрессии Y = k · X + b + η.

Поскольку отношение коэффициента регрессии к среднеквадратичному отклонению σY не
зависит от единиц измерения параметра Y , коэффициент корреляции ρ(X ,Y ) не зависит от
единиц измерения!

Функция [R,P, L,U] = corrcoef (X ,Y ), где X и Y – два массива входных данных,

R – матрица коэффициентов корреляции,

P – матрица p-значений, характеризующих статистическую значимость,

L и U – матрицы коэффициентов, определяющих нижнюю границу (lower bound) и верхнюю
границу (upper bound) доверительных интервалов (по умолчанию предполагается 95% уро-
вень значимости для каждого коэффициента)
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Пример: X и X ′ – две случайных независимых последовательности, соответствующих нор-
мальному распределению со стандартным отклонением σ = 1 и нулевым средним

Y = 2 + f · X + (1 − f ) · X ′ – линейная комбинация, где f – весовой множитель.
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Построение гистограмм для двумерных распределений

Пример построения для N = 21

X

Y
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Построение гистограмм для двумерных распределений

Функция hist2d(X ,Y ,N), где X и Y – случайные величины, N – число корзин

А. Ю. Аладышкин Лекция 2: Проблема дифференцирования 12 апреля 2024 (МФТИ) 34 / 36



Построение гистограмм для двумерных распределений

Для ансамбля реализаций можно построить двумерную гистограмму, при этом цвет точек
будет соответствовать относительной частоте найти данное значение функции Y для задан-
ного значения аргумента X

X

Y
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Открытый вопрос для самостоятельной работы

Как можно ввести критерий надежного (статистически значимого) обнаружения линейного
роста на фоне интенсивного шума?
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Ëåêöèÿ 3

Îñíîâû ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà

äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ

Äèñêðåòèçàöèÿ ñèãíàëîâ

è òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà îá îòñ÷¼òàõ

È. Ñ. Ãîíîðîâñêèé, Ðàäèîòåõíè÷åñêèå öåïè è ñèãíàëû. Ì.: Ðàäèî è ñâÿçü. � 1986. � 512 ñ.
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Ðàçëîæåíèå ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó (1)

ez

ey
ex

v

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó

v = vxex + vyey + vzez

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè

(ex · ey ) = 0, (ex · ez ) = 0 è (ey · ez ) = 0

Ìîæíî ðàñêëàäûâàòü ôóíêöèè ïî áåñêîíå÷íîìåðíîìó áàçèñó ϕn(x) ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëü-
íîñòè áàçèñíûõ ôóíêöèé

(ϕn(x) · ϕm(x)) = C δn,m.

Ïðèìåðû îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé: òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ôóíêöèè Áåññåëÿ, ñôåðè-
÷åñêèå ôóíêöèè, ïîëèíîìû Ëàãåððà, Ýðìèòà, ×åáûø¼âà è ò. ä.
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Ðàçëîæåíèå ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó (2)

Ôóíêöèè

. . . e−2iω1t , e−iω1t , 1, e iω1t , e2iω1t , . . .

îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé íà èíòåðâàëå T = 2π/ω
1
. Â ñàìîì äåëå,

T/2∫
−T/2

e inω1t e imω1t dt =

T/2∫
−T/2

e i(n−m)ω1t dt =
1

i(n −m)ω
1

e i(n−m)ω1t

∣∣∣∣T/2
−T/2

=

= T
sinπ(n −m)

π(n −m)
= T δn,m.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ s(t) ñ ïåðèîäîì T ìîæåò áûòü îä-
íîçíà÷íî ðàçëîæåíà â ðÿä ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè
÷àñòîòàìè (êîìïëåêñíàÿ ôîðìà ðÿäà Ôóðüå)

s(t) =
∞∑

n=−∞
cn e

inω1t , ãäå cn =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) e−inω1t dt è ω1 =
2π

T
.
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Ðàçëîæåíèå ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó (3)

Ôóíêöèè

1, sinω1t, cosω1t, sin 2ω1t, cos 2ω1t, . . .

îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé íà èíòåðâàëå T = 2π/ω
1
.

T/2∫
−T/2

cos(nω1t) cos(mω1t) dt =
1

2

T/2∫
−T/2

cos(n −m)ω1t dt +
1

2

T/2∫
−T/2

cos(n + m)ω1t dt =

=
T

2

sinπ(n −m)

π(n −m)
+

T

2

sinπ(n + m)

π(n + m)
=

T

2
δn,m +

T

2
δn,−m.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü îñòàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ s(t) ñ ïåðèîäîì T ìîæåò áûòü îäíî-
çíà÷íî ðàçëîæåíà â ðÿä ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè (òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêàÿ ôîðìà ðÿäà Ôóðüå)

s(t) =
a
0

2
+
∞∑
n=1

(an cos nω1t + bn sin nω1t) ,

ãäå

an =
2

T

T/2∫
−T/2

s(t) cos nω1t dt, bn =
2

T

T/2∫
−T/2

s(t) sin nω1t dt è ω1 =
2π

T
.
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Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (1)

Èòàê, ïðîèçâîëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå

s(t) =
∞∑

n=−∞
cne

inω1t , ãäå cn =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t)e−inω1tdt. (∗)

Çäåñü T � ïåðèîä, ω
1

= 2π/T � îñíîâíàÿ ÷àñòîòà, ω = nω
1
� ñïåêòð ÷àñòîò.

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ cn â îáùåì âèäå èìåþò äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè

cn =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) cos(nω1t)dt − i ·
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) sin(nω1t)dt =
1

2
(an − ibn).

Î÷åâèäíî, ÷òî Re cn = an/2 � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ n è Im cn = −bn/2 � í¼÷åòíàÿ ôóíêöèÿ n.
Àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè:

cn = |cn| e iθn ,

ãäå |cn| � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ n è ôàçà θn � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ n.

Ðàçëîæåíèå (*) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

s(t) =
∞∑

n=−∞
|cn| e i(nω1t+θn) = |c0|+

∞∑
n=1

2|cn| cos(nω1t + θn)m =

=
a
0

2
+
∞∑
n=1

(an cos nω1t + bn sin nω1t) .
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Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (2)

Ïðèìåð: ôóðüå-ñïåêòð ñèãíàëà ãàð-
ìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà s(t) = S

0
sinωt.

Âûáåðåì íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè íà
ïåðåäíåì ôðîíòå ñèãíàëà.

Äëÿ íå÷¼òíîãî ñèãíàëà ñïåêòð áóäåò
÷èñòî ìíèìûì:

0

−T/2 T/2

S0

t

cn =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) cos(nω1t)dt − i
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) sin(nω1t)dt = −i
S
0

T

T/2∫
−T/2

sin

(
2πt

T

)
sin

(
2πnt

T

)
dt

= −i
S
0

2T

T/2∫
−T/2

cos

(
2π(n − 1)t

T

)
dt + i

S
0

2T

T/2∫
−T/2

cos

(
2π(n + 1)t

T

)
dt = −i

S
0

2
·
(
δn,1 + δ−n,1

)
.
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Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (3)

Ïðèìåð: ôóðüå-ñïåêòð ñèãíàëà â âè-
äå ñèììåòðè÷íîãî ìåàíäðà, S

0
� àì-

ïëèòóäà ñèãíàëà. Âûáåðåì íà÷àëî îò-
ñ÷åòà âðåìåíè íà ïåðåäíåì ôðîíòå
ñèãíàëà.

0 T/2 T

S0

−S0

t

Äëÿ íå÷¼òíîãî ñèãíàëà s(t) ñïåêòð áóäåò ÷èñòî ìíèìûì:

cn = −i ·
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) sin(nω1t)dt = −i ·
S
0

T

0∫
−T/2

(−1) sin(nω1t)dt − i ·
S
0

T

T/2∫
0

(+1) sin(nω1t)dt

= −i ·
2S

0

T

1

nω
1

(
1− cos

(
nω1

T

2

))
= −i · S0 ·

(1− cosπn)

πn
.
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Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (4)

Ïðèìåð: ôóðüå-ñïåêòð ñèãíàëà â âè-
äå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíèïîëÿðíûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ, S

0
� àì-

ïëèòóäà ñèãíàëà. Âûáåðåì íà÷àëî îò-
ñ÷åòà âðåìåíè â ñåðåäèíå èìïóëüñà. −τ/2 τ/2 −τ/2 + T

S0

t

Äëÿ ÷¼òíîãî ñèãíàëà s(t) ñïåêòð áóäåò ÷èñòî äåéñòâèòåëüíûì:

c0 =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t)dt = S0
1

T

τ/2∫
−τ/2

dt = S0
τ

T
,

cn =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) cos(nω1t)dt − i ·
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) sin(nω1t)dt =
S
0

T

τ/2∫
−τ/2

cos(nω1t)dt =

=
S
0

T

1

nω
1

sin(nω1t)

∣∣∣∣τ/2
−τ/2

=
S
0

2πn

(
sin
(
nω1

τ

2

)
− sin

(
−nω1

τ

2

))
=

S
0

πn
sin
(
nω1

τ

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíèïîëÿðíûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ

s(t) = S0 ·
{
τ
0

T
+

2

π

∞∑
n=1

1

n
sin
(nω

1
τ

2

)
cos(nω1t)

}
.
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Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (5)

Ïðèìåð: ôóðüå-ñïåêòð ñèãíàëà â âè-
äå ïèëîîáðàçíîãî ñèãíàëà. Âûáåðåì
íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè â òî÷êå ìè-
íèìóìà.

0

−T/2 T/2

S0

t

Äëÿ ÷¼òíîãî ñèãíàëà s(t) ñïåêòð áóäåò ÷èñòî äåéñòâèòåëüíûì:

cn =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) cos(nω1t)dt =
2

T

T/2∫
0

t

T/2
S0 cos(nω1t)dt = −

4S
0

T 2

1

nω
1

T/2∫
0

sin(nω1t)dt =

=
4S

0

T 2

1

(nω
1
)2

cos(nω1t)

∣∣∣∣T/2
0

= S0 ·
(1− cosπn)

(πn)2
.
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Èç-çà îòñóòñòâèÿ ðàçðûâîâ êîìïîíåíòû çàòóõàþò áûñòðåå (∼ 1/n2), ÷åì äëÿ ìåàíäðà (∼ 1/n).
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Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ:
ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïåðåõîä îò ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ê íåïåðèîäè÷åñêèì (äèñêðåòíûé ñïåêòð → ñïëîøíîé):

(i) Àíàëèç ïåðèîäè÷åñêèõ è íåïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âî âðåìåíè

F
[
y(t)

]
≡ ŷ(ω) =

∞∫
−∞

y(t) e−iωt dt è y(t) =
1

2π

∞∫
−∞

ŷ(ω) e+iωt dω,

ãäå ω = 2π/T � óãëîâàÿ ÷àñòîòà, f = 1/T � ëèíåéíàÿ ÷àñòîòà.

(ii) Àíàëèç îäíîìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ è íåïåðèîäè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàíñòâå

F
[
y(x)

]
≡ ŷ(k) =

∞∫
−∞

y(x) e−ikx dx è y(x) =
1

2π

∞∫
−∞

ŷ(k) e+ikx dk,

ãäå k = 2π/λ � âîëíîâîé âåêòîð, λ � äëèíà âîëíû.

Ìû èñïîëüçóåì íåñèììåòðè÷íóþ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòàìè 1 è (2π)−1.

Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà ñ êîýôôèöèåíòàìè 1/
√
2π.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (1)

1. Âçàèìíàÿ ñîãëàñîâàííîñòü ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

y(t) =
1

2π

∞∫
−∞

ŷ(ω) e iωt dω =
1

2π

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

y(t′) e−iωt′ dt′

 e iωt dω =

=

∞∫
−∞

y(t′) dt′

 1

2π

∞∫
−∞

e iω(t−t′) dω

 =

∞∫
−∞

y(t′) δ(t − t′) dt′ = y(t).

2. Ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F
[
a · f (t) + b · g(t)

]
=

∞∫
−∞

(
a · f (t) + b g(t)

)
· e−iωt dt =

= a

∞∫
−∞

f (t) e−iωt dt + b

∞∫
−∞

g(t) e−iωt dt = a · f̂ (ω) + b · ĝ(ω).
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (2)

3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è äèôôåðåíöèðîâàíèå

F
[
y ′(t)

]
=

∞∫
−∞

(
d

dt
y(t)

)
e−iωt dt = −

∞∫
−∞

y(t)

(
d

dt
e−iωt

)
dt =

= iω

∞∫
−∞

y(t) e−iωt dt = iω ŷ(t).

F
[
y ′(x)

]
= −

∞∫
−∞

y(t)

(
d

dt
e−iωt

)
dt = ik

∞∫
−∞

y(x) e−ikx dx = ik ŷ(x).

F
[
y ′′(t)

]
= (iω)2 ŷ(ω) = −ω2 ŷ(ω) è F

[
y ′′(x)

]
= (ik)2 ŷ(k) = −k2 ŷ(k).

4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è èíòåãðèðîâàíèå

F
[∫

y(t)dt

]
=

1

iω
ŷ(ω) è F

[∫
y(x)dx

]
=

1

ik
ŷ(k).

Ñðàâíèòå ôóðüå-ñïåêòðû ìåàíäðà è ïèëîîáðàçíîãî ñèãíàëà (ñ. 7 è 9)
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Èíòåãðèðóþùèå è äèôôåðåíöèðóþùèå RC-öåïè

Íàïîìíèì, ÷òî âðåìÿ çàðÿäêè/ðàçðÿäêè êîíäåíñàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì τ = RC .

Vin Vout

R

C

 a

Vin Vout

C

R

 b

1. Èíòåãðèðóþùàÿ RC-öåïî÷êà (ðèñóíîê a) � ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò (ÔÍ×)

Vout(ω) = I (ω) ·
1

iωC
= Vin(ω) ·

1/(iωC)

R + 1/(iωC)
= Vin(ω) ·

1

1 + iωRC
'

' Vin(ω) ·
1

iωτ
ïðè ωτ � 1.

Ñèãíàë íà âûõîäå ïðîïîðöèîíàëåí èíòåãðàëó îò ñèãíàëà íà âõîäå ïî âðåìåíè.

2. Äèôôåðåíöèðóþùàÿ RC-öåïî÷êà (ðèñóíîê b) � ôèëüòð âûñîêèõ ÷àñòîò (ÔÂ×)

Vout(ω) = I (ω) · R = Vin(ω) ·
R

R + 1/(iωC)
= Vin(ω) ·

iωRC

1 + iωRC
' Vin(ω) · iωτ ïðè ωτ � 1.

Ñèãíàë íà âûõîäå ïðîïîðöèîíàëåí ïðîèçâîäíîé îò ñèãíàëà íà âõîäå ïî âðåìåíè.
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Ñâ¼ðòêà (êîíâîëþöèÿ) è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (1)

1. Âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé äâóõ ôóíêöèé f (t) è g(t) íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ

∞∫
−∞

f (t + τ) g(τ) dτ.

2. Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ åñòü

∞∫
−∞

f (t + τ) f (t) dt.

3. Ñâ¼ðòêîé (êîíâîëþöèåé) äâóõ ôóíêöèé f (t) è g(t) íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ

∞∫
−∞

f (t − τ) g(τ) dτ.

ñîîòâåòñòâóþùóþ âçàèìíîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè f (t) è g(−t). Îïåðàöèþ ñâ¼ðòêè ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ¾ñõîæåñòü¿ îäíîé ôóíêöèè ñ îòðàæ¼ííîé è ñäâèíóòîé êîïèåé äðóãîé.
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Ñâ¼ðòêà (êîíâîëþöèÿ) è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (2)

https://ru.wikipedia.org/wiki/Âçàèìíîêîððåëÿöèîííàÿ_ôóíêöèÿ
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (3)

5. Òåîðåìà î ñâ¼ðòêå

F

 ∞∫
−∞

f (t − t′) g(t′) dt′

 =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f (t − t′) g(t′)dt′

 e−iωt dt =

=

∞∫
−∞

g(t′) dt′ ·

 ∞∫
−∞

f (t − t′) e−iωt dt

 =

∞∫
−∞

g(t′) dt′ · f̂ (ω) e−iωt′ =

= f̂ (ω) ·
∞∫
−∞

g(t′) e−iωt′ dt′ = f̂ (ω) · ĝ(ω).

6. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé

F
[
f (t) · g(t)

]
=

∞∫
−∞

f (t) g(t) e−iωt dt =

∞∫
−∞

f (t) ·

 1

2π

∞∫
−∞

ĝ(ω′) e iω
′t dω′

 e−iωt dt =

=
1

2π

∞∫
−∞

ĝ(ω′) ·

 ∞∫
−∞

f (t) e−i(ω−ω′)t dt

 dω′ =
1

2π

∞∫
−∞

f̂ (ω − ω′) · ĝ(ω′) dω′.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (4)

7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñäâèã

F
[
y(t − t0)

]
=

∞∫
−∞

y(t − t0) e−iωt dt =

∞∫
−∞

y(t′) e−iωt′−iωt0 dt′ =

= e−iωt0

∞∫
−∞

y(t′) e−iωt′ dt′ = e−iωt0 ŷ(ω).

F
[
y(x − x0)

]
=

∞∫
−∞

y(x − x0) e−ikx dx = e−ikx0 ŷ(k).

8. Íóëåâàÿ ôóðüå-êîìïîíåíòà ïðîïîðöèîíàëüíà ¾ïëîùàäè¿ ïîä êðèâîé àíàëèçèðóåìîé ôóíê-
öèè

ŷ(ω)
∣∣∣
ω=0

=

∞∫
−∞

y(t) dt è ŷ(k)
∣∣∣
k=0

=

∞∫
−∞

y(x) dx .

Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ïîëåçíî âû÷åñòü ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîíèçèòü àìïëèòóäó íóëåâîé ãàðìîíèêè è óñèëèòü âûñøèå ãàðìîíèêè.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (5)

9. Âàæíûå ïðèìåðû

F
[
δ(t)

]
=

∞∫
−∞

δ(t) e−iωt dt = 1

F
[
C
]

=

∞∫
−∞

C e−iωt dt = 2πC δ(ω)

F
[

cos(at)
]

=

∞∫
−∞

(
e iat + e−iat

2

)
e−iωt dt = π δ(ω − a) + π δ(ω + a)

F
[

sin(at)
]

=

∞∫
−∞

(
e iat − e−iat

2i

)
e−iωt dt = −iπ δ(ω − a) + iπ δ(ω + a)

F
[
e−at2

]
=

∞∫
−∞

e−at2 e−iωt dt =

√
π

a
e−ω

2/a

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: êàê ïîëó÷èòü ôóðüå-îáðàç sin (at) èç ôóðüå-îáðàçà cos (at) (èëè íàîáî-
ðîò), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî î ôóðüå-ñïåêòðå ïðîèçâîäíîé?
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (4)

10. Åñëè ôóíêöèÿ ëîêàëèçîâàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè âðåìåíè (èëè ïðîñòðàíñòâà)

y(t) = rect(L) =

{
1 ïðè |t| ≤ L/2,

0 ïðè |t| > L/2,

ãäå L � ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëèçàöèè, òî

ŷ(ω) =

L/2∫
−L/2

e−iωt dt =

(
e−iωt

−iω

)L/2

−L/2

= L ·
sin(ωL/2)

(ωL/2)
= L · sinc

(
ωL

2

)
.

f

x
−L/2 L/2

f̂

k

∆k = 4π/L

11. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ ôóíêöèè y(x) è åå ôóðüå-îáðàçà ŷ(k) 1

‖y(t)‖2

∞∫
−∞

(t − t0)2 |y(t)|2 dt

 ·
 1

‖ŷ(ω)‖2

∞∫
−∞

(ω − ω0)2 |ŷ(ω)|2 dk

 ≥ 1

(4π)2
,

ãäå ‖y(ω)‖ � íîðìà äëÿ êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ‖y(t)‖ =
∫
|y(t)|2 dt.

Ñðàâíèòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè íåîïðåäåëåííîñòè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

∆E ·∆t &
~
2

è ∆p ·∆x &
~
2
.
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Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñïåêòðàìè îäèíî÷íîãî èìïóëüñà è
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ (1)

Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûé îäèíî÷íûé ëîêàëèçîâàííûé èìïóëüñ s
1
(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åìó ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ŝ
1
(ω) � íå çàáûâàéòå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé

t

t1 t2

s1(t)

ω

ŝ1(ω)

Ôóíêöèÿ

s(t) =
∞∑

n=−∞
s1(t − nT )

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ âðåìåíè (èëè êîîðäèíàòû). Ïåðèîäè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ áóäóò ðàâíû

cn =
1

T

T/2∫
−T/2

s(t) e inω1tdt =
1

T

t2∫
t1

s1(t) e inω1tdt, ãäå ω = nω1 =
2πn

T
.
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Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñïåêòðàìè îäèíî÷íîãî èìïóëüñà è
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ (2)

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü îäèíî÷íîãî èìïóëüñà íà òåõ æå ÷àñòîòàõ ω = nω
1
áóäåò ðàâíà

ŝ(ω)
∣∣∣
ω=nω1

=

∞∫
−∞

s1(t) e inω1tdt =

t2∫
t1

s1(t) e inω1tdt.

Ñëåäîâàòåëüíî, cn = ŝ
1
(nω

1
)/T = f

1
ŝ
1
(nω

1
), ãäå f

1
� ÷àñòîòà ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ.

t

s(t)
T

ω

ŝ1(ω)/T

2π/T

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì T ñïåêòðàëüíûå ëèíèè ñáëèæàþòñÿ è â ïðåäåëå T → ∞ ìû
ïåðåõîäèì ê ñïåêòðó îäèíî÷íîãî èìïóëüñà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû: êàê áóäåò âûãëÿäåòü ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ èì-
ïóëüñîâ? êàê áóäåò âûãëÿäåòü ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåëüòà-èìïóëüñîâ?
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Äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà (1)

Ïóñòü s(t) � íåïðåðûâíûé ñèãíàë ïðîèçâîëüíîãî âèäà

s(t) w(t)

Äèñêðåòèçîâàííûé ñèãíàë (sampling) sd (t) � ýòî âûáîðêà çíà÷åíèé èñõîäíîé ôóíêöèè â ýê-
âèäèñòàíòíî ðàñïîëîæåííûå ìîìåíòû âðåìåíè (èëè êîîðäèíàòû) ñ ïåðèîäîì T :

sd (t) = s(t) · w(t),

ãäå w(t) � îêîííàÿ ôóíêöèÿ.

sd(t)
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Äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà (2)

Ðàññìîòðèì îêîííóþ ôóíêöèþ w(t) â âèäå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëü-
íûõ èìïóëüñîâ âûñîòîé w

0
, øèðèíîé τ

0
è ïåðèîäîì T (ñ. 8)

w(t) = w0 ·
{
τ
0

T
+

2

π

∞∑
n=1

1

n
sin
(nω

1
τ
0

2

)
cos(nω1t)

}
=

=
w
0
τ
0

T
·
{
1 + 2

∞∑
n=1

(
T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
cos

(
2πn

T
t

)}
.

Çäåñü ω
1

= 2π/T � óãëîâàÿ ÷àñòîòà ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ.

Äèñêðåòèçîâàííûé ñèãíàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

sd (t) = s(t) · w(t) =
w
0
τ
0

T

{
s(t) + 2s(t)

∞∑
n=1

(
T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
cos

(
2πn

T
t

)}
=

=
w
0
τ
0

T

{
s(t) + s(t)

∞∑
n=1

(
T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

) (
e i2πnt/T + e−i2πnt/T

)}
.
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Äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà (3)

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðåäñòàâèì äèñêðåòèçîâàííûé ñèãíàë â ñëåäóþùåì âèäå

sd (t) =
w
0
τ
0

T
s(t) +

w
0
τ
0

T

∞∑
n=1

s(t) ·
(

T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
· e i2πnt/T +

+
w
0
τ
0

T

∞∑
n=1

s(t) ·
(

T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
· e−i2πnt/T .

Èñïîëüçóåì òåîðåìû î ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è î ñäâèãå è ïîëó÷èì ñïåêòð äèñ-
êðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà

ŝd (ω) =
w
0
τ
0

T
ŝ(ω) +

w
0
τ
0

T

∞∑
n=1

(
T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
· s
(
ω −

2π

T
n

)
+

+
w
0
τ
0

T

∞∑
n=1

(
T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
· s
(
ω +

2π

T
n

)
.

Âî âòîðîé ñóììå ìîæíî ñäåëàòü ôîðìàëüíóþ çàìåíó n→ −n è îáúåäèíèòü äâà ðÿäà

ŝd (ω) =
w
0
τ
0

T

∞∑
n=−∞

(
T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
· s
(
ω −

2π

T
n

)
.
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Äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà (4)

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñïåêòðîâ èñõîäíîãî ñèãíàëà, ñäâèíóòûõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà ÷àñòîòó 2π/T è ìîäóëè-
ðîâàííûõ ïî çàêîíó sin x/x

ŝd (ω) =
w
0
τ
0

T

∞∑
n=−∞

(
T

πnτ
0

)
sin
(πτ

0
n

T

)
· s
(
ω −

2π

T
n

)
.

ñïåêòð èñõîäíîãî (íåïðåðûâíîãî) ñèãíàëà ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà

ω1 ω2

ŝ(ω)
ŝd(ω)

2π/T

2π/τ0

Âûâîä: ïåðåâîä íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà â öèôðîâóþ (äèñêðåòèçèðîâàííóþ) ôîðìó ïðèâîäèò
ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ ñïåêòðà íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ (aliasing)
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Ðàçëîæåíèå ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó (4)

Ôóíêöèè âèäà sinx/x = sinc x (ëàò. sinus cardinalis)

fn(t) =
sinω

0
(t − n ·∆t)

ω
0
(t − n ·∆t)

, ãäå ∆t =
π

ω
0

ñ ðàçíûìè n îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé íàáîð íà èíòåðâàëå −∞ < t <∞.

Ìîæíî ïîêàçàòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∞∫
−∞

sin(ω
0
t − πn)

(ω
0
t − πn)

·
sin(ω

0
t − πm)

(ω
0
t − πm)

dt =
π

ω
0

δn,m.

-40 -20 0 20 40

0

1

ω0t

sinω0t/(ω0t) sin(ω0t− πm)/(ω0t− πm)

sinc-ôóíêöèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè íà ñåòêå ýêâèäèñòàíòíûõ òî÷åê
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Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà � Íàéêâèñòà � Øåííîíà (1)

Òåîðåìà îòñ÷¼òîâ: åñëè íàèâûñøàÿ ÷àñòîòà â ñïåêòðå ôóíêöèè s(t) íå ïðåâûøàåò fm, òî
ôóíêöèÿ s(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâîèõ çíà÷åíèé â ìîìåíòû, îò-
ñòîÿùèå äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà ∆t = 1/(2fm) ñåêóíä:

s(t) =
∞∑

n=−∞
s(n∆t) · ϕn(t), ãäå ϕn(t) =

sinωm(t − n∆t)

ωm(t − n∆t)
è ωm = 2πfm.

Íàãëÿäíàÿ èëëþñòðàöèÿ âìåñòî äîêàçàòåëüñòâà:

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñïåêòðàìè íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà

−ωm ωm = 2πfm

ŝ(ω)

2πfm 2π/T − 2πfm

ŝd(ω)2π/T

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷àñòè ôóðüå-ñïåêòðà äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà íå ïåðåêðûâàëèñü, íåîáõî-
äèìî âûïîëíèòü óñëîâèå

2πfm <
2π

∆t
− 2πfm =⇒ ∆t <

1

2fm
.

¾Ñåðåäèííàÿ¿ ÷àñòîòà ω∗ = π/T íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé Íàéêâèñòà.
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Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà � Íàéêâèñòà � Øåííîíà (2)

Òåîðåìà îòñ÷åòîâ îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíóþ ðàçðåøàþùóþ ÷àñòîòíóþ ñïîñîáíîñòü
îñöèëëîãðàôîâ è àíàëîãîöèôðîâûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé

÷àñòîòà âûáîðêè 1 Ãá/c,
ïðåäåëüíàÿ ÷àñòîòà 200 ÌÃö

÷àñòîòà âûáîðêè 2 Ãá/c,
ïðåäåëüíàÿ ÷àñòîòà 500 ÌÃö

Ïðåäåëüíûå ïàðàìåòðû îñöèëëîãðàôîâ:
Ñòàíäàðòíûå àíàëîãîâûå ÝËÒ îñöèëëîãðàôû: 300 ÌÃö = 0.3 ÃÃö
Ñâåðõñêîðîñòíûå ÝËÒ îñöèëëîãðàôû: äî 5 ÃÃö
Öèôðîâûå ñòðîáîñêîïè÷åñêèå îñöèëëîãðàôû: äî 80 ÃÃö
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Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà � Íàéêâèñòà � Øåííîíà (3)

Êîäèðîâàíèå çâóêîâîé èíôîðìàöèè (ðå÷ü, ìóçûêà):

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöèôðîâàííûé ñèãíàë ñîäåðæàë èíôîðìàöèþ î âñåì äèàïàçîíå ñëûøè-
ìûõ ÷àñòîò èñõîäíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëà (20 Ãö � 20 êÃö) íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûáðàííîå
çíà÷åíèå ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè ñîñòàâëÿëî íå ìåíåå 40 êÃö.

CD-Audio:
÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè � 44.1 êÃö;
ðàçðÿäíîñòü êâàíòîâàíèÿ � 16 áèò (65 òûñ. óðîâíåé ñèãíàëà)

DVD-Audio:
÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè � 96 êÃö;
ðàçðÿäíîñòü êâàíòîâàíèÿ � 24 áèò (16 ìëí. óðîâíåé ñèãíàëà)

sd(t)
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Äèñêðåòíîå è áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (1)

DFT � Discrete Fourier Transform, FFT � Fast Fourier Transform

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ âåêòîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè yn:

F
[
yn
]
≡ ŷk =

N−1∑
n=0

yn e
−2πikn/N è yn =

1

N

N−1∑
k=0

ŷk e
2πikn/N ,

ãäå n = 0, 1, . . .N − 1 è k = 0, 1, . . .N − 1 � öåëî÷èñëåííûå èíäåêñû.

Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � êîíêðåòíûé àëãîðèòì íàèáîëåå áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ äèñ-
êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíîé N = 2m îòñ÷¼òîâ.

Ñèììåòðèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ äëÿ k 6= 0:

ŷk =

N−1∑
n=0

yn e
−2πikn/N =

N−1∑
n=0

yn

{
cos

(
2πkn

N

)
− i sin

(
2πkn

N

)}
,

ŷN−k =

N−1∑
n=0

yn e
−2πi(N−k)n/N =

N−1∑
n=0

yn

{
cos

(
−
2πkn

N

)
− i sin

(
−k

2πkn

N

)}
,

îòêóäà ñëåäóåò Re ŷk = Re ŷN−k è Im ŷk = −Im ŷN−k , ïðè ýòîì
∣∣ŷk ∣∣ =

∣∣ŷN−k

∣∣.
Âûâîä: â ñïåêòðå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âîçíèêàåò óäâîåíèå ñïåêòðàëüíûõ êîì-
ïîíåíò (aliasing), ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñïåêòðà k = N/2 (òàê
íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòà Íàéêâèñòà).
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Äèñêðåòíîå è áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (2)

Âû÷èñëèì äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

yn = A cos
(
2πf · tn

)
= A cos

(
2πf ∆t · n

)
=

A

2
e2πi f ∆t·n +

A

2
e−2πi f ∆t·n.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì

ŷk =

N−1∑
n=0

yn e
−2πikn/N =

A

2

N−1∑
n=0

e2πi (f ∆t−k/N)·n +
A

2

N−1∑
n=0

e2πi (−f ∆t−k/N)·n.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ k = k∗, ãäå k∗ = N · f ∆t, ïîêàçàòåëü êàæäîé ýêñïîíåíòû â ïåðâîé
ñóììå ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó

ŷk

∣∣∣
k=k∗

=

N−1∑
n=0

1 =
A

2
N.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ k = N−k∗ (çåðêàëüíûé ïèê îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé òî÷êè) çàïèøåì
÷ëåíû ðÿäà âî âòîðîé ñóììå â ñëåäóþùåì âèäå

e2πi (−f ∆t−k/N)·n = e2πi (−f ∆t−(N−k∗)/N)·n = e2πi (−f ∆t+k∗/N−1)·n = e2πi (−f ∆t+k∗)/N·n = 1,

ñëåäîâàòåëüíî,

ŷk

∣∣∣
k=N−k∗

=

N−1∑
n=0

1 =
A

2
N.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àìïëèòóäû ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà âûñîòó îäíîãî èç ñèììåòðè÷íûõ ïèêîâ
ôóðüå-îáðàçà íóæíî óäâàèâàòü è äåëèòü íà äëèíó ðåàëèçàöèè N.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 3: Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç... 19 àïðåëÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 31 / 46



Äèñêðåòíîå è áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (3)

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ âåêòîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè yn:

F
[
yn
]
≡ ŷk =

N−1∑
n=0

yn e
−2πikn/N è yn =

1

N

N−1∑
k=0

ŷk e
2πikn/N ,

ãäå n = 0, 1, . . .N − 1 è k = 0, 1, . . .N − 1 � öåëî÷èñëåííûå èíäåêñû.

Ôîðìàò êîìàíäû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:
Y = fft(X ) è X = ifft(Y ) � ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ïðèìåð: y = 0.7 sin(2π · 50 · t) + 1.0 sin(2π · 120 · t) + 1.0 randn(N)

0 100 200 300 400 500
n

-4

-2

0

2

4

y n

0 100 200 300 400 500
k

0

0.2

0.4
|y

k
|/N
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Ïðîáëåìà ìàñøòàáèðîâàíèÿ îñåé
ïðè äèñêðåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå

t0 t1 t2
t

∆t

T = (N − 1) ·∆t

f

∆f = 1/(N ·∆t) fmax � 1/∆t

0 f1 f2
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Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè fft è ifft è
ìàñøòàáèðîâàíèÿ îñåé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå

Ôîðìàò êîìàíäû: Y = fft(X ) è X = ifft(Y )

Ïðèìåð: yn = y(tn) = A
1
· sin(2πf

1
tn) + A

2
· sin(2πf

2
tn) + øóì

tn =
[
t
0
, t

0
+ ∆t, . . . t

0
+ ∆t · (N − 1)

]
� âåêòîð àðãóìåíòîâ

∆f = fn+1
− fn = 1/(∆t · N) � ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà

fmax ' 1/∆t � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà (sampling frequency)

fmax/2 � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà, êîòîðóþ ìîæíî ðàçðåøèòü äëÿ äàííîé âûáîðêè
(÷àñòîòà Íàéêâèñòà)

Ñóììà ãàðìîíèê 50 Ãö è 120 Ãö

0 200 400 600
tn, msec

-4

-2

0

2

4

y n
=

y
(t

n
)

-200 0 200 400
f , Hz

0

0.2

0.4

|ŷ
n
/N

|

Äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷àñòî ïåðåíîñÿò âûñîêî÷àñòîòíóþ ÷àñòü ñïåêòðà â
îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íûé Ôóðüå-ñïåêòð ñèãíàëà.
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¾×åñòíîå¿ äèñêðåòíîå vs. áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå: ïðîáëåìà ïîáî÷íûõ ëåïåñòêîâ

¾×åñòíîå¿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k

Áûñòðîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ öåëûõ k

Ïðèìåð: ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë f0 = 120 Ãö, ∆f = 2 Ãö

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t, sec
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y
(t
)
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0
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Ïðèìåð: ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë f0 = 121 Ãö, ∆f = 2 Ãö
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Îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Äèñêðåòíîå îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ âåêòîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè yn:

F
[
yn
]

=

N−1∑
n=0

yn ·Wn · e−2πikn/N .

ãäå n = 0, 1, . . .N − 1 è k = 0, 1, . . .N − 1 � öåëî÷èñëåííûå èíäåêñû.

Îêîííàÿ ôóíêöèÿ Õaííà (Hann): Wn = 0.5 ·
(
1− cos(2πn/(N − 1))

)
Îêîííàÿ ôóíêöèÿ Õýììèíãà (Hamming): Wn = 0.538− 0.462 cos(2πn/(N − 1))

Îêîííàÿ ôóíêöèÿ Áëýêìýíà (Blackman): Wn = a
0
−a

1
cos(2πn/(N−1))+a

2
cos(4πn/(N−1))

Èñïîëüçîâàíèå îêîííîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïîäàâèòü èíòåíñèâíîñòü áîêîâûõ ¾ëåïåñòêîâ¿
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ øèðèíû öåíòðàëüíîãî ìàêñèìóìà.
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Îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: ðåçóëüòàòû

Îêîííàÿ ôóíêöèÿ Õaííà (Hann): Wn = 0.5 ·
(
1− cos(2πn/(N − 1))

)
Îêîííàÿ ôóíêöèÿ Õýììèíãà (Hamming): Wn = 0.538− 0.462 cos(2πn/(N − 1))

Îêîííàÿ ôóíêöèÿ Áëýêìýíà (Blackman): Wn = a
0
−a

1
cos(2πn/(N−1))+a

2
cos(4πn/(N−1))
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Èñïîëüçîâàíèå îêîííîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïîäàâèòü èíòåíñèâíîñòü áîêîâûõ ¾ëåïåñòêîâ¿
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ øèðèíû öåíòðàëüíîãî ìàêñèìóìà.
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Âûäåëåíèå óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà íà ôîíå ïîìåõ

Ïðîöåäóðà ôóðüå-ôèëüòðàöèè

F
[
yn
]
→ ŷn → ŷn ·Wn → F−1

[
ŷn ·Wn

]
Wn � îêîííàÿ ôóíêöèÿ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè

Ïðèìåð: yn = y(tn) = A · sin(2πftn) + σ · η(tn)

η(tn) � áåëûé ãàóññîâ øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì

σ � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå øóìîâîãî âêëàäà (ìåðà èíòåíñèâíîñòè øóìà)

Îäíà ãàðìîíèêà 120 Ãö, îòíîøåíèå A/σ = 0.5
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Çàäà÷è

Äàí íàáîð îäíîòèïíûõ N ôàéëîâ, ñîäåðæàùèõ îäíîìåðíûé ìàññèâ äàííûõ X è Y (ïåðâûé
ñòîëáåö � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, âòîðîé ñòîëáåö � ñèãíàë â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü Y îò X ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîìáèíàöèè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è àääèòèâíîãî øóìà, îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà
(÷àñòîòó, àìïëèòóäó è îòíîñèòåëüíóþ ôàçó) äëÿ êàæäîé èç ðåàëèçàöèé è äëÿ àíñàìáëÿ ðå-
àëèçàöèé.
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Äèñêðåòèçàöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è ôîðìà ñïåêòðà

Ìîäåëü: ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé 500 Ãö (ñèíÿÿ ëèíèÿ)

Ïàðàìåòð α ðàâåí ÷èñëó òî÷åê äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà íà ïåðèîä îñíîâíîãî ñèãíàëà

α =4
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Êðàñíàÿ ëèíèÿ � ýòî êóáè÷åñêàÿ ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ðåïåðíûå òî÷êè
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Äèñêðåòèçàöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è ôîðìà ñïåêòðà

Ìîäåëü: ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé 500 Ãö (ñèíÿÿ ëèíèÿ)

Ïàðàìåòð α ðàâåí ÷èñëó òî÷åê äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà íà ïåðèîä îñíîâíîãî ñèãíàëà

α =2.5
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Äèñêðåòèçàöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è ôîðìà ñïåêòðà

Ìîäåëü: ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé 500 Ãö (ñèíÿÿ ëèíèÿ)

Ïàðàìåòð α ðàâåí ÷èñëó òî÷åê äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà íà ïåðèîä îñíîâíîãî ñèãíàëà

α =2.105
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Äèñêðåòèçàöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è ôîðìà ñïåêòðà

Ìîäåëü: ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé 500 Ãö (ñèíÿÿ ëèíèÿ)

Ïàðàìåòð α ðàâåí ÷èñëó òî÷åê äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà íà ïåðèîä îñíîâíîãî ñèãíàëà

α =2
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Äèñêðåòèçàöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è ôîðìà ñïåêòðà

Ìîäåëü: ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé 500 Ãö (ñèíÿÿ ëèíèÿ)

Ïàðàìåòð α ðàâåí ÷èñëó òî÷åê äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà íà ïåðèîä îñíîâíîãî ñèãíàëà

α =1.818
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Äèñêðåòèçàöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è ôîðìà ñïåêòðà

Ìîäåëü: ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé 500 Ãö (ñèíÿÿ ëèíèÿ)

Ïàðàìåòð α ðàâåí ÷èñëó òî÷åê äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà íà ïåðèîä îñíîâíîãî ñèãíàëà

α =1.504
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Äèñêðåòèçàöèÿ èçîáðàæåíèÿ è ìóàð

https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon_sampling_theorem
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Ëåêöèÿ 4

Îñíîâû ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà

ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ

Ââåäåíèå â ôèçèêó øóìîâ

Ñ. À. Àõìàíîâ, Þ. Å. Äüÿêîâ, À. Ñ. ×èðêèí, Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèîôèçèêó è îïòèêó. Ì.:

Íàóêà. � 1981. � 640 ñ.
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Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (1)

Êëàññèôèêàöèÿ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è ïðîöåññîâ

- äåòåðìèíèðîâàííûå � ñèãíàëû, ìãíîâåííîå çíà÷åíèå êîòîðîãî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
ìîæíî ïðåäñêàçàòü ñ àáñîëþòíîé äîñòîâåðíîñòüþ.

- ñëó÷àéíûå � ñèãíàëû, ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàðàíåå íå èçâåñòíû è ìîãóò áûòü
ïðåäñêàçàíû ëèøü ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ, ìåíüøåé åäèíèöû.

t

x

Äëÿ ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ âñå ïàðàìåòðû (âûáîðî÷íûå ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ, ôóðüå-ñïåêòð)
ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì
àíñàìáëåì èëè íàáîðîì ðåàëèçàöèé.
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Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (2)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà x ëåæèò â èíòåðâàëå îò x
1
äî x

1
+ ∆x

P1 = P(x1 ≤ x ≤ x1 + ∆x , t) '
N1

N
,

ãäå N1 � ÷èñëî ðåàëèçàöèé, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà â ìîìåíò âðåìåíè t ëåæàò
â èíòåðâàëå x

1
≤ x ≤ x

1
+ ∆x , N � ïîëíîå ÷èñëî ðåàëèçàöèé. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå

ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ëèøü ïðè óñëîâèè, êîãäà ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ðåàëèçàöèé N → ∞
îòíîøåíèå N1/N ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ.

Îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

w(x , t) = lim
∆x→0,N→∞

1

∆x
·
N
1
(t)

N(t)
.

t
-1
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x

w(x)
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Ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ

Ðàçäåëèì äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíà íà n èíòåðâàëîâ, òîãäà

〈x(t)〉 = lim
N→∞

∑
n xnNn

N
= lim

N→∞

∑
n

xnNn

N
= lim

N→∞

∑
n

xn
∆x

Nn

N
∆x '

' lim
N→∞

xn

(
lim

∆x→0

∑
n

1

∆x

Nn

N

)
∆x ' lim

N→∞
xnw(x , t) ∆x .

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîëó÷àåì

〈x(t)〉 =

∞∫
−∞

xw(x , t)dx .

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ðàâíî

〈F (x , t)〉 =

∞∫
−∞

F (x)w(x , t)dx .

Îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

w(x , t) = w(x) è 〈x(t)〉 = 〈x〉.
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Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

Ïî îïðåäåëåíèþ, àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

B(t, τ) = 〈x(t)x(t + τ)〉 − 〈x(t)〉〈x(t + τ)〉.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïàðàìåòðû 〈x(t)〉 è 〈x(t+τ)〉 íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,
ïîýòîìó

B(τ) = 〈x(t)x(t + τ)〉 − 〈x〉2.

Î÷åâèäíî, ÷òî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ B(τ) èìååì ìàêñèìóì ïðè τ = 0 è ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ïðè τ → ∞, ÷òî îòðàæàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü îòñ÷åòîâ íà áîëüøèõ
âðåìåíàõ. Õàðàêòåðíûé èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò çàìåòíûé ñïàä ôóíêöèè
êîððåëÿöèè, íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì êîððåëÿöèè.

Çàïèøåì ôëóêòóàöèîííóþ êîìïîíåíòó ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

ξ(t) = x(t)− 〈x〉

è ââåäåì ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè øóìîâîé (ôëóêòóàöèîííîé) êîìïîíåí-
òû

〈ξ2〉 =

∞∫
−∞

G(ω) dω.
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Òåîðåìà Âèíåðà-Õèí÷èíà (1)

Òåîðåìà: ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùåé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäñòàâèì øóìîâóþ êîìïîíåíòó ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â âèäå èíòåãðà-
ëà Ôóðüå

ξ(t) =

∞∫
−∞

ξ(ω)e iωt dω è 〈ξ(ω)〉 = 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû àâòîêîððåëëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

B(τ) = 〈ξ(t)ξ(t + τ)〉 =

〈 ∞∫
−∞

ξ(ω)e iωt dω ·
∞∫
−∞

ξ(ω′)e iω
′(t+τ) dω′

〉
=

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

〈
ξ(ω)ξ(ω′)

〉
e i(ω+ω′)t e iωτ dωdω′

íå çàâèñåëà îò âðåìåíè, íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

〈ξ(ω)ξ(ω′)〉 = A(ω) δ(ω + ω′),

ãäå A(ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòîòû.
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Òåîðåìà Âèíåðà-Õèí÷èíà (2)

Ïðè óñëîâèè 〈ξ(ω)ξ(ω′)〉 = A(ω) δ(ω + ω′) ïîëó÷àåì

B(τ) = 〈ξ(t)ξ(t + τ)〉 =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

A(ω) δ(ω + ω′) e i(ω+ω′)t e iωτ dωdω′ =

∞∫
−∞

A(ω) e iωτ dω.

Èíûìè ñëîâàìè, àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ B(τ) ÿâëÿåòñÿ ôóðüå-îáðàçîì êîððåëÿòîðà.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíó àâòîêîððåëÿöèîíîé ôóíêöèè â íóëå:

ñ îäíîé ñòîðîíû, B(0) = B(τ)
∣∣∣
τ=0

= 〈ξ(t)ξ(t + τ)〉
∣∣∣
τ=0

= 〈ξ2(t)〉 =

∞∫
−∞

G(ω) dω,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, B(0) = B(τ)
∣∣∣
τ=0

=

∞∫
−∞

A(ω) dω,

òîãäà A(ω) = G(ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè øóìà G(ω) è àâòîêîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ B(τ) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

B(τ) =

∞∫
−∞

G(ω) e iωτ dω è G(ω) =
1

2π

∞∫
−∞

B(τ) e−iωτ dt.
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Òåîðåìà Âèíåðà-Õèí÷èíà (3)

Èëëþñòðàöèÿ: ïðèìåð äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî øóìà, óñðåäíåíèå ïî 100 ðåàëèçàöèÿì

0 50 100
x

0

4
y

-200 0 200
τ

0

1

B
(τ
)/
(L

σ
2
)

-100 0 100
ω

0

1

G
(ω

)/
(L

σ
2
)

Âûâîä: ×åì ìåíüøå âðåìÿ êîððåëÿöèè øóìîâîãî ñèãíàëà, òåì øèðå åãî ñïåêòð è íàîáîðîò.
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Èíòåíñèâíîñòü øóìà è ÷óâñòâèòåëüíîñòü èçìåðèòåëüíûõ
ïðèáîðîâ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè øóìà

〈ξ2〉 =

∞∫
−∞

G(ω) dω.

Åñëè ìîùíîñòü øóìà ïî÷òè ïîñòîÿííà â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ÷àñòîò îò ω
1
äî ω

2
è ðàâíà

G
0
, òî èíòåãðàëüíàÿ ìîùíîñòü øóìà â ýòîé ïîëîñå ðàâíà

〈ξ2〉 =

ω2∫
ω1

G(ω) dω ' G0 ·∆ω, ãäå ∆ω = 2π∆f .

Õàðàêòåðíàÿ àìïëèòóäà øóìà (ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå) ðàâíà

σ =
√
〈ξ2〉 ' C ·

√
∆f ,

ãäå ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðà C ðàâíà íB/
√
Ãö (ïðè èçìåðåíèè øóìîâîãî íàïðÿæåíèÿ) èëè

íÀ/
√
Ãö (ïðè èçìåðåíèè øóìîâîãî òîêà).

Âûâîä: àáñîëþòíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû øóìîâîé êîìïîíåíòû çàâèñèò îò ïîëîñû ÷àñòîò
∆f , â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ èçìåðåíèå.
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Èìïóëüñíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (1)

Ïóñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèíî÷íûé èìïóëüñ èçâåñòíîé ôîðìû F (t) è
ñëó÷àéíûì ìîìåíòîì ïîÿâëåíèÿ t

0

x(t) = F (t − t0).

F (t) F (t)

Ââåäåì ñðåäíåå çíà÷åíèå è àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

〈x〉 =

+∞∫
−∞

F (t − t0)w(t0)dt0, B(τ) = 〈x(t) x(t + τ)〉 =

+∞∫
−∞

F (t − t0)F (t + τ − t0)w(t0)dt0,

ãäå w(t
0
) � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ èìïóëüñà.
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Èìïóëüñíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (2)

Ïóñòü èìïóëüñ èìååò äëèòåëüíîñòü τipm, à ðàñïðåäåëåíèå w(t
0
), îïèñûâàþùåå ìîìåíò ïîÿâ-

ëåíèÿ èìïóëüñà, èìååò äëèòåëüíîñòü τ
0
. Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé τipm � τ

0
.

Åñëè ïîÿâëåíèå èìïóëüñà ðàâíîâåðîÿòíî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì èí-
òåðâàëå T � tipm, òî ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü

w(t0) =
1

T
.

-10 0 10

F (t)

t

τipm

w(t0)

t0

τ0

Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò âðåìåíè

〈x〉 =

+∞∫
−∞

F (t − t0)w(t0) dt0 '
1

T

+∞∫
−∞

F (t − t0) dt0 '
1

T
·

+∞∫
−∞

F (θ) dθ.
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Èìïóëüñíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (3)

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ òàêæå íå çàâèñèò îò âðåìåíè

B(τ) = 〈x(t) x(t + τ)〉 =

+∞∫
−∞

F (t − t0)F (t + τ − t0)w(t0)dt0 '
1

T
·

+∞∫
−∞

F (θ)F (θ + τ) dθ,

ïîýòîìó òàêîé ïðîöåññ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà T ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíûì.

Ðàçëîæèì èìïóëüñ â ðÿä Ôóðüå F (t) = (2π)−1
∫
F (ω)e iωtdω, òîãäà

B(τ) =
1

T
·
∞∫
−∞

 1

2π

∞∫
−∞

F (ω)e iωθdω

 1

2π

∞∫
−∞

F (ω′)e iω
′(θ+τ)dω′

 dθ =

=
1

2πT
·
∞∫
−∞

∞∫
−∞

F (ω)F (ω′)e iω
′τdωdω′ ·

1

2π
·
∞∫
−∞

e i(ω+ω′)θdθ =

=
1

2πT
·
∞∫
−∞

∞∫
−∞

F (ω)F (ω′)e iω
′τdωdω′ δ(ω + ω′) =

1

2πT
·
∞∫
−∞

|F (ω)|2e−iωτdω.

Çàìå÷àíèå: êîýôôèöèåíò â ýòîé ôîðìóëå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì âèäå çàïèñàíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå (c êîýôôèöèåíòîì (2π)−1 èëè áåç)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå Âèíåðà � Õèí÷èíà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà òèïà îäèíî÷íîãî èìïóëüñà ðàâíà G(ω) = (2πT )−1 |F (ω)|2.
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Èìïóëüñíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (3)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíàêîâûõ èìïóëüñîâ

x(t) =
n∑

p=1

F (t − tp).

F (t) F (t)

Åñëè ïîÿâëåíèå êàæäîãî èìïóëüñà äëèòåëüíîñòüþ τipm çà áîëüøîé èíòåðâàë âðåìåíè T � τipm
ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîâåðîÿòíûì è íåçàâèñèìûì, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòè ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ðàâíà (òåîðåìà Êàðñîíà)

G(ω) =
1

2πT
|F (ω)|2 · 〈n〉 =

1

2π
Ω |F (ω)|2,

ãäå 〈n〉 � ñðåäíåå ÷èñëî èìïóëüñîâ, Ω = 〈n〉/T � ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ.
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Äðîáîâîé øóì è ôîðìóëà Øîòòêè (1)

Äðîáîâîé øóì � ýòî áåñïîðÿäî÷íûå ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî èõ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ è âûçûâàåìûå íèìè ôëóêòóàöèè òîêà â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïðè-
áîðàõ.

Ñëó÷àé 1: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ âíóòðè îáðàçöà ñ ïî÷òè ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îäèíî÷íûé èìïóëüñ òîêà áóäåò èìåòü ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà ñ øè-
ðèíîé τïð è àìïëèòóäîé e/τ , ãäå τ = d/v � âðåìÿ ïðîë¼òà ÷åðåç îáðàçåö, d � äëèíà îáðàçöà,
v � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ.

Ôóðüå-ñïåêòð ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà äëèòåëüíîñòüþ τ èìååò âèä

i(ω) =
e

τ
· τ ·

sinωτ/2

ωτ/2
èëè |i(ω)|2 = e2 ·

(
sinωτ/2

ωτ/2

)
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ðàâíà

G(ω) =
1

2π
Ω |i(ω)|2 =

1

2π
e〈I 〉 ·

(
sinωτ/2

ωτ/2

)
2

,

ãäå 〈I 〉 = eΩ � ñðåäíèé òîê.
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Äðîáîâîé øóì è ôîðìóëà Øîòòêè (2)

Â ïðåäåëå ω → 0 ôóíêöèÿ sinc(ωτ/2)→ 0 è ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Øîòòêè (Shottky)

G(ω)
∣∣∣
ω→0

=
1

2π
e〈I 〉 èëè G+(ω)

∣∣∣
ω→0

=
e

π
〈I 〉.

Ìîæíî çàïèñàòü ñïåêòðàëüíîé ìîùíîñòè äðîáîâîãî øóìà, èñïîëüçóÿ îáû÷íóþ ÷àñòîòó è

ñîîòíîøåíèå G(ω)∆ω = G(f )∆f : G+(f )
∣∣∣
f→0

= 2e〈I 〉.

Ôîðìóëà Øîòòêè äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ôëóêòóèðóþùåãî òîêà

σI =
√
2e〈I 〉 ·∆f .

0 1 2 3 4
fτ

0

1

G
(f
)/
G
(0
)

G(0) = 2e〈I〉

G(f) ∼ 1/f 2
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Äðîáîâîé øóì è ôîðìóëà Øîòòêè (3)

Ñëó÷àé 2: äðîáîâîé øóì â ýëåêòðîâàêóóìíûõ ëàìïàõ

Âñïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà: j = env , ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ
ýëåêòðîíîâ, v � ñêîðîñòü. Äëÿ ýëåêòðîíà â ïëîñêîì êîíäåíñàòîðå èìååì

n =
1

d · S
=⇒ i(t) ≡ j · S =

e

d
v(t),

ãäå S � ïëîùàäü ïëàñòèí, d � âåëè÷èíà çàçîðà.

Ðàññìîòðèì ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E =
V /d , ãäå V � óñêîðÿþùåå íàïðÿæåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèþ Íüþòîíà mz̈ = eE è, ïðåíåáðå-
ãàÿ íà÷àëüíîé òåïëîâîé ñêîðîñòüþ, íàéäåì çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíà îò
âðåìåíè

z(t) =
eE

2m
t2 =⇒ v(t) =

dz

dt
=

eE
m

t äëÿ 0 < t < τ,

ãäå τ2 = 2md/(eE) � âðåìÿ ïðîëåòà ýëåêòðîíà ìåæäó ïëàñòèíàìè, E � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.

Âû÷èñëèì ôóðüå-îáðàç îò ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé òîêó îò îäíîãî ýëåêòðîíà è èìåþùåé
âèä òðåóãîëüíèêà

i(t) =
e

d
v(t) =

2e

τ2
· t äëÿ 0 < t < τ.
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Äðîáîâîé øóì è ôîðìóëà Øîòòêè (4)

Ëåãêî ïîëó÷èòü

i(ω) =

∞∫
−∞

i(t)e−iωtdt =
2e

τ2

τ∫
0

te−iωtdt =
2e

ω2τ2
· e−iωτ · (iωτ + 1)−

2e

ω2τ2
.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ïàðàìåòð θ = ωτ , ðàâíûé èçìåíåíèþ ôàçû çà âðåìÿ ïðîë¼òà, òîãäà
êâàäðàò ìîäóëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå |i(ω)|2 = e2 F(θ) è ïîëó÷èòü

G+(ω) =
e

π
〈I 〉 F(θ), ãäå F(θ) =

4

θ4
· (2 + θ2 − 2θ sin θ − 2 cos θ)

0 1 2 3 4
fτ

0

1

G
(f
)/
G
(0
)

G(0) = 2e〈I〉

G(f) ∼ 1/f 2
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Òåïëîâûå øóìû è ôîðìóëà Íàéêâèñòà (1)

Òåïëîâîé øóì áûë îáíàðóæåí ýêñïåðèìåíòàëüíî Äæ. Äæîíñîíîì â 1928 ãîäó: â îòñóòñòâèe
òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå íàïðÿæåíèå
íà åãî âûâîäàõ çàâèñèò îò åãî ñîïðîòèâëåíèÿ R, òåìïåðàòóðû T è øèðèíû ÷àñòîòíîãî äèà-
ïàçîíà ∆f .

~ U =
√
4kBTR ·∆f

R R ↑

I =
√
4kBTR−1 ·∆f

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëû òåïëîâîãî øóìà:

S(f ) = 4kBT ·
hf

2kBT
· coth

(
hf

2kBT

)
· Re Z(f ) = 2hf ·

1 + exp(−hf /kBT )

1− exp(−hf /kBT )
· Re Z(f ), (∗)

ãäå h = 6.63 · 10−34 Äæ·ñ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, kB = 1.38 · 10−23 Äæ/Ê � ïîñòîÿííàÿ Áîëüö-
ìàíà, Z(f ) � êîìïëåêñíûé èìïåäàíñ ó÷àñòêà öåïè.

Ôîðìóëà Íàéêâèñòà (*) � ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííîé òåî-
ðåìû (ÔÄÒ), äîêàçàííîé Êàëëåíîì è Óýëòîíîì â 1951 ã.
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Òåïëîâûå øóìû è ôîðìóëà Íàéêâèñòà (2)

Ôîðìóëà Íàéêâèñòà äëÿ òåïëîâûõ øóìîâ â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå (hf � kBT )

S(f ) ' 2hf ·
1 +

(
1− hf /kBT

)
1−

(
1− hf /kBT

) · Re Z(f ) ' 4kBTR.

Ôîðìóëà Íàéêâèñòà äëÿ òåïëîâûõ øóìîâ â êâàíòîâîì ïðåäåëå (hf � kBT )

S(f ) ' 4

{
hf

2
+ hf · exp

(
−

hf

kBT

)}
· Re Z(f )→ 0.

Êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òåïëîâîãî øóìà îò ÷àñòîòû:

0 1 2 3 4 5
x = hf/(kBT )

0

1

S
(f
)/
(4
k
B
T
R
)

fc = kBT/h = 2 · 1010 Hz @ T =1 K
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Ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííàÿ òåîðåìà

Åñëè îòêëèê ñèñòåìû x(t) íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå f (t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) =

∫
α(τ) f (t − τ) dτ èëè x̂(ω) = α̂(ω) · f̂ (ω),

ãäå α(τ) è α(ω) � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (âîñïðèèì÷èâîñòü) âî âðåìåííîé èëè ÷àñòîòíîé
îáëàñòÿõ, òî ñðåäíèé êâàäðàò ôëóêòóàöèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíû 〈x2〉 â ñîñòîÿíèè
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ âîñïðèèì÷èâîñòè

Sx (ω) = ~ Im α̂(ω) · coth

(
~ω

2kBT

)
èëè 〈x2〉 =

∞∫
−∞

x̂2(ω) · ~ Im α̂(ω) · coth

(
~ω

2kBT

)
dω

2π
.

Ïðèìåð 1: ñîîòíîøåíèå Ýéíøòåéíà-Ñìîëóõîâñêîãî äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

D = µkBT , èëè µ =
vd
eE
∼

1

6πηR
� ïîäâèæíîñòü.

Ïðèìåð 2: ôîðìóëà Íàéêâèñòà

S(f ) = 4kBTR èëè σV =
√
〈V 2〉 =

√
4kBTR ·∆f .

Ïðèìåð 3: ïðåäåë îáíàðóæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ñèëû

Fmin =
√
4kBTη ·∆f , ãäå η � êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 4: Ñëó÷àéíûå ñèãíàëû 19 àïðåëÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 20 / 30



Ôëèêêåð-øóì

Ôëèêêåð-øóì (øóì, 1/f−øóì, ýôôåêò ìåðöàíèÿ) � íèçêî÷àñòîòíûé ýëåêòðîííûé øóì, íà-
áëþäàåìûé ïðàêòè÷åñêè â ëþáûõ àíàëîãîâûõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ. Øóì îáóñëîâëåí
íåîäíîðîäíîñòÿìè â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, ãåíåðàöèåé è ðåêîìáèíàöèåé íîñèòåëåé çàðÿäà â ïî-
ëóïðîâîäíèêàõ, ñòàðåíèåì è ò. ï. Ôëèêêåð-øóì ïðåïÿòñòâóåò ïðîâåäåíèþ òî÷íûõ èçìåðåíèé
íà ïîñòîÿííîì òîêå.

Ìîäåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôëèêêåð-øóìà

S(f ) '
const

f γ
ïðè f → 0,

ãäå ïàðàìåòð γ îáû÷íî ëåæèò â èíòåðâàëå îò 0.6 äî 2.

0 20 40 60 80 100
f, Hz

0

1S
(f
)/
(4
k
B
T
R
)

∼ 1/f
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Ïðèíöèï ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (1)

Âõîäíîé ñèãíàë èìååò âèä Vsig (t) = Vs sin(ω
0
t + θs).

Îïîðíûé ñèãíàë âñòðîåííîãî ãåíåðàòîðà èìååò âèä Vref (t) = Vr sin(ωr t + θr ).

Ôàçî-÷óâñòâèòåëüíûé äåòåêòîð (phase-sensitive detector, PSD) ïåðåìíîæàåò äâà ñèãíàëà

VPSD(t) = 2 · Vsig (t) · Vref (t) =

= VsVr cos
(

(ω0 − ωr )t + (θs − θr )
)
− VsVr cos

(
(ω0 + ωr )t + (θs + θr )

)
.

Èíûìè ñëîâàìè, â îáùåì ñëó÷àå íà âûõîäå PSD-ìîäóëÿ âîçíèêàåò äâà ïåðåìåííûõ ñèãíàëà
ñ ðàçíîñòíîé è ñóììàðíîé ÷àñòîòîé.

Åñëè ïîäîáðàòü ÷àñòîòó îïîðíîãî ñèãíàëà ðàâíîé ÷àñòîòå àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà (ω
0

= ωr ),
òî íà âûõîäå PSD-ìîäóëÿ áóäåò ñóììà ïîñòîÿííîãî è âûñîêî÷àñòîòíîãî ïåðåìåííîãî ñèãíàëà

VPSD(t) = VsVr cos
(
θs − θr

)
− VsVr cos

(
2ω0t + (θs + θr )

)
.

Åñëè íà âûõîäå PSD-ìîäóëÿ ïîñòàâèòü ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò, êîòîðûé áóäåò ïîäàâëÿòü ïåðå-
ìåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, òî òîãäà ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî àìïëèòóäå
âõîäíîãî ñèãíàëà

〈VPSD〉 = VsVr cos
(
θs − θr

)
.
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Ïðèíöèï ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (2)

Êàê ïîëó÷èòü àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó àìïëèòóäû è ôàçû àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà?

Ñïîñîá 1: ïîäáîðîì ÷àñòîòû îïîðíîãî ñèãíàëà äîáèòüñÿ ìàêñèìóìà ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿ-
þùåé (ïðè θs = θr ) èëè íóëÿ (ïðè θs = θr + π/2), òîãäà äëÿ îïîðíîãî ñèãíàëà èçâåñòíîé
àìïëèòóäû Vr ïîëó÷àåì

Vs =
Vr

maxVPSD

.

Ñïîñîá 2: ìîæíî ââåñòè â ñõåìó äîïîëíèòåëüíûé áëîê, óìíîæàþùèé èñõîäíûé ñèãíàë íà
V ∗ref (t) = Vr sin(ωr t + θr + π/2), òîãäà

V
(1)
PSD(t) = 2 · Vsig (t) · Vr sin(ωr t + θr ) = VsVr cos

(
θs − θr

)
− VsVr cos

(
2ω0t + (θs + θr )

)
.

V
(2)
PSD(t) = 2 · Vsig (t) · Vr sin(ωr t + θr + π/2) =

= VsVr cos
(
θs − θr − π/2

)
− VsVr cos

(
2ω0t + (θs + θr + π/2)

)
.

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëàìè ôèëüòðà íèçêèõ ÷àñòîò ïîëó÷èì ïîñòîÿííûå ñîñòàâëÿþùèå,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíôàçíîé è êâàäðàòóðíîé êîìïîíåíòàì ðàçíîñòíîãî ñèãíàëà

X = 〈V (1)
PSD〉 = VsVr cos

(
θs − θr

)
è Y = 〈V (2)

PSD〉 = VsVr sin
(
θs − θr

)
.

Ìîæíî ïåðåéòè ê àìïëèòóäå è ôàçå àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà

Vs = R =
√

X 2 + Y 2 è θs = θr + arctanY /X .
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Ïðèíöèï ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (3)

Ñõåìà âçÿòà èç ðóêîâîäñòâà ïîëüçîâàòåëÿ ñèíõðîííîãî óñèëèòåëÿ Stanford Research SR830

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 4: Ñëó÷àéíûå ñèãíàëû 19 àïðåëÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 24 / 30



Èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïà ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (1)
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s(t) = 2.2 · sin(2πf0t+ 10◦), f0 = 121Hz

0 0.1 0.2
t, sec

-4

-2

0

2

4
ref1(t) = sin(2πf0t)

ref2(t) = sin(2πf0t+ 90◦)

0 0.1 0.2
t, sec

-2

0

2

4
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s(t) · ref1(t), s(t) · ref2(t)

0 0.1 0.2
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0

1

2

3
after low-pass filter

X

Y

Èíòåíñèâíîñòü øóìà: 0.0, ïîëîñà ñðåçà ÔÍ×: 20 Ãö =⇒ A ' 2.20± 0.16
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Èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïà ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (2)
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s(t) = 2.2 · sin(2πf0t+ 10◦), f0 = 121Hz
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after low-pass filter

X

Y

Èíòåíñèâíîñòü øóìà: 0.0, ïîëîñà ñðåçà ÔÍ×: 100 Ãö =⇒ A ' 2.20± 0.07
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Èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïà ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (3)
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s(t) = 2.2 · sin(2πf0t+ 10◦), f0 = 121Hz
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s(t) · ref1(t), s(t) · ref2(t)

0 0.1 0.2
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after low-pass filter

X

Y

Èíòåíñèâíîñòü øóìà: 0.0, ïîëîñà ñðåçà ÔÍ×: 150 Ãö =⇒ A ' 2.20± 0.10
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Èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïà ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (4)
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s(t) = 2.2 · sin(2πf0t+ 10◦), f0 = 121Hz
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0 0.1 0.2
t, sec

0

1

2

3
after low-pass filter

X

Y

Èíòåíñèâíîñòü øóìà: 0.5, ïîëîñà ñðåçà ÔÍ×: 100 Ãö =⇒ A ' 2.20± 0.16
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Èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïà ñèíõðîííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (5)
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Èíòåíñèâíîñòü øóìà: 1.0, ïîëîñà ñðåçà ÔÍ×: 100 Ãö =⇒ A ' 2.21± 0.29
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Cèíõðîííîå äåòåêòèðîâàíèå è àïïàðàòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå

Single-point tunneling spectroscopy

Êàê ïðàâèëî, èçìåðåíèÿ ñòàòè÷åñêîé ëîêàëüíîé âîëüò-àìïåðíîé (I −V ) õàðàêòåðèñòèêè ïðî-
âîäÿò ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè èãëû îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè îáðàçöà.

V

I

V
d
I
/
d
V

Ìîäóëÿöèîííàÿ ìåòîäèêà: V (t) = V
0

+ V
1
· cos ωt =⇒ I (t) = I

0
+ I

1
· cos (ωt + γ)

I1 ' V1 ·
(

dI

dV

)
V0

Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé òóííåëüíîãî òîêà îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ ìîæåò áûòü
èññëåäîâàíà ïàðàëëåëüíî ñ èçìåðåíèåì âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè ñ ïîìîùüþ ñèíõðîí-
íîãî äåòåêòîðà (lock-in ampli�er) íà ÷àñòîòàõ îò 100 Ãö äî 15 êÃö.
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Ëåêöèÿ 5

Îñíîâíûå ìåòîäû îáðàáîòêè

äâóìåðíûõ èçîáðàæåíèé

Àâòîìàòè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ
è àíàëèç îáúåêòîâ íà ïîâåðõíîñòè

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà:

Ð. Ãîíñàëåñ, Ð. Âóäñ, Ñ. Ýääèíñ, Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé â ñðåäå Matlab. Ìîñêâà: Òåõíî-

ñôåðà, 2006. � 616 ñ.
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ è ñïåêòðîñêîïèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ â ðåæèìå çàäàííîãî òîêà
ñèãíàë îáðàòíîé ñâÿçè, èçìåíÿþùèé ôàêòè÷åñêóþ âûñîòó èãëû íàä ïîâåðõíîñòüþ îáðàçöà,
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè z(x , y) @ I = I

0

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ â ðåæèìå çàäàííîé âûñîòû (ïðèìåíÿåòñÿ ðåäêî)
êàðòà òîêà I (x , y) @ z = z

0

Òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ â çàäàííîé òî÷êå
âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà I (V ) è äèôôåðåíöèàëüíàÿ òóííåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü dI/dV
â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x = x

0
, y = y

0
, z = z

0

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
òîïîãðàôèÿ z(x , y) è êàðòà äèôôåðåíöèàëüíîé òóííåëüíîé ïðîâîäèìîñòè dI/dV (x , y) íà
çàäàííîé ýíåðãèè V = V

0
è çàäàííîé âûñîòå
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Îñíîâíûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ z(x , y)

Îñíîâíûå ôóíêöèè â Matlab:

surf(x , y , z) è surfc(x , y , z) � ïîñòðîåíèå òð¼õìåðíîé ïîâåðõíîñòè (â ò.÷. ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ),

contour(x , y , z) è contourf(x , y , z) � ïîñòðîåíèå ëèíèé óðîâíÿ (â ò.÷. ñ çàïîëíåíèåì)

image(x , y , z) è imagesc(x , y , z) � ïîñòðîåíèå äâóìåðíîé öâåòîâîé êàðòû
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0-2 -2
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Öâåòîâîå êîäèðîâàíèå èíôîðìàöèè (1)

Öâåòà â RGB-ïàëèòðå çàäàþòñÿ òðåõêîìïîíåíòíûì âåêòîðîì âèäà [R,G ,B]

Ïðèìåðû êîäèðîâàíèÿ öâåòîâ: [0, 0, 0] � ÷¼ðíûé, [1, 0, 0] � êðàñíûé, [0.5, 0, 0] � ò¼ìíî-êðàñíûé, [0, 1, 0]

� ÿðêî-çåë¼íûé, [0, 0.5, 0] � ò¼ìíî-çåë¼íûé, [0, 0, 1] � ãîëóáîé, [0, 0, 0.5] � ñèíèé, [1, 0, 1] � ÿðêî-

ïóðïóðíûé, [0.7, 0, 0.7] � ò¼ìíî-ïóðïóðíûé, [1, 1, 0] � ÿðêî-æ¼ëòûé, [0.6, 0.6, 0] � ò¼ìíî-æ¼ëòûé, [0, 1, 1]

� öèàí (öâåò ìîðñêîé âîëíû), [1, 1, 1] � áåëûé è ò. ä.

Ïðèìåðû ñòàíäàðòíûõ öâåòîâûõ ïàëèòð â Matlab

pink

jet

hot

autumn

copper

gray

parula

bone

Colormap_pink = [ 0.11 0.00 0.00,
0.19 0.10 0.10,
...
1.00 1.00 1.00 ]
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Öâåòîâîå êîäèðîâàíèå èíôîðìàöèè (2)

Ìîæíî çàäàòü ëþáóþ öâåòîâóþ ñõåìó

Âàæíî ïîìíèòü: íå âñå öâåòîâûå ñõåìû îäèíàêîâî õîðîøè â öâåòíîì è ÷¼ðíî-áåëîì âàðèàíòå

Ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â öâåòîâóþ øêàëó (zn → index) ìîæåò áûòü
ëèíåéíûì èëè íåëèíåéíûì

zn

in
de

x

zn

in
de

x
Ïðèìåð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà çíà÷åíèé zn â öâåòîâóþ øêàëó äëÿ N−ìåðíîé
öâåòîâîé ïàëèòðû

index =


1 zn < zmin

1 + (N − 1) · (zn − zmin)/(zmax − zmin) zmin ≤ zn ≤ zmax

N zn > zmax
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Èíòåðàêòèâíîå âûäåëåíèå îáúåêòîâ ìûøêîé

Çàïðîñ ïàðàìåòðîâ âûäåëåííîé îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû

Ôóíêöèÿ â Matlab: output = getrect( )

Ñòðóêòóðà âûõîäíûõ äàííûõ: output = [x
0

y
0

width height],
ãäå x

0
è y

0
� êîîðäèíàòû ëåâîãî íèæíåãî óãëà, width è height � øèðèíà è âûñîòà îáëàñòè

-2 0 2
x

-2

0

2

y

-2 0 2
x

-2

0

2

y

Ïîñëå îäíîêðàòíîãî ùåë÷êà âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü íóëåâîé øèðèíû è âûñîòû � ò.å. òî÷êà
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Ðó÷íàÿ îöèôðîâêà ¾÷óæèõ¿ ãðàôèêîâ (1)

Îðèãèíàëüíûé ãðàôèê (êðèâîé): Ïîñëå ðó÷íîãî âûáîðà
ýëåêòðîííûé ñïåêòð äëÿ îáú¼ìíîãî Pb ðåïåðíûõ òî÷åê è òî÷åê íà ãðàôèêå

Papaconstantopoulos, Handbook of the band structure of elemental solids. From Z = 1 to Z = 112. Springer,

2nd ed. � 2015. � 655 p.
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Ðó÷íàÿ îöèôðîâêà ¾÷óæèõ¿ ãðàôèêîâ (2)

10 15 20 25 30
N = d/dML

-1

0

1

2

V
n
,
V

(a)
n = 20 25 30 35 40 45 50

p = 17

p = 15

p = 13

p = 11

p = 9

p = 7

p = 5

p = 3

Ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

ñïåêòðà äëÿ Pb(111), ïîëó÷åííîãî

ìåòîäîì LT-STS, ñ ¾÷óæèìè¿ òåîðå-

òè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè (ïóíêòèðíàÿ è

ñïëîøíàÿ ëèíèè íà ðèñóíêå c)

Óñòàâùèêîâ, Ïóòèëîâ, Àëàäûøêèí, Òóí-

íåëüíàÿ èíòåðôåðîìåòðèÿ è èçìåðåíèå

òîëùèíû óëüòðàòîíêèõ ìåòàëëè÷åñêèõ

ïë¼íîê Pb(111) // Ïèñüìà â ÆÝÒÔ, ò.

106, 476-482 (2017).

0 10 20 30
N = d/dML

0

0.5

1

1.5

2

2.5

∆
E

−
1
,
1/

V

(b)

tanα = dML/(πh̄vF )

14 15 16 17 18
kz,n, 1/nm

-2

-1

0

1

2

E
n
−

E
F
,e
V

EF

kF

(c)
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Ðó÷íàÿ îöèôðîâêà ¾÷óæèõ¿ ãðàôèêîâ (3)

Ïîäãîòîâêà èëëþñòðàöèé äëÿ äèññåðòàöèé, îáçîðîâ èëè ó÷åáíèêîâ

R. People and J. C. Bean, Calculation of critical layer thickness versus lattice mismatch for GexSi1−x/Si

strained layer heterostructures // Appl. Phys. Lett., vol. 47, 322 (1985); Appl. Phys. Lett., vol. 49, 229

(1986).
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Ðó÷íàÿ îöèôðîâêà ¾÷óæèõ¿ ãðàôèêîâ (4)

Äîìåííàÿ ñòðóêòóðà â ïë¼íêå æåëåçî-èòòðèåâîãî ãðàíàòà (YIG), ðàçìåð êàäðà 31 × 31ìêì2

(èçîáðàæåíèå âçÿòî c ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery)

Ïðèìåð èìïîðòà äâóìåðíûõ èçîáðàæåíèé:

Image_RGB = imread('Image_original.jpg') è Image_grayscale = rgb2gray(Image_RGB)

ïðåîáðàçîâàíèå Z = 0.2989 · R + 0.5870 · G + 0.1140 · B

Îðèãèíàëüíûé ãðàôèê Èìïîðòèðîâàííûå äàííûå
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Óñòðàíåíèå ãëîáàëüíîãî íàêëîíà:
âû÷èòàíèå ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè (1)

Ïóñòü z = z(x , y) � èñõîäíîå èñêàæåííîå òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå.

Ïóñòü zapp = ax + by + c � àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè
(x

1
, y

1
, z

1
), (x

2
, y

2
, z

2
) è (x

3
, y

3
, z

3
)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ

a =
(z
1
− z

3
) · (y

2
− y

3
)− (z

2
− z

3
) · (y

1
− y

3
)

(x
1
− x

3
) · (y

2
− y

3
)− (x

2
− x

3
) · (y

1
− y

3
)

b =
(z
2
− z

3
) · (x

1
− x

3
)− (z

1
− z

3
) · (x

2
− x

3
)

(x
1
− x

3
) · (y

2
− y − 3)− (x

2
− x

3
) · (y

1
− y

3
)

è c = z3 − a · x3 − b · y3

Èñïðàâëåííîå òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå z ′ = z(x , y)− (a · x + b · y + c)

x

z
(x
)

x

z
′ (
x
)
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Óñòðàíåíèå ãëîáàëüíîãî íàêëîíà:
âû÷èòàíèå ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè (2)

Óñòðàíÿòü íàêëîí òðåáóåòñÿ íå òîëüêî ïðè îáðàáîòêå òîïîãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé

Òèïè÷íàÿ ïðîöåäóðà îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ SQUID�ìàãíèòîìåòðèè

−10 −5 0 5 10
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−2

0

2

H, 103 Oe

M
,
1
0
−

4
em

u

(a)
[Co/Pt] + Si

−10 −5 0 5 10
−6

−4

−2
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2

4
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M
F
,
1
0

2
em

u
/
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3

(b)
[Co/Pt]

−10 −5 0 5 10
−1

0

1

H, 103 Oe

M
S

i,
1
0
−

2
em

u
/
cm

3

(c)
Si

Ëèíåéíûé íàêëîí çàâèñèìîñòè íàìàãíè÷åííîñòè M îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H îáóñëîâ-
ëåí äèàìàãíèòíîé ðåàêöèåé Si ïîäëîæêè (âîñïðèèì÷èâîñòü χ ' −3× 10−6).
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Óñòðàíåíèå ãëîáàëüíîãî íàêëîíà:
âû÷èòàíèå ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè (3)

Òåððàñû íà ïîâåðõíîñòè Pb(111)/Si(111)7× 7

Raw data Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå

-50 0 50
x, nm

-50

0

50

y
,
n
m

-50 0 50
x, nm

-50

0

50

0

0.2
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Óñòðàíåíèå ãëîáàëüíîãî íàêëîíà:
âû÷èòàíèå ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè (4)

Òåððàñû íà ïîâåðõíîñòè Pb(111)/Si(111)7× 7

Raw data Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

y
,
n
m

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

Ïðîñòîå âû÷èòàíèå ïëîñêîñòè íå âñåãäà ìîæåò óñòðàíèòü àïïàðàòíûå àðòåôàêòû òîïîãðà-
ôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êðèïîì è íåëèíåéíîñòüþ ïüåçîñêàíåðà (îñîáåííî äëÿ
ïðîäîëæèòåëüíûõ èçìåðåíèé)
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Âûðàâíèâàíèå ïî ðÿäàì (linewise correction) (1)

Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå 1 Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå 2

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

-0.2

0

0.2

0.4

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

-0.2

0

0.2

0.4

Îöåíêà ìåäèàííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîé ëèíèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ áûñòðîãî ñêàíèðîâàíèÿ

∆z(yn) = median
(

z(x , yn)
)

yn=const

Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå
z ′(x , yn) = z(x , yn)−∆z(yn)
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Âûðàâíèâàíèå ïî ðÿäàì (linewise correction) (2)

Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå 1 Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå 2

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

-0.2

0

0.2

0.4

Îöåíêà ðàçíèöû âûñîò äëÿ êàæäîé ëèíèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ áûñòðîãî ñêàíèðîâàíèÿ

δz(x , yn) = z(x , yn+1)− z(x , yn)

Âûðîâíåííîå èçîáðàæåíèå

z ′(x , yn) = z(x , yn)−
n∑

m=1

median
(
δz(x , ym)

)
À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 5: Äâóìåðíûå èçîáðàæåíèÿ... 26 àïðåëÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 16 / 52



Íàêëîí ïîâåðõíîñòè è îðèåíòàöèÿ ïëîòíîóïàêîâàííûõ
ãðàíåé (ôàñåòîê) (1)

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè A · x + B · y + C · z + D = 0

Óðàâíåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ïëîñêîñòè z = a · x + b · y + c

Êîýôôèöèåíòû: A = a, B = b, C = −1 è D = c

Åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè:

n =
−A

√
A2 + B2 + C2

ex +
−B

√
A2 + B2 + C2

ey +
−C

√
A2 + B2 + C2

ez =

=
−a

√
a2 + b2 + 12

ex +
−b

√
a2 + b2 + 12

ey +
1

√
a2 + b2 + 12

ez .

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû:

cosα =
−a

√
a2 + b2 + 12

, cosβ =
−b

√
a2 + b2 + 12

, cos γ =
1

√
a2 + b2 + 12

.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè ñ âåêòîðàìè n
1
è n

2

cos θ =
(
n1 · n2

)
.
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Íàêëîí ïîâåðõíîñòè è îðèåíòàöèÿ ïëîòíîóïàêîâàííûõ
ãðàíåé (ôàñåòîê) (2)

Ïðèìåð: êðèñòàëë ñ ïëîñêîñòÿìè òèïà {111}

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè: z = 1− |x | − |y |

Óðàâíåíèå íîðìàëåé äëÿ âñåõ ãðàíåé: n = ±ex/
√
3± ey/

√
3 + ez/

√
3.

Óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé: cosϕ = (n
1
·n

2
) = −1/3−1/3+1/3 = −1/3,

ïîýòîìó ϕ = arccos(−1/3) = 109.5◦

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè: 180◦ − 109.5◦ = 70.5◦
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Óñòðàíåíèå ãëîáàëüíîãî íàêëîíà:
ïîâîðîò â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (1)

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä: ïîâîðîò âìåñòî âû÷èòàíèÿ

Ïóñòü n =
(
nx , ny , nz

)
� âåêòîð íîðìàëè äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ïëîñêîñòè, òîãäà

γ = arccos nz .

Ïóñòü îñü âðàùåíèÿ çàäàíà åäèíè÷íûì âåêòîðîì v =
(
vx , vy , vz

)
, òîãäà ìàòðèöà ïðåîáðàçî-

âàíèÿ èìååò âèä

M̂ =


cos γ + v2x (1− cos γ) vx vy (1− cos γ)− vz sin γ vx vz (1− cos γ) + vy sin γ

vx vy (1− cos γ) + vz sin γ cos γ + (1− cos γ) v2y vy vz (1− cos γ)− vx sin γ

vx vz (1− cos γ)− vy sin γ vy vz (1− cos γ) + vx sin γ cos γ + (1− cos γ) v2z


Äëÿ îñè âðàùåíèÿ, ïàðàëëåëüíîé îñè x , èìååì vx = 1, vy = 0 è vz = 0, ïîýòîìó

M̂ =


1 0 0

0 cos γ − sin γ

0 sin γ cos γ
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Óñòðàíåíèå ãëîáàëüíîãî íàêëîíà:
ïîâîðîò â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (2)

Êðèñòàëëèòû îêñèäèðîâàííîé ìåäè ñ ïîâåðõíîñòÿìè òèïà {1 1 4}:

íàêëîí ïîðÿäêà 15◦ ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè
ñêàíèðîâàíèÿ

1

 a

0

n

v

233

1′ 2′

3′

5 nm 

[0 1 0]

[1 0 0]

Aladyshkin, Chaika, unpublished (2024)
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Ìåäèàííàÿ ôèëüòðàöèÿ çàøóìëåííûõ èçîáðàæåíèé

Çàøóìëåííîå èçîáðàæåíèå Óëó÷øåííîå èçîáðàæåíèå

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200

0.2

0.4

0.6

0.8

Äîáàâëÿåì ê èçîáðàæåíèþ øóì òèïà ¾ñîëü è ïåðåö¿: B = imnoise(A, 'salt & pepper ', 0.2).

Ìåäèàííàÿ ôèëüòðàöèÿ â ïðåäåëàõ îêíà øèðèíîé Wx è Wy : C = medfilt2(B, [Wx ,Wy ]).

Ïðèìåð îáðàáîòêè: ìåäèàííàÿ ôèëüòðàöèÿ â ïðåäåëàõ îêíà 5× 5
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Ãàóññîâà ôèëüòðàöèÿ çàøóìëåííûõ èçîáðàæåíèé (1)

Çàøóìëåííîå èçîáðàæåíèå Óëó÷øåííîå èçîáðàæåíèå

-200 -100 0 100 200
x, nm

-200

-100

0

100

200
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Äîáàâëÿåì ê èçîáðàæåíèþ øóì òèïà ¾ñîëü è ïåðåö¿: B = imnoise(A, 'salt & pepper ', 0.1).

Ãàóññîâà ôèëüòðàöèÿ â ïðåäåëàõ îêíà øèðèíîé W : C = imgaussfilt(B, W ).

Ïðèìåð îáðàáîòêè: ãàóññîâà ôèëüòðàöèÿ (blurring) â ïðåäåëàõ îêíà øèðèíîé 3 ïèêñåëà
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Ãàóññîâà ôèëüòðàöèÿ çàøóìëåííûõ èçîáðàæåíèé (2)

ñì. òàêæå ëåêöèþ 2

Ïóñòü z(x , y) � èñõîäíîå çàøóìëåííîå èçîáðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ìåëêîìàñøòàáíûå øóìû.

Ðàññìîòðèì ãàóññîâó ôóíêöèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå x ′, y ′

Gσ(x − x ′, y − y ′) =
1

(
√
2π σ)2

exp

(
−

(x − x ′)2

2σ2
−

(y − y ′)2

2σ2

)
,

ãäå σ � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå (øèðèíà ôèëüòðà).

Ñãëàæåííîå èçîáðàæåíèå (blurring)

zfilt (x , y) =

∫∫
z(x ′, y ′) Gσ(x − x ′, y − y ′) dx ′dy ′.

Ôóðüå-îáðàç îò ñâ¼ðòêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ôóðüå-îáðàçîâ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé

ẑfilt (kx , ky ) = ẑ(kx , ky ) · Ĝσ(kx , kx )

èëè

ẑfilt (kx , ky ) = ẑ(kx , ky ) · exp

(
−
|k|2σ2

2

)
, ãäå |k| =

√
k2x + k2y � ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà.

Çà ñ÷¼ò ìíîæèòåëÿ e−|k|
2σ2/2 â ñïåêòðå ñãëàæåííîé ôóíêöèè áóäóò ïîäàâëåíû âûñîêî÷à-

ñòîòíûå øóìû (|k|σ � 1), êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â ñïåêòðå èñõîäíîé ôóíêöèè.
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Âûäåëåíèå âêëàäà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà ôîíå
øóìîâ è ãëîáàëüíîãî íàêëîíà îáðàçöà (1)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü äâóõ ñãëàæåííûõ èçîáðàæåíèé ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè ñãëàæèâàíèÿ
σ
1
è σ

2
> σ

1

D(x , y) =

∫∫
z(x ′, y ′) ·

1

(
√
2πσ

1
)2

exp

(
−

(x − x ′)2

2σ2
1

−
(y − y ′)2

2σ2
1

)
dx ′dy ′−

−
∫∫

z(x ′, y ′) ·
1

(
√
2πσ

2
)2

exp

(
−

(x − x ′)2

2σ2
2

−
(y − y ′)2

2σ2
2

)
dx ′dy ′.

Ôóðüå-ñïåêòð ðàçíîñòíîãî ñèãíàëà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

D̂(kx , ky ) = ẑ(kx , ky ) · exp

(
−
|k|2σ2

1

2

)
− ẑ(kx , ky ) · exp

(
−
|k|2σ2

2

2

)
'

' ẑ(kx , ky ) ·
{
|k|2 (σ2

2
− σ2

1
)/2 ïðè |k|σ

1,2 � 1;

exp
(
−|k|2σ2

1
/2
)

ïðè |k|σ
1
& 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè äâóõ ñãëàæåííûõ èçîáðàæåíèé (di�erence-of-
gaussians) ýêâèâàëåíòíà ôèëüòðàöèè âûñîêî÷àñòîòíûõ øóìîâ è âû÷èñëåíèþ ëàïëàñèàíà îò
ñãëàæåííîãî èçîáðàæåíèÿ

D(x , y) ∝ −
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
zfilt (x , y).
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Âûäåëåíèå âêëàäà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà ôîíå
øóìîâ è ãëîáàëüíîãî íàêëîíà îáðàçöà (2)

Àíàëèç äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

D(x , y) ∝ −
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
zfilt (x , y).

Ïîâåðõíîñòü Si(5 5 6) (ðàçìåð êàäðà 40× 40 íì2, σ
1

= 0.5 ïêñ, σ
2

= 2 ïêñ):
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Aladyshkin, Chaika, unpublished (2024)
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Ïîèñê çàäàííûõ îáúåêòîâ íà èçîáðàæåíèÿõ

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå � çàøóìë¼ííàÿ êàðòà äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè z(x , y), ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ èñêàæåííîé ãåêñàãîíàëüíîé âèõðåâîé ðåø¼òêå
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Âû÷èñëåíèå êðîññ-êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè: output = normxcorr2(zAOI , z);
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¾Óëó÷øåíèå èçîáðàæåíèé¿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
Ëàïëàcà: îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Èäåÿ óâåëè÷åíèÿ ðåçêîñòè äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè: f (x) −→ f (x)− f ′′(x).

Äëÿ ôóíêöèè íà ñåòêå èìååì

fn −→ fn −
(fn−1 − 2fn + fn+1

)

(∆x)2

Âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû w = [1,−2, 1]:

B = imfilter(A, w, 'replicate') / (∆x)2
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f ′′(x)

-40 -20 0 20 40
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f(x)− f ′′(x)
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¾Óëó÷øåíèå èçîáðàæåíèé¿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
Ëàïëàcà: äâóìåðíûé ñëó÷àé

Ôèëüòðóþùàÿ ìàñêà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà ñåòêå 0 1 0
1 −4 1
0 1 0

 èëè

 1 1 1
1 −8 1
1 1 1


Ôèëüòðàöèÿ èçîáðàæåíèÿ: B = A - imfilter(A, w, 'replicate')

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå Óëó÷øåííîå èçîáðàæåíèå
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Ïåðåâîä èçîáðàæåíèÿ â äâîè÷íûé ôîðìàò (1)

Ïåðåâîä èçîáðàæåíèÿ â äâîè÷íûé ôîðìàò, ñîñòîÿùèé èç íóëåé è åäèíèö, ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè
áîëåå ãëóáîêèé ìîðôîëîãè÷åñêèé àíàëèç, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè.

Ïðèìåð: ïåðåõîä îò îäíîìåðíîãî ïîëóòîíîâîãî (gray-scale) èçîáðàæåíèÿ ê äâîè÷íîìó (binary)
èçîáðàæåíèþ

if z(n) >= threshold

image_bw(n) = 1

else

image_bw(n) = 0

end
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Êîðîòêàÿ ôîðìà: image_bw = z > threshold
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Ïåðåâîä èçîáðàæåíèÿ â äâîè÷íûé ôîðìàò (2)

Ïðèìåð: ïåðåõîä îò äâóìåðíîãî ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ ê äâîè÷íîìó èçîáðàæåíèþ

Êîðîòêàÿ ôîðìà: image_bw = z > threshold
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Îáíàðóæåíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ íà èçîáðàæåíèè

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå z(x , y) � äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà ñ âûêîëîòîé òî÷êîé

Ìàñêà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëàïëàñèàíà w = [0 -1 0; -1 +4 -1; 0 -1 0]

Îòôèëüòðîâàííîå èçîáðàæåíèå g = abs(imfilter(double(z),w))

Âûäåëåíèå ìàêñèìóìà g = g >= threshold

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå Èçîáðàæåíèå òî÷å÷íîãî äåôåêòà
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Îáíàðóæåíèå ãðàíåé

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå z(x , y) � ìîäåëüíîå èçîáðàæåíèå ïèðàìèäû ñ ãðàíÿìè òèïà {1,1,1}

Ìàñêà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëàïëàñèàíà w = [0 -1 0; -1 +4 -1; 0 -1 0]

Îòôèëüòðîâàííîå èçîáðàæåíèå g = abs(imfilter(double(z),w))

Âûäåëåíèå ìàêñèìóìà g = g >= threshold

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå Èçîáðàæåíèå ãðàíåé
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Îáíàðóæåíèå ãðàíèö àòîìàðíî-ãëàäêèõ òåððàñ (1)

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå z(x , y) � âûðîâíåííîå òîïîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè
ïë¼íêè Pb(111)/Si(111)7× 7

Îòôèëüòðîâàííîå èçîáðàæåíèå g = abs(imfilter(double(z),w))

Âûäåëåíèå ìàêñèìóìà g = g >= threshold

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå Èçîáðàæåíèå ãðàíèö òåððàñ
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Îáíàðóæåíèå ãðàíèö àòîìàðíî-ãëàäêèõ òåððàñ (2)

Òåððàñû íà ïîâåðõíîñòè Pb(111)/Si(111)7× 7

Êîðîòêàÿ ôîðìà: image_bw = z > threshold

Image_bw inverted Image_bw
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Äèëàòàöèÿ (1)

Äèëàòàöèÿ (dilatation) � ïðîöåññ óâåëè÷åíèÿ øèðèíû ëèíèé ïîñðåäñòâîì çàìåíû êàæäîãî
¾áåëîãî¿ ïèêñåëÿ ñòðóêòóðîîáðàçóþùèì ýëåìåíòîì (pattern), íàïðèìåð, â âèäå ¾êðåñòèêà¿
èëè ¾ëèíèè¿

pattern =

 0 1 0
1 1 1
0 1 0

 èëè pattern =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Ïðèìåð êîìàíäû Image_new = imdilate(Image, pattern)

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå Ïîñëå äèëàòàöèè
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Äèëàòàöèÿ (2)

Äèëàòàöèÿ ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, óâåëè÷èòü øèðèíó ëèíèé íà èçîáðàæåíèè è, âî-âòîðûõ,
ñäåëàòü êîíòóðû è ëèíèè çàìêíóòûìè.

Ïðèìåð: ïîëó÷åíèå ãðàíèö òåððàñ íà ïîâåðõíîñòè ïë¼íêè Pb(111)/Si(111)7× 7 â âèäå íåïðå-
ðûâíûõ ëèíèé

pattern =

 0 1 0
1 1 1
0 1 0
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Ýðîçèÿ èëè óòîí÷åíèå ëèíèé

Ôîðìàò êîìàíäû:

Image_new = bwmorph(Image, 'thin', n) èëè Image_new = bwmorph(Image, 'thin', inf),

ãäå êîìàíäà ïî óäàëåíèþ ïèêñåëîâ èç ëèíèé âûïîëíÿåòñÿ n ðàç èëè äî ñòàáèëèçàöèè èçîá-
ðàæåíèÿ (inf)

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèé äèëàòàöèè è ýðîçèè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü êîíòóðû ïðå-
äåëüíî òîíêèìè, ñîõðàíèâ èõ ôîðìó, çàìêíóòîñòü èëè íåçàìêíóòîñòü.
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Óäàëåíèå ïîãðàíè÷íûõ îáúåêòîâ è çàïîëíåíèå çàìêíóòûõ
êîíòóðîâ

Óäàëåíèå ïîãðàíè÷íûõ îáúåêòîâ Image_new=imclearborder(Image, 8)

Çàïîëíåíèå çàìêíóòûõ êîíòóðîâ Image_new=imfill(Image, 'holes')
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Àâòîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ îáúåêòîâ (1)

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ îñòðîâêîâ
stats = regionprops('table', Image, 'Centroid', 'MajorAxisLength', 'MinorAxisLength')

stats = Centroid MajorAxisLength MinorAxisLength
237.86 148.37 43.132 40.84
250.41 352.12 63.149 54.41
365.07 152.22 144.17 111.39
399.85 325.52 237.34 213.71
396.61 74.897 74.375 66.688

Ïîëíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè
regionprops

Area, EulerNumber, Orientation, BoundingBox,
Extent, Perimeter, Centroid, Extrema,
PixelIdxList, ConvexArea, FilledArea,
PixelList, ConvexHull, FilledImage,
Solidity, ConvexImage, Image, SubarrayIdx,
Eccentricity, MajorAxisLength, EquivDiameter,
MinorAxisLength
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Àâòîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ îáúåêòîâ (2)

Ãðàíóëîìåòðèÿ � ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç îñòðîâêîâ è êàïåëü íà ïîâåðõíîñòè

Äîìåííàÿ ñòðóêòóðà â ïë¼íêå æåëåçî-èòòðèåâîãî ãðàíàòà (YIG), ðàçìåð êàäðà 31 × 31ìêì2

(èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery)
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Îáú¼ì âûáîðêè � 225 îñòðîâîê (÷èñëî îñòðîâêîâ è èõ ðàçìåð çàâèñèò îò ïîðîãà äåòåêòèðî-
âàíèÿ)
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Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè âûñîòû ìîíîàòîìíûõ
ñòóïåíåé Pb(111) îò íàïðÿæåíèÿ (1)

Ñåðèÿ òîïîãðàôè÷åñêèé èçîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè Pb(111)/Si(111)7 × 7 äëÿ ðàçíûõ íàïðÿ-
æåíèé. Èç-çà êðèïà ïîëîæåíèå îñòðîâêà ìîíîàòîìíîé âûñîòû ìåäëåííî äðåéôóåò.

Êàê îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü âûñîòû òåððàñû îò íàïðÿæåíèÿ?

Âîçìîæíîå ðåøåíèå � íóæíî ïîñòðîèòü ñå÷åíèå ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó, ïðèâÿçàííóþ ê
ñòðóêòóðå ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð, öåíòð ¾âåðõíåé¿ òåððàñû):

U = 0.50V U = 3.50VU = 0.80V
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Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè âûñîòû ìîíîàòîìíûõ
ñòóïåíåé Pb(111) îò íàïðÿæåíèÿ (2)

Îïðåäåëÿåì ïîëîæåíèå öåíòðà òåððàñû è ñðàâíèâàåì ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð òåð-
ðàñû, äëÿ ìèíèìèçàöèè ýôôåêòà êðèïà è âëèÿíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ âàðèàöèé âûñîòû

Îáíàðóæåíû 5% âàðèàöèè âèäèìîé âûñîòû ìîíîàòîìíîé ñòóïåíè, îáóñëîâëåííûå êâàíòîâî-
ðàçìåðíûìè ýôôåêòàìè, â çàâèñèìîñòè îò íàïðÿæåíèÿ U
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A. Yu. Aladyshkin, Oscillatory bias dependence of the visible height of the monatomic Pb(111) steps... //

Journal of Physical Chemistry C, vol. 127 (27), pp. 13295�13301 (2023)
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Àíàëèç ôîðìû ìàãíèòíûõ äîìåíîâ (1)

Ëàáèðèíòíàÿ äîìåííàÿ ñòðóêòóðà â ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêå (YIG) ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàã-
íèòíîé àíèçîòðîïèåé

Îðèãèíàëüíîå èçîáðàæåíèå èìååò íåáîëüøîé ãðàäèåíò èíòåíñèâíîñòè âäîëü âåðòèêàëüíîé
îñè

Îðèãèíàëüíîå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå Âûðîâíåííîå äâîè÷íîå èçîáðàæåíèå

Ran Wang, Ya-Xuan Shang, Rui Wu, Jin-Bo Yang and Yang Ji, Evolution of Magnetic Domain Structure in

a YIG Thin Film // Chinese Physics Letters, vol. 33, 047502 (2016)
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Àíàëèç ôîðìû ìàãíèòíûõ äîìåíîâ (2)

Ýðîçèÿ: image_new = bwmorph(image, 'thin', inf)

Ïîñòðîåíèå ñêåëåòà: image_new = bwmorph(image, 'skel', inf)

Êîíöåâûå òî÷êè: bwmorph(T, 'endpoints') (îòìå÷åíû òî÷êàìè öâåòà ìîðñêîé âîëíû)

Òî÷êè âåòâëåíèÿ: bwmorph(T, 'branchpoints') (îòìå÷åíû êðàñíûìè òî÷êàìè)

Âûðîâíåííîå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå Ñêåëåò è îñîáûå òî÷êè
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Àíàëèç ôîðìû ìàãíèòíûõ äîìåíîâ (3)

Äëÿ îáíàðóæåíèÿ äåôåêòîâ ñêåëåòà èçîáðàæåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè 3×3 ïèêñåëåé. Ïîñëå
ýòîãî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî íåíóëåâûõ ïèêñåëåé, íàõîäÿùèõñÿ âîêðóã öåíòðà. Ïèêñåëü â öåí-
òðå ñ÷èòàåòñÿ äåôåêòîì (ìèíóöèåé, minutiae), åñëè îí ñàì íåíóëåâîé, è ñîñåäíèõ íåíóëåâûõ
ïèêñåëåé îäèí (äåôåêò òèïà ¾îêîí÷àíèå¿) èëè òðè (äåôåêò òèïà ¾âåòâëåíèå¿).
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Àíàëèç ôîðìû ìàãíèòíûõ äîìåíîâ (4)

Èçîáðàæåíèå ñ ïðîñòîðîâ Èíòåðíåòà Ñêåëåò è îñîáûå òî÷êè
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Îáíàðóæåíèå ãðàíåé è ãðàíè÷íûõ òî÷åê

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå Èçîáðàæåíèå ãðàíåé
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Îáíàðóæåíèå ãðàíèö òåððàñ è âèíòîâûõ äèñëîêàöèé

Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå � òîïîãðàôèÿ ïîâåðõíîñòè ïë¼íêè Pb(111)/Si(111)7×7, ðàçìåð êàäðà
174× 174 íì2.

Ïðîöåäóðà îáðàáîòêè: âû÷èòàíèå ãëîáàëüíîãî íàêëîíà→ âûðàâíèâàíèå ïî ëèíèÿì→ ñâåðò-
êà ñ ëàïëàñèàíîì èëè âû÷èñëåíèå ìîäóëÿ ãðàäèåíòà → ìåäèàííàÿ ôèëüòðàöèÿ (îïöèîíàëü-
íî) → äèëàòàöèÿ → ýðîçèÿ → îïðåäåëåíèå êîíöåâûõ òî÷åê

Îòìå÷åíû öåíòðû âèíòîâûõ äèñëîêàöèé âíóòðè àíàëèçèðóåìîé îáëàñòè

Aladyshkin, Aladyshkina, Bozhko, Observation of hidden parts of dislocation loops in thin Pb �lms by means

of scanning tunneling spectroscopy // Journal of Physical Chemistry C, vol. 125, pp. 26814-26822 (2021)
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Àíàëèç õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé îòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ

Èçîáðàæåíèå ñ ïðîñòîðîâ Èíòåðíåòà Ñêåëåò è îñîáûå òî÷êè

Ïðèíöèïû äàêòèëîñêîïè÷åñêîãî àíàëèçà (ñîãëàñíî Âèêèïåäèè):

1. Óëó÷øåíèå êà÷åñòâà èñõîäíîãî ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ îòïå÷àòêà.

2. Âû÷èñëåíèå ïîëÿ îðèåíòàöèè ïàïèëëÿðíûõ ëèíèé îòïå÷àòêà.

3. Áèíàðèçàöèÿ èçîáðàæåíèÿ îòïå÷àòêà ïîðîãîâîé îáðàáîòêîé.

4. Óòîí÷åíèå ëèíèé èçîáðàæåíèÿ îòïå÷àòêà äî òåõ ïîð, ïîêà ëèíèè íå áóäóò øèðèíîé 1 ïèêñåëü.

5. Âûäåëåíèå ìèíóöèé (ëîêàëüíûõ îñîáåííîñòåé, ëàò. minutiae) òèïà ¾îêîí÷àíèå¿ è ¾âåòâëåíèå¿.

6. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ìèíóöèé äàííîãî îòïå÷àòêà è ìèíóöèé îòïå÷àòêîâ áàçû äàííûõ (äëÿ
îïîçíàíèÿ äîñòàòî÷íî 65% ñîâïàäåíèÿ).
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Àíàëèç òðàíñôîðìàöèè äîìåííîé ñòðóêòóðû â
ôåððîìàãíèòíîì ñâåðõïðîâîäíèêå (1)

Äàííûå íèçêîòåìïåðàòóðíîé ìàãíèòíî-ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè ïðè òåìïåðàòóðå îêîëî 18 Ê:
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Stolyarov, Vagov, Aladyshkin et al., unpublished (2024)
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Àíàëèç òðàíñôîðìàöèè äîìåííîé ñòðóêòóðû â
ôåððîìàãíèòíîì ñâåðõïðîâîäíèêå (2)

Ïîñòðîåíèå ñêåëåòà äîìåííîé ñòðóêòóð ¾âðó÷íóþ¿
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Stolyarov, Vagov, Aladyshkin et al., unpublished (2024)
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Àíàëèç òðàíñôîðìàöèè äîìåííîé ñòðóêòóðû (5)

Ñðàâíåíèå ñêåëåòîâ äâóõ äîìåííûõ ñòðóêòóð äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñêàíîâ

Stolyarov, Vagov, Aladyshkin et al., unpublished (2024)
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Лекция 6

Статистический анализ периодических
и непериодических двумерных структур

А. Ю. Аладышкин Лекция 6: Статистический анализ... 26 апреля 2024 (МФТИ) 1 / 37



Прямое и обратное преобразования Фурье

(i) Анализ периодических процессов во времени

F
[
y(t)

]
≡ ŷ(ω) =

∞∫
−∞

y(t) e−iωt dt и y(t) =
1
2π

∞∫
−∞

ŷ(ω) e+iωt dω,

где ω – угловая частота.

(ii) Анализ одномерных периодических состояний в пространстве

F
[
y(x)

]
≡ ŷ(k) =

∞∫
−∞

y(x) e−ikx dx и y(x) =
1
2π

∞∫
−∞

ŷ(k) e+ikx dk,

где k – волновой вектор.

(iii) Анализ многомерных периодических состояний в пространстве

F
[
y(r)

]
≡ ŷ(k) =

∞∫
−∞

y(r) e−ik·r dnr и y(r) =
1

(2π)n

∞∫
−∞

ŷ(k) e+ik·r dnk

где k = {kx , ky , kz} – волновой вектор, n – размерность пространства (как правило, 2 или 3)
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Дискретное преобразование Фурье: двумерный случай (1)

Дискретное преобразование Фурье для функции двух переменных

F
[
z(x , y)

]
≡ ẑn′,m′ =

Nx−1∑
n=0

Ny−1∑
m=0

z(xn, ym) e
−2πin′n/Nx e−2πim′m/Ny ,

где n, n′ = 0, . . . ,Nx − 1 и m,m′ = 0, . . . ,Ny − 1 – целочисленные индексы.

Обратное дискретное преобразование Фурье для функции двух переменных

F−1[ẑn′,m′
]
≡ zn,m =

1
N

Nx−1∑
n′=0

1
N

Ny−1∑
m′=0

ẑn′,m′ e
2πin′n/Nx e2πim′m/Ny .

Дискретное преобразование Фурье переводит двумерную прямоугольную матрицу zn,m в дву-
мерную матрицу ẑ

n′,m′ такого же размера.

Масштабирование осей при преобразовании Фурье:

Пусть xn =
[
x0, x0 +∆x , . . . x0 +∆x · (Nx − 1)

]
– вектор аргументов, ∆x – шаг сетки по

координате

∆kx = 1/(∆x · Nx ) – шаг сетки по волновому числу

kx,max ≃ 1/∆x – максимальное значение волнового числа

kx,max/2 ≃ 1/(2∆x) – частота Найквиста
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Дискретное преобразование Фурье: двумерный случай (2)

Модельная структура: квадратная решётка с периодом a

z(x , y) = exp(ik1,xx + ik1,yy) + exp(−ik1,xx − ik1,yy)+

+ exp(ik2,xx + ik2,yy) + exp(−ik2,xx − ik2,yy) + const;

Базисные волновые вектора: k1 = k0 · ex + 0 · ey и k2 = 0 · ex + k0 · ey , где k0 = 2π/a

Реализация в Matlab:

z(nx , ny ) abs( fft2(z) ) abs
[
fftshift( fft2(z) )

]

nx

n
y

nx

n
y

◦
◦
◦ ◦

◦

A B

C D

nx
n
y ◦◦◦

◦

◦
D C

B A

А. Ю. Аладышкин Лекция 6: Статистический анализ... 26 апреля 2024 (МФТИ) 4 / 37



Фурье-анализ двумерных периодических структур (1)

Модельная структура: квадратная решётка с периодом a = 1 нм, k0 = 2π/a = 6.28 нм−1

«Честное» и быстрое Фурье-преобразование без оконной функции
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Замечание: в физике твёрдого тела фурье-образ кристаллической структуры часто называют
обратным пространством или обратной решёткой.
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Фурье-анализ двумерных периодических структур (2)

Модельная структура: квадратная решётка с периодом a = 1 нм, k0 = 2π/a = 6.28 нм−1

«Честное» и быстрое Фурье-преобразование с оконной функцией Блэкмэна
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Фурье-анализ двумерных периодических структур (3)

Структура идеального графена
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Контрольный вопрос: как связан «размер атома» на левой картинке и скорость затухания
фурье-максимумов на правой картинке?
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Фурье-анализ двумерных периодических структур (4)

Структура реконструированной поверхности Si(111)7 × 7
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Анализ частично упорядоченных двумерных структур

Адатомы Si на поверхности Si(111)-5 × 2-Au

Olyanich, Mararov, Utas, Aladyshkin, Mihalyuk,
Zotov, Saranin, C60 layer growth on intact and
Tl-modified Si(111)5 × 2−Au // Applied Surface
Science, vol. 456, 801–807 (2018)

Попытка стандартного Фурье-анализа: не имеет смысла
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Триангуляция Делоне: определение и основные свойства

Борис Николаевич Делоне (1890-1980) – русский и советский
математик, профессор МГУ, член-корреспондент АН СССР

Один из первых альпинистов СССР, мастер спорта СССР
Пик Делоне – 4070 метров
49°48’55"N 86°35’46"E (Алтайские горы)

Варианты транслитерации: Delone, Delauney, De Launay

Триангуляция Делоне – метод разбиения задан-
ного множества точек S на плоскости (узлов) на
треугольники таким образом, что для любого тре-
угольника все узлы за исключением вершин тре-
угольника, лежат вне окружности, описанной во-
круг треугольника.

Основные свойства триангуляции Делоне:

◦ Если никакие четыре точки не лежат на одной
окружности, то триангуляция Делоне единственна.

◦ Триангуляция Делоне максимизирует минималь-
ный угол среди всех углов всех построенных тре-
угольников, тем самым избегаются «тонкие» тре-
угольники.
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Функция delauney в Matlab

Формат команды: TRI = delaunay(X ,Y )

Входные аргументы: X =
{
x1, x2, x3, . . . , xN

}
и Y =

{
y1, y2, y3, . . . , yN

}
– координаты узлов

Возвращаемое значение: TRI = 78 23 56
114 115 113
46 35 36
...

...
...

(xk, yk)

(xl, yl)

(xm, ym)

dk,m
αl

θk

Оценка расстояний:

dk,m =
√

(xk − xm)2 + (yk − ym)2

Оценка углов:

θk = arctg

(
ym − yk

xm − xk

)

αl = arccos

(
d2
k,l + d2

m,l − d2
k,m

2dk,ldm,l

)

Координационное число:
число повторов данного узла в матрице TRI
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Разбиение (диаграмма) Вороного

Георгий Феодосьевич Вороной (1868-1908) – русский
математик, член-корреспондент Петербургской академии наук

Варианты транслитерации: Voronoi, Voronoy

Диаграмма Вороного конечного множества точек S на плоскости
представляет такое разбиение плоскости, при котором каждая об-
ласть этого разбиения образует множество точек, более близких
к одному из элементов множества S, чем к любому другому эле-
менту множества (обобщение понятия ячейки Вигнера-Зейтца).

Напоминание: центр описанной окружности треугольника лежит в точке пересечения срединных пер-
пендикуляров
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Функции voronoi и voronoin в Matlab

Формат команды: [Vx ,Vy ] = voronoi(X ,Y ,TRI ) и [V ,C ] = voronoin(X ,Y ,TRI )

Входные аргументы: X =
{
x1, x2, x3, . . . , xN

}
и Y =

{
y1, y2, y3, . . . , yN

}
– координаты узлов

Возвращаемые значения: Vx и Vy – координаты вершин элементарных многоугольников

C(n, :) = [a1, a2, a3, . . .] – координаты вершин n−го многоугольника

1

2

3
4

5

Площадь ориентированного многоугольника:

S =

∣∣∣∣ (x1y2 − y1x2)

2
+

(x2y3 − y2y3)

2
. . .

. . .+
(xN1

yN − yN−1yN)

2
+

(xNy1 − yNy1)

2

∣∣∣∣∣

А. Ю. Аладышкин Лекция 6: Статистический анализ... 26 апреля 2024 (МФТИ) 13 / 37



Возможности разбиений Делоне и Вороного для анализа
статистических свойства двумерных структур

Триангуляция Делоне и диаграмма Вороного позволяют

∗ определять длину и направление «связей» между соседними узлами;

∗ определять координационные числа узлов;

∗ определять площадь, приходящуюся на один узел;

∗ получать дифференциальную функцию распределения в виде гистограмм
при использовании соответствующих фильтров.

Методы, основанные на триангуляции Делоне и разбиении Вороного более чувствительны к
локальным нарушениям порядка, чем анализ на основе преобразования Фурье.
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Триангуляция Делоне и координационное число узлов
σ/a = 0.05

σ/a = 0.20
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Типы двумерных кристаллических решёток

n a

ma

θ

Уравнение для углов поворота:

na = ma+ 2a cos θ, n,m ∈ Z

Допустимые решения:

cos θ = 0, ±1/2, ±1.

В кристаллах, обладающих трансляционной симметрией, могут существовать поворотные
оси 1, 2, 3, 4 и 6 порядков, соответствующих допустимым углам поворота 60◦, 90◦, 120◦,
180◦ и 360◦:
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной гексагональной решётки

a0 =200, σ0 =2 FFT

0 0.5 1 1.5 2
S/a20

0
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10
σ =0.02

0 100 200 300 400
d

0
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σ1 =5.5

0 45 90
Inner angle α, ◦
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0.5
σ1 =1.6
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной гексагональной решётки

a0 =200, σ0 =10 FFT

0 0.5 1 1.5 2
S/a20

0
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10
σ =0.05

0 100 200 300 400
d
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной гексагональной решётки

a0 =200, σ0 =20 FFT

0 0.5 1 1.5 2
S/a20

0
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10
σ =0.1

0 100 200 300 400
d
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А. Ю. Аладышкин Лекция 6: Статистический анализ... 26 апреля 2024 (МФТИ) 19 / 37



Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной гексагональной решётки

a0 =200, σ0 =30 FFT
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной квадратной решётки

a0 =200, σ0 =2 FFT

0 0.5 1 1.5 2
S/a20

0

5

10
σ =0.02

0 100 200 300 400
d

0
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σ1 =5.6
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0
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σ1 =1.3
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной квадратной решётки

a0 =200, σ0 =10 FFT

0 0.5 1 1.5 2
S/a20

0
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σ =0.07
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной квадратной решётки

a0 =200, σ0 =20 FFT
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для неупорядоченной квадратной решётки

a0 =200, σ0 =30 FFT
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Квазикристаллы

Квазикристалл (англ. quasicrystal) – твёрдое тело, характеризующееся симметрией, запре-
щённой в классической кристаллографии (например, 5 или 10 порядка), и наличием дальне-
го порядка.

Àòîìíàÿ ìîäåëü Al-Pd-Mn êâàçèêðèñòàëëàÄàí Øåõòìàí (ðîä. 24 ÿíâàðÿ 1941,

Òåëü-Àâèâ) — èçðàèëüñêèé ôèçèê è

õèìèê, Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèè ïî

õèìèè çà 2011 ãîä çà îòêðûòèå

êâàçèêðèñòàëëîâ (Al6Mn).
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Мозаика (паркет) Пенроуза как пример квазикристалла

Ïàðêåò P2 Ïàðêåò P3

36
o

72
o

72
o

72
o

54
o

54
o
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Мозаика (паркет) Пенроуза как пример квазикристалла
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для мозаики Пенроуза

Penrose tiling P3: σ0 =2
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для мозаики Пенроуза

Penrose tiling P3: σ0 =10
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Применение преобразования Фурье, разбиений Делоне и
Вороного для мозаики Пенроуза

Penrose tiling P3: σ0 =20
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Анализ структуры вихревых решёток в сверхпроводниках
второго рода

Решетка абрикосовских вихрей:
площадь на единичный вихрь

S =
Φ0

H
,

где H – локальное магнитное поле,

Φ0 = 2 · 10−7 Гс·см2 – квант
магнитного потока

Л. Я. Винников, А. В. Радаев, И. C. Вещунов, А. Г. Трошина, Ю. Лиу, Ч. Т. Лин, А. В. Борис, Вихревая
структура в монокристаллах FeTeSe // Письма в ЖЭТФ, т. 93, 317-320 (2011).
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Анализ структуры вихревых решеток в сверхпроводниках
второго рода
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Анализ структуры вихревых решеток в сверхпроводниках
второго рода

A. V. Putilov, C. Di Giorgio, V. L. Vadimov, D. J. Trainer, E. M. Lechner, J. L. Curtis, M. Abdel-Hafiez, O.
S. Volkova, A. N. Vasiliev, D. A. Chareev, G. Karapetrov, A. E. Koshelev, A. Yu. Aladyshkin, A. S. Mel’nikov,
and M. Iavarone, Vortex-core properties and vortex-lattice transformation in FeSe // Physical Review B, vol.
99, 144514 (2019).
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Анализ структуры вихревых решеток в сверхпроводниках
второго рода

А. Ю. Аладышкин Лекция 6: Статистический анализ... 26 апреля 2024 (МФТИ) 34 / 37



Анализ структуры вихревых решеток в сверхпроводниках
второго рода

Обнаружен фазовый переход от треугольной решетки к квадратной решетке.
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Адатомы Si на поверхности Si(111)5 × 2−Au
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Молекулы C60 на поверхности Si(111)5 × 2−(Au,Tl)

СТМ изображения размером 50 × 40 нм2

при U = 2.0B после адсорбции C60 и
соответствующая им функция распреде-
ления расстояния между молекулами C60
вдоль рядов

(a, d) 0.019 монослоя C60

(b, e) 0.038 монослоя C60

(c, f) 0.065 монослоя C60
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