
Задачи 2024 (МФТИ)

Коэффициенты отражения и прохождения

Задача 1 Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîñòîÿíèé ðàññåÿíèÿ

𝜓𝐸(𝑧) =

{︃
𝑎1 𝑒

𝑖𝑘1𝑧/
√︀
2𝜋ℏ𝑣1 + 𝑏1 𝑒

−𝑖𝑘1𝑧/
√︀

2𝜋ℏ𝑣1 ïðè 𝑧 → −∞;

𝑎2 𝑒
𝑖𝑘1𝑧/

√︀
2𝜋ℏ𝑣2 + 𝑏2 𝑒

−𝑖𝑘2𝑧/
√︀

2𝜋ℏ𝑣2 ïðè 𝑧 → +∞,

ïîêàæèòå, ÷òî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòè Π (𝐸) ñëåâà è ñïðàâà îò

áàðüåðà ðàâíû
(︀
|𝑎1|2 − |𝑏1|2

)︀
/(2𝜋ℏ) è

(︀
|𝑎2|2 − |𝑏2|2

)︀
/(2𝜋ℏ), ñîîòâåòñòâåííî.

Задача 2 Èñïîëüçóÿ îáùèé âèä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêàíàëüíîãî ðàññåÿíèÿ

𝑆 =

(︃
𝑟 𝑡′

𝑡 𝑟′

)︃
,

ïîêàæèòå, ÷òî òðàíñôåð�ìàòðèöà â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

�̂� =

(︃
𝑡−1 −𝑡−1 𝑟′

𝑟 𝑡−1 𝑡′ − 𝑟 𝑡−1 𝑟′

)︃
.

Задача 3 Âû÷èñëèòå àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ 𝑟 è ïðîõîæäåíèÿ 𝑡 ïðè ïàäåíèè ÷àñòèöû íà îä-

íîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð âèäà

𝑈𝛿(𝑧) = 𝐷 𝛿(𝑧 − 𝑧1) +

{︃
𝑈1 ïðè 𝑧 < 𝑧1
𝑈2 ïðè 𝑧 > 𝑧1

слева.

Задача 4 Âû÷èñëèòå àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ 𝑟′ è ïðîõîæäåíèÿ 𝑡′ ïðè ïàäåíèè ÷àñòèöû íà

îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð âèäà

𝑈𝛿(𝑧) = 𝐷 𝛿(𝑧 − 𝑧1) +

{︃
𝑈1 ïðè 𝑧 < 𝑧1
𝑈2 ïðè 𝑧 > 𝑧1

справа.

Задача 5 Âû÷èñëèòå àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ñ äâóìÿ ëîêà-

ëèçîâàííûìè ðàññåèâàòåëÿìè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêàíàëüíîãî ðàññåèâàíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äëÿ êàæäîãî áàðüåðà áëèçîê ê åäèíèöå.

Задача 6 Âû÷èñëèòå àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ñ äâóìÿ ëîêàëè-

çîâàííûìè ðàññåèâàòåëÿìè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêàíàëüíîãî ðàññåèâàíèÿ áåç ïðèâëå÷åíèÿ àïïàðàòà

òåîðèè âîçìóùåíèé.

Задача 7 Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííîå íèæå âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé

ðàññåÿíèå ÷àñòèöû íà ñêà÷êå ïîòåíöèàëà ñ äåëüòà-ôóíêöèåé (ñì. çàäà÷ó 3)

�̂� =
1

2
√︀
𝑘1𝑘2

(︃ [︀
𝑘1 + 𝑘2 + 𝑖 2𝑚*𝐷/ℏ2

]︀
𝑒𝑖(−𝑘1+𝑘2)𝑧1 ,

[︀
𝑘1 − 𝑘2 + 𝑖 2𝑚*𝐷/ℏ2

]︀
𝑒𝑖(−𝑘1−𝑘2)𝑧1[︀

𝑘1 − 𝑘2 − 𝑖 2𝑚*𝐷/ℏ2
]︀
𝑒𝑖( 𝑘1+𝑘2)𝑧1 ,

[︀
𝑘1 + 𝑘2 − 𝑖 2𝑚*𝐷/ℏ2

]︀
𝑒𝑖( 𝑘1−𝑘2)𝑧1

)︃
,

âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òðàíñôåð�ìàòðèöû äëÿ îäíîìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áà-

ðüåðà êîíå÷íîé âûñîòû. Èíäåêñû 1 è 2 îòíîñÿòñÿ ïàðàìåòðàì ýëåêòðîííûõ âîëí â îáëàñòÿì ïåðåä

áàðüåðîì è çà áàðüåðîì, ñîîòíîòñòâåííî.
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Задача 8 Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé ðàññåÿíèå ÷àñòèöû

íà ñêà÷êå ïîòåíöèàëà ñ äåëüòà-ôóíêöèåé (ñì. çàäà÷ó 7), âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ

𝒯 (𝐸) äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû è èññëåäóéòå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå 𝒯 (𝐸)

äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ ýíåðãèé. Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: ñèììåòðè÷íûé äåëüòà-áàðüåð (𝑘1 = 𝑘2 è

𝐷 ̸= 0) è ñêà÷îê ïîòåíöèàëà áåç äåëüòà-áàðüåðà (𝑘1 ̸= 𝑘2 è 𝐷 = 0).

Задача 9 Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííîå íèæå âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé

ðàññåÿíèå ÷àñòèöû íà îäíîìåðíîì ïðÿìîóãîëüíîì ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå

�̂� =

(︃
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22

)︃
,

ãäå

𝑀11 =
𝑒−𝑖𝑘1𝑧1+𝑖𝑘3𝑧2

4
√︀
𝑘1𝑘2

√︀
𝑘2𝑘3

{︁
(𝑘1 + 𝑘2)(𝑘2 + 𝑘3) 𝑒

−𝑖𝑘2𝑤2 + (𝑘1 − 𝑘2)(𝑘2 − 𝑘3) 𝑒
𝑖𝑘2𝑤2

}︁
,

𝑀12 =
𝑒−𝑖𝑘1𝑧1−𝑖𝑘3𝑧2

4
√︀
𝑘1𝑘2

√︀
𝑘2𝑘3

{︁
(𝑘1 + 𝑘2)(𝑘2 − 𝑘3) 𝑒

−𝑖𝑘2𝑤2 + (𝑘1 − 𝑘2)(𝑘2 + 𝑘3) 𝑒
𝑖𝑘2𝑤2

}︁
,

𝑀21 =
𝑒𝑖𝑘1𝑧1+𝑖𝑘3𝑧2

4
√︀
𝑘1𝑘2

√︀
𝑘2𝑘3

{︁
(𝑘1 − 𝑘2)(𝑘2 + 𝑘3) 𝑒

−𝑖𝑘2𝑤2 + (𝑘1 + 𝑘2)(𝑘2 − 𝑘3) 𝑒
𝑖𝑘2𝑤2

}︁
,

𝑀22 =
𝑒𝑖𝑘1𝑧1−𝑖𝑘3𝑧2

4
√︀
𝑘1𝑘2

√︀
𝑘2𝑘3

{︁
(𝑘1 − 𝑘2)(𝑘2 − 𝑘3) 𝑒

−𝑖𝑘2𝑤2 + (𝑘1 + 𝑘2)(𝑘2 + 𝑘3) 𝑒
𝑖𝑘2𝑤2

}︁
,

âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ 𝒯 (𝐸) ÷åðåç òàêîé áàðüåð. Èíäåêñû 1, 2 è 3 îòíîñÿòñÿ

ê ïàðàìåòðàì ýëåêòðîííûõ âîëí â îáëàñòÿì ïåðåä áàðüåðîì, âíóòðè áàðüåðà è çà áàðüåðîì,

ñîîòâåòñòâåííî; òî÷êè 𝑧1 è 𝑧2 ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ ëåâîé è ïðàâîé ñòåíîê áàðüåðà, 𝑤2 =

𝑧2 − 𝑧1 � øèðèíà áàðüåðà. Ðàññìîòðèòå ÷àñòíûå ñëó÷àè: ñèììåòðè÷íûé áàðüåð, ¾ñëàáûé¿ áàðüåð

è ìàëîïðîçðà÷íûé áàðüåð.

Задача 10 Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé ðàññåÿíèå ÷àñòèöû íà

ñêà÷êå ïîòåíöèàëà áåç äåëüòà�ôóíêöèè (ñì. çàäà÷ó 3) äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ.

Задача 11 * Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿ-

íèè ÷àñòèöû íà ñêà÷êå ïîòåíöèàëà áåç äåëüòà�ôóíêöèè (ñì. çàäà÷ó 10) îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé

âîëíû 𝐸 è óãëà ïàäåíèÿ 𝜙1 äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèå ÷àñòèöû íà áàðüåð.

Задача 12 Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ÷à-

ñòèöû íà ñêà÷îê ïîòåíöèàëà ñ äåëüòà�ôóíêöèåé (ñì. çàäà÷ó 3).

Задача 13 Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ äëÿ äåëüòà�îáðàçíîãî ïîòåí-

öèàëüíîãî áàðüåðà 𝑈(𝑧) = 𝐷 𝛿(𝑧) äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà áàðüåð.

Задача 14 Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé ïðîõîæäåíèå ÷àñòè-

öû ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, (ñì. çàäà÷ó 9), ïîëó÷èòü òðàíñôåð�ìàòðèöó äëÿ

𝛿−ôóíêöèîíàëüíîãî áàðüåðà (ñì. çàäà÷ó 7) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì 𝑤2 = 𝑥2 − 𝑥1 → 0 è 𝑈2 → ∞
ïðè óñëîâèè 𝑈2𝑤2 = 𝐷 = const.

2



Задача 15 Ðàññ÷èòàòü ïîëîæåíèå ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ äëÿ

ïðÿìîóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, ðàññìàòðèâàÿ ñèíôàçíîå è ïðîòèâîôàçíîå ñëîæåíèå

âîëí íà ñòåíêàõ áàðüåðà. Ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 9.

Задача 16 Äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà 𝑈2𝛿(𝑧) ñëåäóþùåãî âèäà

𝑈2𝛿(𝑧) = 𝐷1𝛿(𝑧) +𝐷2𝛿(𝑧 − 𝑎)

èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé

âîëíû 𝐸 äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ. Îáñóäèòü çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ðåçîíàíñíîãî

ïðîõîæäåíèÿ îò îòíîøåíèÿ 𝐷1/𝐷2.

Задача 17 Âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç äâîéíîé ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëü-

íûé áàðüåð äëÿ ñëó÷àÿ ïîäáàðüåðíîãî ïðîõîæäåíèÿ. Îáñóäèòü çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ðå-

çîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ îò îòíîøåíèÿ 𝑈1/𝑈2, ãäå 𝑈1 è 𝑈2 � âûñîòû áàðüåðîâ.

Задача 18 Çàäà÷à Êðîíèíãà-Ïåííè: èñïîëüçóÿ ìåòîä òðàíñôåð-ìàòðèöû, ðàññ÷èòàòü ñïåêòð

ðàçðåø¼ííûõ ñîñòîÿíèé (çîííûé ñïåêòð) äëÿ ýëåêòðîíà â ïîòåíöèàëå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ, ãäå 𝐿 � ïåðèîä ñòðóêòóðû.

Задача 19 Èñïîëüçóÿ ìåòîä òðàíñôåð-ìàòðèöû ðàññ÷èòàòü ñïåêòð ðàçðåøåííûõ ñîñòîÿíèé

(çîííûé ñïåêòð) äëÿ ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå äåëüòà-îáðàçíîãî âèäà 𝑈𝑛𝛿(𝑧) =∑︀
𝑛
𝐷 𝛿(𝑧 − 𝐿𝑛), ãäå 𝐿 � ïåðèîä ñòðóêòóðû.

Задача 20 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ è ïðîõîæ-

äåíèÿ ÷àñòèöû îò ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà 𝑈(𝑧).

Задача 21 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ è ïðîõîæ-

äåíèÿ ÷àñòèöû îò òðåóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà 𝑈(𝑧) = 0 ïðè 𝑧 < 0 è 𝑈(𝑧) = 𝑈0 − 𝐹𝑧

ïðè 𝑧 > 0.

Задача 22 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòè-

öû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð âèäà 𝑈(𝑟) = −𝑈0 ïðè 𝑟 < 𝑟0 è 𝑈(𝑟) = 𝐴/𝑟 ïðè 𝑟 > 𝑟0 (â

ïðåäïîëîæåíèè î ìàëîé òóííåëüíîé ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà).

Уровни размерного квантования. Квазистационарные состояния

Задача 23 Ðàññ÷èòàéòå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ÷àñòèöû â äåëüòà�îáðàçíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

𝑈(𝑧) = −𝐷 𝛿(𝑧), ãäå 𝐷 > 0.

Задача 24 Ïðèâåäèòå ñîîòíîøåíèå arg 𝑟′1 + arg 𝑟2 = 2𝜋𝑛 äëÿ ñïåêòðà ÷àñòèöû â îäíîìåðíîé

ÿìå ê âèäó

𝑘2 (𝑧2 − 𝑧1) = 𝜋𝑛− arctg

(︂
𝑘2
κ1

)︂
− arctg

(︂
𝑘2
κ3

)︂
.

Çäåñü 𝑟′1 è 𝑟2 åñòü àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ îò ëåâîé è ïðàâîé ñòåíîê ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (ñì.

ïîñòàíîâêó çàäà÷ 3 è 4), κ1 è κ3 � ìíèìàÿ ÷àñòü âîëíîâûõ âåêòîðîâ âíóòðè ëåâîãî è ïðàâîãî

áàðüåðîâ, ñîîòâåòñòâåííî; 𝑘2 � âîëíîâîé âåêòîð âîëíû âíóòðè ÿìû; òî÷êè 𝑧1 è 𝑧2 ñîîòâåòñòâóþò

ïîëîæåíèþ ëåâîé è ïðàâîé ñòåíîê áàðüåðà, 𝑤2 = 𝑧2 − 𝑧1 � øèðèíà ÿìû.
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Задача 25 Ðàññ÷èòàéòå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ÷àñòèöû â ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

êîíå÷íîé âûñîòû, ïðèâåä¼ííûé â çàäà÷å 24, èñïîëüçóÿ ôîðìàëèçì òðàíñôåð�ìàòðèöû è ÿâíûé

âèä òðàíñôåð-ìàòðèöû èç çàäà÷è 9.

Задача 26 Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííîå íèæå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ÷àñòèöû â ïðÿìîóãîëüíîé

ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé âûñîòû (ñì. çàäà÷ó 24)

𝑘2 (𝑧2 − 𝑧1) = 𝜋𝑛− arctg

(︂
𝑘2
κ1

)︂
− arctg

(︂
𝑘2
κ3

)︂
,

ïîëó÷èòå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð äëÿ ãëóáîêîé è ìåëêîé ïîòåíöèàëüíûõ ÿì.

Задача 27 Ðàññ÷èòàéòå ðàñùåïëåíèå óðîâíåé â ñèììåòðè÷íûõ ñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïî-

òåíöèàëüíûõ ÿìàõ â ïðåäïîëîæåíèè î ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè òóííåëüíîãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî

ëåâóþ è ïðàâóþ ÿìû.

Задача 28 Îöåíèòå ïåðèîä îñöèëëÿöèé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â òóííåëüíî�ñâÿçàííûõ ïî-

òåíöèàëüíûõ ÿìàõ.

Задача 29 Ïîëó÷èòå ôîðìóëó Áîðà�Çîììåðôåëüäà

1

𝜋ℏ

𝑧2∫︁
𝑧1

𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑛+
1

2
, 𝑛 = 0, 1, 2...

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñâÿçè çàòóõàþùèõ è îñöèëëèðóþùèõ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé âáëèçè

êëàññè÷åñêîé òî÷êè ïîâîðîòà

1

2

1√︀
|𝑝(𝑧)|

exp

⎧⎪⎨⎪⎩−1

ℏ

⃒⃒⃒ 𝑧∫︁
𝑧0

𝑝(𝑧) 𝑑𝑧
⃒⃒⃒⎫⎪⎬⎪⎭ ïðè 𝐸‖ < 𝑈(𝑧) =⇒

1√︀
𝑝(𝑧)

cos

⎧⎪⎨⎪⎩1

ℏ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑧∫︁
𝑧0

𝑝(𝑧) 𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒− 𝜋

4

⎫⎪⎬⎪⎭ ïðè 𝐸‖ > 𝑈(𝑧).

Задача 30 Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâàííîé êâàçèêëàññè÷åñêîé âîëíîâîé ôóíêöèè ÷à-

ñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå.

Задача 31 Ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà

1

𝜋ℏ

𝑧2∫︁
𝑧1

𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑛+
1

2
, 𝑛 = 0, 1, 2...

ïîëó÷èòå ñïåêòð ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé

ðåçóëüòàò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Задача 32 Ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà

1

𝜋ℏ

𝑧2∫︁
𝑧1

𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝑛+
1

2
, 𝑛 = 0, 1, 2...

ïîëó÷èòå ñïåêòð ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå â áåñêîíå÷íî âûñîêèìè

ñòåíêàìè. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. Êàê ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü

ôîðìóëó Áîðà-Çîììåðôåëüäà, ÷òîáû óëó÷øèòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû?
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