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Ëåêöèÿ 1

Êðèñòàëëîãðàôèÿ òð¼õìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñòðóêòóð

Ïîâåðõíîñòíàÿ ðåëàêñàöèÿ è ðåêîíñòðóêöèÿ

Ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòåé íåêîòîðûõ êðèñòàëëîâ
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Ðåø¼òêà, áàçèñ è êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
Äëÿ òð¼õìåðíîãî êðèñòàëëà êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåø¼òêà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç òðè íåêîìïëàíàð-
íûõ âåêòîðà îñíîâíûõ (èëè ïðèìèòèâíûõ) òðàíñëÿöèé a

1
, a

2
è a

3
, òàêèõ ÷òî ðàñïîëîæåíèå

àòîìîâ èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè êðèñòàëëà r âûãëÿäèò ñîâåðøåííî òàê æå, êàê ïðè ðàññìîò-
ðåíèè èç òî÷êè r ′ = r + R, ãäå

R = n1 a1 + n2 a2 + n3 a3,

ãäå n
1
, n

2
è n

3
� öåëî÷èñëåííûå èíäåêñû. Òàêèì îáðàçîì, êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåø¼òêà ÿâëÿåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèåé è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷åê. Êðèñòàëëè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì è îáðàçóåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ñ êàæäîé
òî÷êîé ðåø¼òêè ñâÿçàí áàçèñ � êàêîé-ëèáî îáúåêò (àòîì èëè ãðóïïà àòîìîâ, ìîëåêóë è ïðî÷.)

êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà+ áàçèñ = êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
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Èíäåêñû ïëîñêîñòåé è íàïðàâëåíèé

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1,

ãäå a, b è c � äëèíà îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïëîñêîñòüþ íà
îñÿõ êîîðäèíàò. Äëÿ îïèñàíèÿ ñåìåéñòâà àòîìíûõ ïëîñêî-
ñòåé èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå èíäåêñû Ìèëëåðà � íà-
áîð öåëî÷èñëåííûõ èíäåêñîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ îáðàòíûì
îòðåçêàì

(n : m : k) =

(
1

a
:
1

b
:
1

c

)
,

Íàáîð ïëîñêîñòåé, ýêâèâàëåíòíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèììåò-
ðèè, çàêëþ÷àåòñÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè, íàïðèìåð, (100), (010),
(001) ≡ {100}.

ïëîñêîñòü (632)

Íîðìèðîâàííûå èíäåêñû Ìèëëåðà (nmk)/
√
n2 +m2 + k2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàïðàâëÿþ-

ùèå êîñèíóñû äëÿ âåêòîðà íîðìàëè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìíûõ ïëîñêîñòåé. Äëÿ óêàçàíèÿ
íàïðàâëåíèé â êðèñòàëëàõ óêàçûâàþòñÿ òðè èíäåêñà, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì íàïðàâëÿ-
þùèõ êîñèíóñîâ. Ýòè èíäåêñû çàêëþ÷àþòñÿ â êâàäðàòíûå ñêîáêè, íàïðèìåð, [111]. Íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî â êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ íàïðàâëåíèå [nmk] ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòÿì
(nmk).
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Ïðèìåðû íèçêîèíäåêñíûõ ïëîñêîñòåé
äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ

Òåðìèíîëîãèÿ:

íèçêîèíäåêñíûå èëè ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè � ïëîñêîñòè ñ ìàëûìè èíäåêñàìè Ìèëëåðà
(íàïðèìåð, (1 0 0) èëè (1 1 1))

âûñîêîèíäåêñíûå èëè âèöèíàëüíûå ïîâåðõíîñòè � ïëîñêîñòè ñ áîëüøèìè èíäåêñàìè Ìèëëåðà
(íàïðèìåð, (5 5 7) èëè (7 7 10))
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Øèðèíà àòîìàðíî-ãëàäêèõ òåððàñ

[010]

(111)

(a)

(556)

(11̄0)

[001]

[100]

1

0
1/

√
2 (6/5)/

√
2

plane (11̄0)

θ

dML

L

n1 n2θ

(b)

(556)(111)

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ñ èíäåêñàìè Ìèëëåðà (n
1
,m

1
, k

1
) è (n

2
,m

2
, k

2
) ìîæåò áûòü âû÷èñ-

ëåí ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

θ = arccos

 n
1
n
2
+m

1
m
2
+ k

1
k
2√

n2
1
+m2

1
+ k2

1

√
n2
2
+m2

2
+ k2

2

 .

Ñâÿçü óãëà ðàçîðèåíòàöèè θ, âûñîòû ìîíîñëîÿ dML è ðàâíîâåñíîé øèðèíû òåððàñ L

L =
dML

tg θ
.
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Äåôåêòû íà ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäîãî òåëà

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà êðåìíèÿ îòïîëèðîâàíà ñ òî÷íîñòüþ äî 0.5◦ ïî
îòíîøåíèþ ê ñèíãóëÿðíîé ïëîñêîñòè (111). ×åìó ðàâíà ñðåäíÿÿ øèðèíà òåððàñ?
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Äâóìåðíûå ðåø¼òêè Áðàâý (Bravais)
Îïðåäåëåíèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè: R = n

1
a
1
+ n

2
a
2
.

Ïðèìåð: êâàäðàòíàÿ ðåø¼òêà Áðàâý

n a

ma

θ

Óðàâíåíèå äëÿ óãëîâ ïîâîðîòà:

na = ma+ 2a cos θ, n,m ∈ Z.

Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ:

cos θ = 0, ±1/2 è ± 1.

Â êðèñòàëëàõ, îáëàäàþùèõ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèåé, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïîâîðîòíûå
îñè 1, 2, 3, 4 è 6 ïîðÿäêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûì óãëàì ïîâîðîòà 60◦, 90◦, 120◦,
180◦ è 360◦.
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Âñ¼ ìíîãîîáðàçèå ïîâåðõíîñòíûõ ñòðóêòóð ìîæåò áûòü îïèñàíî ïÿòüþ òèïàìè ðåø¼òîê Áðàâý:

Òèï ðåø¼òêè Ïðèìåð

êîñîóãîëüíàÿ oblique |a
1
| ̸= |a

2
| γ ̸= 90◦ ã.ö.ê. (210)

ïðÿìîóãîëüíàÿ rectangular |a
1
| ̸= |a

2
| γ = 90◦ ã.ö.ê. (110)

ïðÿìîóãîëüíàÿ öåíòðèðîâàííàÿ centered rectangular |a
1
| ̸= |a

2
| γ = 90◦ î.ö.ê. (110)

êâàäðàòíàÿ square |a
1
| = |a

2
| γ = 90◦ ã.ö.ê. (100)

ãåêñàêîíàëüíàÿ hexagonal |a
1
| = |a

2
| γ = 60◦ ã.ö.ê. (111)
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Ïðîñòàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåø¼òêà

Ïðèìåðû: N (a = 0.566 íì).

Äëÿ êðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè a ïðÿìàÿ ðåø¼òêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà òðèâèàëüíûì
îáðàçîì

R = a
(
n1 ex + n2 ey + n3 ez ),

(100) (110) (111)
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Îáú¼ìíîöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåø¼òêà

Îáú¼ìíîöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ (îöê), body-centered cubic (bcc)

Ïðèìåðû: Li (a = 0.349 íì), Na (a = 0.428 íì), Fe (a = 0.287 íì), W (a = 0.316 íì),
Ta (a = 0.331 íì).

Óñëîâíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà o.ö.ê.�ðåø¼òêè ñîäåðæèò äâà óçëà è ó êàæäîãî óçëà èìååòñÿ
âîñåìü áëèæàéøèõ ñîñåäåé, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè

√
3a/2. Äëÿ êðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííîé

ðåø¼òêè a ïðÿìàÿ ðåø¼òêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

R = a

{
n1

(−ex + ey + ez

2

)
+ n2

(
ex − ey + ez

2

)
+ n3

(
ex + ey − ez

2

)}
.

(100) (110) (111)
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(100) (110) (111)

top view for (100)

unit cell = a× a

top view for (110)

unit cell =
√
2a× a

top view for (111)

unit cell =
√
2a×

√
2a

Âûñîòà ìîíîñëîÿ: dML = a/2 dML =
√
2a/2 dML =

√
3a/6

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 1 2 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 12 / 34



Ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåø¼òêà

Ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ (ãöê), face-centered cubic (fcc)

Ïðèìåðû: Cu (a = 0.361 íì), Au (a = 0.408 íì), Ag (a = 0.407 íì), Ni (a = 0.354 íì),
Al (a = 0.405 íì), Pb (a = 0.495 íì).

Óñëîâíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ãöê�ðåø¼òêè ñîäåðæèò ÷åòûðå óçëà è ó êàæäîãî óçëà èìååòñÿ
âîñåìü áëèæàéøèõ ñîñåäåé, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè a/

√
2. Äëÿ êðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííîé

ðåø¼òêè a ïðÿìàÿ ðåø¼òêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

R = a

{
n1

(
ey + ez

2

)
+ n2

(
ex + ez

2

)
+ n3

(
ex + ey

2

)}
.

(100) (110) (111)
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(100) (110) (111)

top view for (100)

unit cell = a/
√
2× a/

√
2

top view for (110)

unit cell = a/
√
2× a

top view for (111)

unit cell = a/
√
2× a/

√
2

Âûñîòà ìîíîñëîÿ: dML = a/2 dML =
√
2a/4 dML =

√
3a/3
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Ðåø¼òêà òèïà àëìàçà

Ïðèìåðû: Si (a = 0.543 íì), Ge (a = 0.566 íì).

Íàçâàíèå îòðàæàåò îò îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äàííàÿ ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷åíèþ
àòîìîâ óãëåðîäà â àëìàçå (àíãë. diamond). Ïðÿìàÿ ðåø¼òêà ñîñòîèò èç äâóõ ãöê�ïîäðåø¼òîê,
ñìåù¼ííûõ íà ÷åòâåðòü ãëàâíîé äèàãîíàëè óñëîâíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè

Ra = a

{
n1

(
ey + ez

2

)
+ n2

(
ex + ez

2

)
+ n3

(
ex + ey

2

)}
, Rb = Ra +

a

4

(
ex + ey + ez

)
.

(100) (110) (111)
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(100) (110) (111)

top view for (100)

unit cell = a/
√
2× a/

√
2

top view for (110)

unit cell = a/
√
2× a

top view for (111)

unit cell = a/
√
2× a/

√
2

Âûñîòà ìîíîñëîÿ: dML = a/2 dML = a/2
√
2 dML = a/

√
3
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Ãåêñàãîíàëüíàÿ ïëîòíîóïàêîâàííàÿ ðåø¼òêà

Ãåêñàãîíàëüíàÿ ïëîòíîóïàêîâàííàÿ (ãïó), hexagon closed-packed (hcp)

Ïðèìåðû: Mg (a = 0.320 íì, c = 0.520 íì), Se (a = 0.436 íì, c = 0.496 íì)

Äàííàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïëîòíîé óïàêîâêå ¾æ¼ñòêèõ ñôåð¿, íàïðèìåð,
ïóøå÷íûõ ÿäåð. Åñëè íèæíèé ñëîé ÿäåð óëîæåí â âèäå äâóìåðíîé ãåêñàãîíàëüíîé ðåø¼òêè,
òî ñëåäóþùèé ñëîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñëîé ÿäåð, óëîæåííûõ â òðåóãîëüíûå ÿìêè, îá-
ðàçîâàííûå íèæåëåæàùèì ñëîåì è ò. ä. Äëÿ ñëó÷àÿ ¾æ¼ñòêèõ ñôåð¿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó
ïîñòîÿííûìè ðåø¼òêè ðàâíî c/a =

√
8/3 ≃ 1.633. Äëÿ ðåàëüíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð

ñîîòíîøåíèå c/a ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.

Ra = a

{
n1 ex + n2

(
ex

2
+

√
3 ey

2

)}
+ c n3 ez , Rb = Ra +

a

3
ex +

a

3

(
ex

2
+

√
3 ey

2

)
+ c

ez

2
.

(0001). (101̄0) (101̄1)
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(0001). (101̄0) (101̄1)

top view for (0001)

unit cell =
√
3a× a

top view for (101̄0)

unit cell = a× c

top view for (101̄1)

unit cell � a× c
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Îáðàòíàÿ ðåø¼òêà: òð¼õìåðíûé ñëó÷àé
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ A(r), èìåþùóþ ïåðèîäè÷íîñòü êðèñòàëëè÷å-
ñêîé ðåø¼òêè, ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè

A(r) =
∑
K

A
K
e iK ·r .

Óñëîâèå

e iK ·R = 1

îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà K , äëÿ êîòîðûõ Ôóðüå�êîìïîíåíòû A
K

ìîãóò áûòü
îòëè÷íû îò íóëÿ. Ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìóþ îáðàòíóþ ðåø¼òêó (àíãë. reciprocal
lattice) òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåø¼òêà â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ òð¼õìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè èìååì

K = m1 b1 +m2 b2 +m3 b3,

ãäå

b1 = 2π
[a
2
× a

3
]

(a
1
· [a

2
× a

3
])
, b2 = 2π

[a
3
× a

1
]

(a
1
· [a

2
× a

3
])
, b3 = 2π

[a
1
× a

2
]

(a
1
· [a

2
× a

3
])
.

Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ðåø¼òêè äëÿ òð¼õìåðíûõ ñòðóêòóð ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê ðàçíûì êëàññàì
ðåø¼òîê Áðàâý (íàïðèìåð, ãöê è îöê).
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Îáðàòíàÿ ðåø¼òêà: äâóìåðíûé ñëó÷àé

Äëÿ äâóìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè èìååì K = m
1
b
1
+m

2
b
2
, ãäå

b1 = 2π
[a

2
× n]

(a
1
· [a

2
× n])

, b2 = 2π
[n × a

1
]

(a
1
· [a

2
× n])

.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Âåêòîðà b
1
è b

2
ëåæàò â òîé æå ïëîñêîñòè, ÷òî è âåêòîðà ïðÿìîé ðåø¼òêè a

1
è a

2
.

2. Âåêòîð b
1
îðòîãîíàëåí âåêòîðó a

2
è âåêòîð b

2
îðòîãîíàëåí âåêòîðó a

1
.

3. Äëèíû âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåø¼òêè ðàâíû

|b1| =
2π

|a
1
|

1

sin∠(a
1
, a

2
)
, |b2| =

2π

|a
2
|

1

sin∠(a
1
, a

2
)

4. Âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè èìåþò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé äëèíû.

5. Êàæäàÿ ïàðà, âêëþ÷àþùàÿ ïðÿìóþ è îáðàòíóþ ðåø¼òêó, ïðèíàäëåæèò ê îäíîìó è òîìó
æå êëàññó äâóìåðíûõ ðåø¼òîê Áðàâå (â îòëè÷èå îò òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ).

6. Óãëû ïîä÷èíÿþòñÿ ñâîéñòâó ∠(b
1
, b

2
) = 180◦ − ∠(a

1
, a

2
).
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Êâàäðàòíàÿ ðåø¼òêà

Äëÿ êðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè a îáðàòíîé ðåø¼òêîé ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíàÿ ðåø¼òêà
Áðàâý ñ ïîñòîÿííîé 2π/a: K = (2π/a)

(
m
1
ex +m

2
ey

)
.

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ðåø¼òêà

Äëÿ êðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííûìè ðåø¼òêè a è b îáðàòíîé ðåø¼òêîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ
ðåø¼òêà Áðàâý ñ ïîñòîÿííûìè 2π/a è 2π/b: K = (2π/a)m

1
ex + (2π/b)m

2
ey .

a1

a2

b1

b2
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Ïðÿìîóãîëüíàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ðåø¼òêà

Äëÿ êðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííûìè ðåø¼òêè a è b îáðàòíîé ðåø¼òêîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ
öåíòðèðîâàííàÿ ðåø¼òêà ñ ïîñòîÿííûìè 4π/a è 4π/b

K = m1

(
2π

a
ex +

2π

b
ey

)
+m2

(
−
2π

a
ex +

2π

b
ey

)
.

Ãåêñàãîíàëüíàÿ ðåø¼òêà

Äëÿ êðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè a îáðàòíîé ðåø¼òêîé ÿâëÿåòñÿ ãåêñàãîíàëüíàÿ ðåø¼òêà
ñ ïîñòîÿííîé 4π/(

√
3a) è 4π/(

√
3a):

K = m1

2π

a

2
√
3

(
−
√
3

2
ex −

1

2
ey

)
+m2

2π

a

2
√
3

(√
3

2
ex −

1

2
ey

)

a1

a2

b1 b2
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Ìîäèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòè: ðåëàêñàöèÿ è ðåêîíñòðóêöèÿ

Òåðìèíîëîãèÿ:

ðåëàêñàöèÿ � ìîäèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòè áåç èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè è âåêòîðîâ îñíîâíûõ
òðàíñëÿöèé àòîìíûõ ïëîñêîñòåé,

ðåêîíñòðóêöèÿ � ìîäèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòè ñ èçìåíåíèåì ñèììåòðèè è/èëè âåêòîðîâ îñ-
íîâíûõ òðàíñëÿöèé àòîìíûõ ïëîñêîñòåé.

Îóðà Ê., Ëèôøèö Â. Ã., Ñàðàíèí À. À., Çîòîâ À. Â., Êàòàÿìà Ì. Ââåäåíèå â ôèçèêó ïîâåðõíîñòè. �

Ì.: Íàóêà. 2006. � 490 ñ.
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Ïîâåðõíîñòíûå ñóïåðñòðóêòóðû

Ïîñëå ðåêîíñòðóêöèè âåðõíåãî ñëîÿ êðèñòàëëà èëè àäñîðáöèè ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ
ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñòðóêòóðû íèæåëåæàùèõ ñëî¼â êðèñòàëëà. Äëÿ îïèñàíèÿ ñïå-
öèôè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåðõíåãî ñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ñóïåðñòðóêòóðà. Çàïèñü äëÿ îïè-
ñàíèÿ ñóïåðñòðóêòóðû ñâÿçûâàåò å¼ äâóìåðíóþ ðåø¼òêó ñ èäåàëüíîé ðåø¼òêîé ïîäëîæêè.

Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà

Ïóñòü a
1
è a

2
åñòü âåêòîðà îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé êðèñòàëëà èëè ïîäëîæêè, a

(s)
1

è a
(s)
2

åñòü
âåêòîðà îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé ïîâåðõíîñòíîé ñóïåðñòðóêòóðû. Â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó
âåêòîðàìè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ìàòðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ(

a
(s)
1

a
(s)
2

)
= Ĝ

(
a
1

a
2

)
=

(
G
11

G
12

G
21

G
22

)(
a
1

a
2

)
.

èëè

a
(s)
1

= G11 a1 + G12 a2 è a
(s)
2

= G21 a1 + G22 a2.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ĝ ïîêàçûâàþò, ÿâëÿåòñÿ ëè ñóïåðñòðóêòóðà ñîðàçìåðíîé èëè íåñîðàç-

ìåðíîé. Ñîðàçìåðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè a
1
, a

2
è a

(s)
1
, a

(s)
2

ìîãóò
áûòü âûðàæåíû ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Åñëè æå îòíîøåíèÿ âûðàæàþòñÿ èððàöèîíàëüíû-
ìè ÷èñëàìè, òî òàêàÿ ñóïåðñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ íåñîðàçìåðíîé.
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Çàïèñü Âóäà

Â çàïèñè Âóäà (Wood's notation) óêàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåêòîðàìè òðàíñëÿöèé äëÿ
ñóïåðñòðóêòóðû è, åñëè íåîáõîäèìî, óãîë ïîâîðîòà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà ïîäëîæêå X(hkl)
ñ âåêòîðàìè ïðèìèòèâíûõ òðàíñëÿöèé a

1
è a

2
îáðàçîâàíà ñóïåðñòðóêòóðà ñ âåêòîðàìè∣∣a(s)

1

∣∣ = n |a1| è
∣∣a(s)

2

∣∣ = m |a2|

è óãëîì ïîâîðîòà φ, òî òàêàÿ ñâåðõñòðóêòóðà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

X (hkl) n ×m − Rφ◦.

Åñëè óãîë ðàçîðèåíòàöèè ðàâåí íóëþ, òî åãî îáû÷íî íå óêàçûâàþò, íàïðèìåð, Si(111)7×7.
Äëÿ óêàçàíèÿ íà öåíòðèðîâàííóþ ÿ÷åéêó èñïîëüçóþò ñèìâîë c (àíãë. centered), íàïðèìåð,
Si(100)c(4×2).
Åñëè ñóïåðñòðóêòóðà âûçâàíà àäñîðáöèåé êàêîãî�ëèáî âåùåñòâà, òî åãî óêàçûâàþò â êîíöå
çàïèñè, íàïðèìåð, Si(111)4×1�In.

Çàïèñü Âóäà êàê ïðàâèëî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà óãëû ìåæäó âåêòîðàìè òðàíñ-
ëÿöèé îäèíàêîâû, ò. å. êîãäà ïîäëîæêà è ñâåðõñòðóêòóðà ïðèíàäëåæàò ê îäíîìó êëàññó äâó-
ìåðíûõ ðåø¼òîê Áðàâý.
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Îóðà Ê., Ëèôøèö Â. Ã., Ñàðàíèí À. À., Çîòîâ À. Â., Êàòàÿìà Ì. Ââåäåíèå â ôèçèêó ïîâåðõíîñòè. �

Ì.: Íàóêà. 2006. � 490 ñ.
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Ïðèìåðû ðåëàêñèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé ìåòàëëîâ:
ïîâåðõíîñòè Al(110) è Fe(211)

Íîðìàëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ:

Ñòðóêòóðà ðåø¼òêè Al: ãöê
Ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè: a = 0.405 íì

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïë. (110): a/(2
√
2)= 1.427�A

Íîðìàëüíàÿ è ëàòåðàëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ:

Ñòðóêòóðà ðåø¼òêè Al: îöê
Ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè: a = 0.288 íì

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïë. (110): a/
√
6= 1.176�A
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Ïðèìåðû ðåêîíñòðóèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé ìåòàëëîâ:
ïîâåðõíîñòè Pt(100) è Pt(110)
Ïðèìåð êâàçèãåêñàãîíàëüíîé ðåêîíñòðóêöèè
Pt(100)5× 1 (òåîð.) è Pt(100)29× 5 (ýêñï.)

Ïðèìåð ðåêîíñòðóêöèè òèïà missing rows
Pt(110)1× 2
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Ïðèìåðû ðåêîíñòðóèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé ìåòàëëîâ:

ðåêîíñòðóêöèÿ Au(111)22×
√
3 (herring bone)

Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñóïåðñòðóêòóðû: äëèíà 22 · a/
√
2 = 6.34 íì, øèðèíà

√
3 · a/

√
2 = 0.49 íì
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×èñòàÿ ïîâåðõíîñòü Au(111) Ïîâåðõíîñòü ïîñëå íàïûëåíèÿ
ñóáìîíîñëîéíîãî ñëîÿ Ge

Ðåêîíñòðóêöèÿ 22×
√
3 ïðèñóùà òîëüêî äëÿ ìîíîêðèñòàëëîâ Au(111) è ñâèäåòåëüñòâóåò î õèìè÷åñêîé

÷èñòîòå ïîâåðõíîñòè
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Ïðèìåðû ðåëàêñèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé
ïîëóïðîâîäíèêîâ: ïîâåðõíîñòè ãðàôèòà è ãðàôåíà

Ðåø¼òêà äëÿ àòîìíûõ ñëî¼â ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé òèïà ¾ï÷åëèíûõ ñîò¿ (ãåêñàãîíàëüíàÿ ðå-
ø¼òêà ñ äâóõòî÷å÷íûì áàçèñîì) ñ ïîñòîÿííîé a = 0.245 íì. Âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü Ñ(001)
íåðåêîícòðóèðîâàííàÿ, ïåðâîå ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå (3.330�A) íà 1.5% ìåíüøå ðàâíî-
âåñíîãî îáú¼ìíîãî çíà÷åíèÿ (c = 3.354�A).

Ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè a =
√
2a20 − 2a20 · cos(2π/3) ≃

√
3a0

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 1 2 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 31 / 34



Ïðèìåðû ðåêîíñòðóèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé
ïîëóïðîâîäíèêîâ: ïîâåðõíîñòè Si(100) è Ge(100)
Ïðèìåð äèìåðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè Si(100)2× 1

Ïðèìåð ïîâåðõíîñòè ñ(4× 2) ñ êîððåëèðîâàííûì íàêëîíîì ñîñåäíèõ äèìåðîâ
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Ïðèìåðû ðåêîíñòðóèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé
ïîëóïðîâîäíèêîâ: ïîâåðõíîñòü Si(111)

Ðåêîíñòðóêöèÿ 7× 7 � ðåêîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ
ïðèñóùà òîëüêî äëÿ Si(111) è ñâèäåòåëüñòâóåò

î õèìè÷åñêîé ÷èñòîòå ïîâåðõíîñòè

íåçàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ çàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ
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Ïðèìåðû ðåêîíñòðóèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé
ïîëóïðîâîäíèêîâ: ïîâåðõíîñòü Ge(111)
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Лекции 2 и 3

Зонный спектр кристалла и теорема Блоха

Поверхностные электронные состояния Тамма-Шокли:

модели слабой и сильной связи

Поверхностные электронные состояния

в потенциале изображения
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Зонный спектр кристалла: общие соображения
Теорема Блоха: решениями стационарного уравнения Шрёдингера

Ĥ𝜓(r) = E𝜓(r)

для электрона в периодическом потенциале V (r) = V (r + R) являются модулированные
плоские бегущие волны вида

𝜓n,k (r) = un,k (r) e
ik·r ,

где un,k (r) = un,k (r + R) – произвольная периодическая функция.

Здесь введены следующие обозначения:

R = n1a1 + n2a2 + n3a3

есть радиус-вектор, описывающий узлы кристаллической решётки; k – волновой вектор (ква-
зиимпульс), определённый с точностью до произвольного вектора обратной решётки K ; n –
целочисленный индекс.

Доказательство: функции 𝜓(r) и 𝜓(r + R) являются решениями стационарного уравнения
Шрёдингера(︂

−
ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)︂
𝜓(r) = E𝜓(r) и

(︂
−

ℏ2

2m
∇2 + V (r + R)

)︂
𝜓(r + R) = E𝜓(r + R).

Следовательно, для невырожденного и вырожденного состояний можем записать

𝜓(r + R) = C 𝜓(r) или 𝜓𝜇(r + R) =
∑︁
𝜈

C𝜇𝜈 𝜓𝜈(r), где |C |2 = 1.
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Таким образом,

C(R) = e i𝜙(R),

где 𝜙(R) – вещественная функция смещения R. Рассматривая два произвольных последова-
тельных смещений на R1 и R2, заключаем, что

C(R1 + R2) = C(R1)C(R2),

поэтому функция 𝜙(R) должна быть линейной функцией смещения

C(R) = e ik·R .

Коэффициент преобразования C(R) определен неоднозначно, поскольку коэффициент со-
храняет своё значение при замене k → k +K

e i(k+K)·R = e ik·R при условии K · R = 2𝜋m.

Вектора K называются векторами обратной решётки

K = m1K1 +m2K2 +m3K3, где

K1 =
2𝜋[a2 × a3]

(a1 · [a2 × a3])
, K2 =

2𝜋[a3 × a1]

(a1 · [a2 × a3])
и K3 =

2𝜋[a1 × a2]

(a1 · [a2 × a3])
.

Общий вид волновой функции частицы в периодическом потенциале

𝜓(r + R) = e ik·R 𝜓(r) или 𝜓(r) = u
k
(r) e ik·r ,

где u
k
(r) = u

k
(r + R) – произвольная периодическая функция.
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Поскольку электронные состояния с волновыми векторами k и k +K физически неразличи-
мы, то собственная энергия блоховских волн зависит от k периодическим образом

En,k = En,k+K ,

где n – целочисленный индекс. Совокупность всех электронных уровней, описываемых функ-
цией En,k для фиксированного n, называется n−ой разрешённой энергетической зоной.

Промежуточный вывод: наличие поверхности очевидным образом нарушает периодичность
потенциала, что должно привести к качественной перестройке энергетического спектра.
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Терминология

1. Модель сильной связи (tight-binding approximation)

Используется для расчета положений глубоких уровней, для которых потенциальная энергия
частицы в периодическом потенциале существенно превышает кинетическую энергию.

Состояния Тамма

2. Модель слабой связи (approximation of nearly-free electrons)

Используется для расчета положений высших (практически делокализованных) уровней, для
которых кинетическая энергия частицы в периодическом потенциале существенно превышает
потенциальную энергию.

Состояния Шокли
E(k)

k

0 2π/a 4π/a−2π/a−4π/a

h̄2k2/2m
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Зонный спектр и поверхностные электронные состояния в
приближении сильной связи: постановка задачи
Пусть U0(z) – потенциальная энергия электрона в поле изолированного ядра. Собственные

функции 𝜓
(0)
n (z) и собственные энергии E

(0)
n электрона в таком потенциале являются реше-

ниями одномерного уравнения Шрёдингера

Ĥ0 𝜓
(0)
n (z) = E

(0)
n 𝜓

(0)
n (z),

где Ĥ0 = −(ℏ2/2m*) d2/dz2 + U0(z) – оператор Гамильтона, n – номер уровня размерного
квантования. Потенциал, представляющий собой сумму потенциалов одиночных ям

V (z) =
∑︁
m

U0(z +ma),

является периодической функцией, где a – постоянная решётки. Очевидно, что вблизи каж-
дого ядра потенциал V (z) будет отличаться от потенциала изолированной ямы U0(z).

U0(z)

ψ(0)(z)
E

(0)
0

E
(0)
1

E
(0)
2

z

(a) U0(z)

V (z)

|ψ(z)|

E(k)

z

(b)
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Волновая функция электрона 𝜓(z) в периодическом потенциале V (z) должна быть решением
стационарного уравнения Шрёдингера

Ĥ 𝜓(z) = E 𝜓(z),

где

Ĥ = −
(︂

ℏ2

2m*

)︂
d2

dz2
+ V (z)±U0(z) =

{︂
−

(︂
ℏ2

2m*

)︂
d2

dz2
+ U0(z)

}︂
+ V (z)− U0(z) =

= Ĥ0 + V (z)− U0(z).

Отметим, что всегда V (z)− U0(z) < 0.

Ограничимся простейшим случаем формирования s−зоны (n = 0). Будем считать, что пере-
крытие волновых функций электронов в соседних ямах пренебрежимо мало. Это позволяет
искать решение в виде суперпозиции невозмущённых волновых функций, локализованных
вблизи m−го атома

𝜓(z) =
∑︁
m

bm 𝜓
(0)(z +ma).

Для нахождения коэффициентов bm мы воспользуемся вариационным принципом квантовой
механики.
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Вариационный принцип квантовой механики
Запишем уравнение Шрёдингера Ĥ𝜓(r) = E𝜓(r) и умножим левую и правую части на 𝜓*(r)

𝜓*(r)Ĥ𝜓(r) = E𝜓*(r)𝜓(r).

Проинтегрируем по доступному объёму V и получим точное выражение

E =

∫︀
𝜓*(r)Ĥ𝜓(r) dV∫︀
𝜓*(r)𝜓(r) dV

.

Вместо точного решения можно подставить приближенное (approximate) решение 𝜓app(r) и
получить оценку собственной энергии

Eapp =

∫︀
𝜓*
app(r)Ĥ𝜓app(r) dV∫︀
𝜓*
app(r)𝜓app(r) dV

.

Вывод: чем точнее приближенное решение 𝜓app(r) описывает собственную волновую функ-
цию 𝜓(r), тем ближе оценка энергии Eapp к истинной собственной энергии E

E = min Eapp = min

∫︀
𝜓*
app(r)Ĥ𝜓app(r) dV∫︀
𝜓*
app(r)𝜓app(r) dV

.

Альтернативная формулировка: поиск минимального нулевого значения вспомогательного
функционала

F ≡
∫︁
𝜓*
app(r)

(︀
Ĥ − Eapp

)︀
𝜓app(r) dV → min.
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Система уравнений для коэффициентов разложения
Запишем приближенное решение в виде разложения по невозмущенным локализованным
состояниям

𝜓app(z) =
∑︁
m

bm 𝜓
(0)(z +ma).

Будем считать, что коэффициенты разложения bm выбраны таким образом, что функция
𝜓app(z) является нормированной на объём

∞∫︁
−∞

𝜓*
app(z)𝜓app(z) dz = 1.

Подставим решение 𝜓app(z) в функционал для оценки собственной энергии

F =

∞∫︁
−∞

𝜓*
app(z)

(︀
Ĥ − Eapp

)︀
𝜓app(z) dz =

=
∑︁
m′

∑︁
m

b*m′bm

∞∫︁
−∞

𝜓*
m′ (z)

(︁(︀
Ĥ0 − Eapp

)︀
+

(︀
V (z)− U0(z)

)︀)︁
𝜓m(z) dz.

где для удобства введены обозначения 𝜓m(z) = 𝜓(0)(z +ma) и 𝜓
m′ (z) = 𝜓(0)(z +m′a).

Далее для краткости будем опускать индекс app.
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Учитывая Ĥ0 𝜓
(0)
n (z) = E

(0)
n 𝜓

(0)
n (z), получаем

F =
∑︁
m′

∑︁
m

b*m′bm

∫︁
𝜓*
m′ (z)

(︁(︀
Ĥ(0) − E

)︀
+

(︀
V (z)− U0(z)

)︀)︁
𝜓m(z) dz =

=
∑︁
m′

∑︁
m

b*m′bm

∫︁
𝜓*
m′ (z)

(︁(︀
E (0) − E

)︀
+

(︀
V (z)− U0(z)

)︀)︁
𝜓m(z) dz =

=
∑︁
m′

∑︁
m

b*m′bm

[︁(︀
E (0) − E

)︀
Sm′,m + Pm′,m

]︁
,

где

Sm′,m =

∫︁
𝜓*
m′ (z)𝜓m(z) dz > 0 и Pm′,m =

∫︁
𝜓*
m′ (z) (V (z)− U0(z))𝜓m(z) dz < 0

есть интегралы перекрытия волновых функций, локализованных на разных ядрах.

ψm(z) ψm+1(z)
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Используем условие экстремальности dF/db*
m′ = 0 и получим бесконечную систему линейных

алгебраических уравнения для коэффициентов bm∑︁
m

bm

[︁(︀
E (0) − E

)︀
Sm′,m + Pm′,m

]︁
= 0.

1. Если волновые функции электронов, локализованных в соседних ямах, не перекрываются
и вероятность переходов электронов между ямами пренебрежимо мала, то можно считать

Sm′,m = 𝛿m′,m и Pm′,m = 𝛼 𝛿m′,m,

где 𝛿
m′,m – символ Кронекера. В этом случае система алгебраических уравнений принимает

вид ∑︁
m

bm

[︁(︀
E (0) − E

)︀
𝛿m′,m + 𝛼 𝛿m′,m

]︁
= 0 или E = E (0) + 𝛼

для всех m. Cледовательно, параметр 𝛼 < 0 xарактеризует изменение энергии электрона в
периодическом потенциале по сравнению с потенциалом изолированной ямы из-за влияния
потенциалов соседних ям.

2. Для того, чтобы учесть вероятность перехода электрона из ямы с номером m в соседние
ямы m − 1 и m + 1, следует рассмотреть более сложное модельное выражение

Sm′,m = 𝛿m′,m и Pm′,m = 𝛼 𝛿m′,m + 𝛽
(︀
𝛿m′,m−1 + 𝛿m′,m+1

)︀
,

где параметр 𝛽 < 0 характеризует вероятность туннелирования.

Подставим выражения для S
m′,m и P

m′,m в систему уравнений и получим

bm

(︁
E (0) − E

)︁
+ bm 𝛼+ 𝛽

(︁
bm−1 + bm+1

)︁
= 0.
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Зонный спектр в неограниченном кристалле в
приближении сильной связи

Решение системы уравнений для электрона в периодическом потенциале

bm

(︁
E (0) − E + 𝛼

)︁
+ 𝛽

(︁
bm−1 + bm+1

)︁
= 0

будем искать в виде блоховской волны

bm = B e ikam,

где B – постоянная, не зависящая от m; k – действительная величина, играющая роль ква-
зиимпульса; a – постоянная решётки.

После подстановки bm в исходное уравнение получаем

e ikam
(︁
E (0) − E + 𝛼

)︁
+ 𝛽

(︁
e ika(m−1) + e ika(m+1)

)︁
= 0,

откуда следует зонный спектр

E(k) = E (0) + 𝛼+ 2𝛽 cos ka = E (0) − |𝛼| − 2|𝛽| cos ka.
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Зонный спектр

E(k) = E (0) + 𝛼+ 2𝛽 cos ka = E (0) − |𝛼| − 2|𝛽| cos ka.

Легко видеть, что дискретный энергетический уровень для электрона в изолированной яме
при наличии периодического потенциала «размывается» в зону шириной 4𝛽. Отметим, что
минимальное значение собственной энергии для s−состояния равно Emin = E (0) − |𝛼| − 2|𝛽|
и достигается в центре зоны Бриллюэна (при k = 0); максимальное значение собственной
энергии для s−состояния равно Emax = E (0) − |𝛼| + 2|𝛽| и достигается на границе зоны
Бриллюэна (при k = ±𝜋/a).

0
k

E

π/a 2π/a−π/a−2π/a

4|β|
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Cпектр электрона в полуограниченном кристалле в
приближении сильной связи
Наличие границы нарушает периодичность потенциала и приводит к нарушению теоремы
Блоха. Пусть индекс m = 0 соответствует крайней потенциальной яме. Будем считать, что
переход электрона из этой ямы в вакуум невозможен. Поскольку атомный потенциал на
поверхности должен быть ближе к потенциалу изолированной ямы, то для крайней ямы
следует ввести модифицированную величину �̃�, которая удовлетворяет условию 𝛼 < �̃� < 0.
Уравнения для коэффициентов bm будут иметь различный вид в зависимости от индекса:

b0
(︀
E (0) − E + �̃�

)︀
+ 𝛽

(︀
0+ b1

)︀
= 0 для m = 0

bm
(︀
E (0) − E + 𝛼

)︀
+ 𝛽

(︀
bm−1 + bm+1

)︀
= 0 для m ̸= 0.

V (z)

|ψ(z)| ∼ eqz

z
m = 0m = 1

Es
E(k)

U0(z)
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Будем искать решение системы в виде bm = C e ikam, тогда квазиимпульс k и энергия Es

такого состояния должны удовлетворять уравнениям(︀
E (0) − Es + �̃�

)︀
+ 𝛽 e ika = 0 и

(︀
E

(0)
0 − Es + 𝛼) + 𝛽

(︀
e ika + e−ika

)︀
= 0.

Вычитая первое уравнение из второго уравнения, находим, что разрешённые значения ква-
зиимпульса являются решениями

e ika =
𝛽

�̃�− 𝛼
< 0.

Решение имеет вид k = k0 − iq, где q – декремент затухания волновой функции

e ik0a+qa = −
|𝛽|

�̃�− 𝛼
или eqa · (cos k0a+ i sin k0a) = −

|𝛽|
�̃�− 𝛼

.

Поскольку правая часть полученного уравнения не имеет мнимой части, то следует положить
sin k0a = 0, тогда cos k0a = −1; следовательно

k0 =
𝜋

a
и eqa =

|𝛽|
�̃�− 𝛼

> 0.

Условие k0 = 𝜋/a есть условие брэгговского резонанса, соответствующее невозможности
распространения бегущих от границы электронных волн вглубь кристалла.
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Вычислим энергию поверхностного электронного состояния, подставляя e ika = 𝛽/(�̃� − 𝛼) в
уравнение (︀

E (0) − Es + �̃�
)︀
+ 𝛽 e ika = 0.

Отсюда следует, что

Es = E (0) + �̃�+
𝛽2

�̃�− 𝛼
.

Легко убедиться в том, что энергия этого состояния лежит выше потолка разрешённой зоны

Es − Emax = E (0) + �̃�+
|𝛽|2

(�̃�− 𝛼)
−

(︁
E0 + 𝛼+ 2|𝛽|

)︁
=

= (�̃�− 𝛼) +
|𝛽|2

(�̃�− 𝛼)
− 2|𝛽| =

1

(�̃�− 𝛼)

(︁
|𝛽| − (�̃�− 𝛼)

)︁2
> 0.

Таким образом, мы показали, что вблизи края одномерной периодической цепочки атомов
может возникать локализованное электронное состояние, которое отсутствует в неограничен-
ной цепочке. Физическая причина локализации электрона вблизи поверхности заключается
в существовании брэгговского отражения электронных волн от периодического потенциала,
которое препятствует потоку вероятности вглубь кристалла.
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Поверхностные состояния и условие дифракции
Брэгга-Вульфа

Условие k0 = 𝜋/a соответствует брэгговскому резонансу на периодической структуре.

Условие когерентного рассеяния назад атомами с индексами m и m + 1

Δ𝜙total = 2 · k0a = 2𝜋 n or k0 =
𝜋n

a
.

∆ϕ = k0a

∆ϕ = k0a

a

mm+ 1

incident wavereflected wave

reflected wave

surface

Важный вывод: если реальная часть волнового вектора падающей волны k0 удовлетворяет
условию Брэгга-Вульфа (k0 = 𝜋n/a), то такая волна не может пройти через периодическую
структуру.
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Зонный спектр и поверхностные электронные состояния в
приближении слабой связи

Спектр свободного электрона E
k
= ℏ2k2/2m*

Спектр свободного электрона с учётом периодического потенциала

E
k
=

ℏ2(k +K)2

2m* .

0
k

E

π/a 2π/a−π/a−2π/a

2|Vn|

Расщепление уровней вблизи точек вырождения k = nK/2 = 𝜋n/a определяется n−ой фурье-
компонентой перодического потенциала.
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Общий вид решения внутри кристалла
Рассмотрим кристалл с плоской границей при z = 0 и предположим, что потенциальная
энергия электрона может быть представлена в виде

V (z) =

{︂
0 при z > 0,
V (z + a) при z < 0,

где a – период структуры. Пусть внутрикристаллический потенциал имеет вид

V (z) = V0 + 2Vn cos

(︂
2𝜋n

a
z

)︂
= V0 + Vn e

i 2𝜋n z/a + Vn e
−i 2𝜋n z/a,

где V0 – постоянная составляющая, 2Vn – амплитуда n−ой фурье-гармоники потенциала,
kBr = K/2 = 𝜋n/a – граница n−ой зоны Бриллюэна, K = 2𝜋n/a – вектор обратной решетки.

В приближении почти свободного электронного газа решение уравнения Шрёдингера

−
ℏ2

2m*
d2

dz2
𝜓(z) + V (z)𝜓(z) = E 𝜓(z),

можно искать в виде суперпозиции двух плоских бегущих волн

𝜓(z) = Ae ik0z+qz + B e ik0z−i 2𝜋nz/a+qz ,

где q > 0 – декремент затухания волновой функции внутри кристалла. Такое представление
является разумным, если вектор k0 лежит вблизи одной из брэгговских плоскостей: k0 ≃
K/2 = 𝜋n/a.
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Секулярное уравнение
Подставим предполагаемый вид решения в уравнение Шрёдингера

−
ℏ2

2m* (ik0 + q)2 Ae(ik0+q)z −
ℏ2

2m*

(︁
ik0 −

i 2𝜋n

a
+ q

)︁2
B e(ik0−i 2𝜋n/a+q) z+

+
(︁
V0 + Vn e

i 2𝜋nz/a + Vn e
−i 2𝜋nz/a

)︁(︁
Ae(ik0+q)z + B e(ik0−i 2𝜋n/a+q)z

)︁
=

= E
(︁
Ae(ik0+q)z + B e(ik0−i 2𝜋n/a+q)z

)︁
.

Поскольку бегущие волны вида e ikz и e ik
′z с разными волновыми векторами являются линей-

но независимыми решениями, то полученное равенство должно выполняться покомпонентно.
Это приводит нас к системе секулярных уравнений для определения амплитуд волн A и B

A

(︂
V0 −

ℏ2

2m* (ik0 + q)2 − E

)︂
+ B Vn = 0,

AVn + B

(︂
V0 −

ℏ2

2m*

(︁
ik0 − i

2𝜋n

a
+ q

)︁2
− E

)︂
= 0.

Условием существования нетривиальных решений однородной системы уравнений является
равенство нулю детерминанта соответствующей матрицы(︂

V0 −
ℏ2

2m* (ik0 + q)2 − E

)︂ (︂
V0 −

ℏ2

2m*

(︁
ik0 − i

2𝜋n

a
+ q

)︁2
− E

)︂
− V 2

n = 0.
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Энергия электронных волн в полуограниченном
периодическом потенциале

Энергия неоднородных электронных волн

E = V0 +
1

2

ℏ2

2m*

{︃
k20 +

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2

− 2q2 − 2i q

(︂
2k0 −

2𝜋n

a

)︂}︃
±

±
1

2

⎯⎸⎸⎷(︂
ℏ2

2m*

)︂2
{︃
k20 −

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2

− 2i q
2𝜋n

a

}︃2

+ 4V 2
n .

Отметим, что зависимость E от k0 и q в общем виде содержит мнимую часть. Это свиде-
тельствует о том, что неоднородные плоские волны с произвольными значениями k0 и q не
могут быть стационарными решениями уравнения Шрёдингера.

В самом деле, состояние с Im E ̸= 0 является распадающимся состоянием

Ψ(x , t) = A exp (ikx − i𝜔t) и 𝜔 =
E

ℏ
и E = Re E − i Re E =⇒

Ψ(x , t) = A exp

(︂
ikx − i

Re E · t
ℏ

)︂
· exp

(︂
−
Im E · t

ℏ

)︂
.

Есть два частных случая, соответствующих возможным стационарным решениям с Im E = 0.
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Зонный спектр

Энергия неоднородных электронных волн

E = V0 +
1

2

ℏ2

2m*

{︃
k20 +

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2

− 2q2 − 2i q

(︂
2k0 −

2𝜋n

a

)︂}︃
±

±
1

2

⎯⎸⎸⎷(︂
ℏ2

2m*

)︂2
{︃
k20 −

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2

− 2i q
2𝜋n

a

}︃2

+ 4V 2
n .

Во-первых, собственная энергия E является вещественной величиной при q = 0 и произволь-
ном k0:

E(k0) = V0 +
1

2

ℏ2

2m*

{︃
k20 +

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2
}︃

±
1

2

⎯⎸⎸⎷(︂
ℏ2

2m*

)︂2
{︃
k20 −

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2
}︃2

+ 4V 2
n .

Следовательно, электронные волны постоянной амплитуды являются стационарными реше-
ниями уравнения Шрёдингера в пределах n−разрешённой зоны объёмного кристалла. Гра-
ницы n−ой запрещенной зоны определяются условием

V0 + ℏ2k20/2m* − |Vn| < E < V0 + ℏ2k20/2m* + |Vn|
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Структура волновой функции на границе зоны Бриллюэна

Поставляя E = V0 + ℏ2k20/(2m*)− |Vn| и q = 0 (нижняя граница n−ой запрещенной зоны) в
секулярное уравнение, получаем |Vn|A+VnB = 0; следовательно, волновая функция 𝜓(z) =
Ae i𝜋nz/a −A · signVn · e−i𝜋nz/a представляет собой стоячую электронную волну с пучностями
в областях минимума потенциала.

Поставляя E = V0 + ℏ2k20/(2m*) + |Vn| и q = 0 (верхняя граница n−ой запрещенной зоны)
в секулярное уравнение, получаем −|Vn|A + VnB = 0; следовательно, волновая функция
𝜓(z) = Ae i𝜋nz/a + A · signVn · e−i𝜋nz/a представляет собой стоячую волну с пучностями в
областях максимума потенциала.
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Энергия поверхностных состояний Тамма-Шокли

Энергия неоднородных электронных волн

E = V0 +
1

2

ℏ2

2m*

{︃
k20 +

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2

− 2q2 − 2i q

(︂
2k0 −

2𝜋n

a

)︂}︃
±

±
1

2

⎯⎸⎸⎷(︂
ℏ2

2m*

)︂2
{︃
k20 −

(︂
k0 −

2𝜋n

a

)︂2

− 2i q
2𝜋n

a

}︃2

+ 4V 2
n .

Во-вторых, собственная энергия E является вещественной величиной при k0 = 𝜋n/a и
q < 2m*a|Vn|/(2𝜋nℏ2):

Es = V0 +
ℏ2

2m* (k20 − q2)±

√︃
V 2
n − q2

(︂
ℏ2

2m*

)︂2 (︂
2𝜋n

a

)︂2

.

Поскольку границы n−ой запрещённой зоны определяются условием

V0 + ℏ2k20/2m* − |Vn| < E < V0 + ℏ2k20/2m* + |Vn| ,

мы заключаем, что энергия неоднородного состояния лежит в n−ой запрещенной зоне.
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Cпектр неоднородных электронных волн (3)

k0

E(k0)

q = 0

E

k0 = π�/aq

Es(q)
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Полное решение задачи в модели слабой связи
Для того, чтобы определить параметры волновой функции и энергию поверхностного состо-
яния, необходимо решить задачу согласования волновой функции внутри кристалла

𝜓in(z) = Ae i𝜋nz/a+qz + B e−i𝜋nz/a+qz при z < 0

и волновой функции вне кристалла

𝜓out(z) = C e−pz при z > 0

вместе с первыми производными, q > 0 и p > 0 – декременты затухания волновой функции.

Решение: see Goodwin, Proc. Camb. Phil. Soc. (1939)

A = e i𝛿 при B = e−i𝛿

q = −
1

2
·
𝜋n

a
·
Vn

ℰ0
sin 2𝛿 при p + q =

𝜋n

a
tan 𝛿

cos2 𝛿 =
ℏ2

2m* ·
(︁𝜋n

a

)︁2
·

1

(−V0 − Vn)

Es = −
ℏ2p2

2m* = V0 +
(−V0)

2

(−V0 − Vn)
2

ℏ2

2m*

(︁𝜋n
a

)︁2
+

(−V0)(−Vn)

(−V0 − Vn)
.
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Структура волновой функции в модели слабой связи
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Поверхностные электронные состояния:
численное моделирование
Численное решение уравнения Шрёдингера для потенциала вида

V (z) = V0 + 2V1 cos

(︂
2𝜋z

a

)︂
+ 2V2 cos

(︂
4𝜋z

a

)︂

-10 0 10 20
z/a

-80

-60

-40

V
(z
),

E
n
,
|ψ

n
(z
)|
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Поверхностные состояния как частный случай
локализованных состояний на дефектах структуры
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Обобщение на трёхмерный случай

Мы показали, что при определённых условиях на краю одномерного кристалла могут возни-
кать локализованные электронные состояния 𝜓n(z), энергия которых лежит в запрещённой
зоне объемного кристалла. Полученные решения можно обобщить на трехмерный случай. В
модели почти свободного электронного газа волновая функция электрона имеет вид

𝜓(r) = Ae ikx x+iky y 𝜓n(z)

и соответствует почти свободному двумерному электрону. Здесь x и y – латеральные коор-
динаты, kx и ky – компоненты волнового вектора вдоль поверхности.

Энергетический спектр почти свободных электронов определяется соотношением

En,k‖
=

ℏ2k2x
2m* +

ℏ2k2y
2m* + En,

при условии |kx | ≪ kSB и |ky | ≪ kSB , где kSB – граничное значение для поверхностной зоны
Бриллюэна.

В трехмерном кристалле поверхностный уровень превращается в зону поверхностных состо-
яний, число состояний в которой порядка 1015, т. е. порядка числа атомов поверхности на
1 см2.
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Интерференция поверхностных электронных волн вблизи
дефектов на поверхности

англ. quasiparticle interference (QPI), Friedel oscillations

Формирование интерференционных структур из-за рассеяния электронных волн на дефектах

ψk(x)

x
0 Lx

perfect reflection
(a)

strong reflection

weak reflection

(b)

Локальная плотность состояний 𝜌 = 2
∑︀

k
|𝜓k (x , y)|2 𝛿(E − Ek ) вблизи дефекта
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ρ
/ρ
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Квазичастичная интерференция и квантовые «бассейны»
англ. quantum corrals, quantum pools
Адатомы Fe на поверхности Cu(111)

Crommie, Lutz, Eigler, Heller, Surf. Rev. Lett., vol. 2, 127-137 (1995)
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Поверхностные электронные состояния в потенциале
изображения

Известно, что любая заряженная частица индуцирует на поверхности проводника избыточ-
ный заряд противоположного знака. Сила взаимодействия между точечными зарядами e и
−e на расстоянии 2h и потенциал взаимодействия согласно закону Кулона равны

Fz (h) = −
1

𝜀

e2

(2h)2
и U(z) = Eвак −

+∞∫︁
z

Fz (h
′) dh′ = Eвак −

1

𝜀

e2

4h
.

Fz

h

(a)

E

U(z)
Ena b

(b)
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Поверхностные электронные состояния в потенциале изображения и особенности фотоэмис-
сионных свойств

Garcia, Reihl, Frank, and Williams, Phys. Rev. Lett., vol. 55, 991-994 (1985)
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Энергия поверхностных состояний в потенциале
изображения: квазиклассическое приближение
Будем считать, что Eвак = 0. Предположим, что энергия уровней, соответствующих поверх-
ностным электронным состояниям, окажется в запрещённой зоне объёмного кристалла. Эф-
фективный потенциал может быть записан в виде

U(z) =

{︂
∞ при z < 0,

−e2/4z при z > 0,

где z – расстояние от поверхности, a = 0 и b = e2/4|En| – классические точки поворота
для частицы с энергией En = −|En|. Полный набег фазы при распространении электронной
волны по замкнутому контуру от точки a до точки b и обратно равен

1

ℏ

b∫︁
a

p(z) dz + 𝜙b +
1

ℏ

a∫︁
b

(−p(z)) dz + 𝜙a = 2𝜋n,

где 𝜙a и 𝜙b есть фазы амплитуд отражения в точках a и b, cоответственно; n = 0, 1 . . . –
номер уровня размерного квантования. Перегруппируя слагаемые, получаем

1

2𝜋ℏ

∮︁
p(z) dz = n + 𝛾, где 𝛾 = −

𝜙a

2𝜋
−
𝜙b

2𝜋
.

Подставим p(z) =
√︀
2m0 (E − U(z)) в формулу Бора-Зоммерфельда и получим

1

2𝜋ℏ

∮︁
p(z) dz =

1

𝜋ℏ

b∫︁
0

√︀
2m0 (En − U(z)) dz =

e2

𝜋ℏ

√︃
2m0

|En|
𝜋

8
= n + 𝛾.

1

Подставим p(z) =
√︀
2m0 (E − U(z)) в формулу (??) и получим

1

2𝜋ℏ

∮︁
p(z) dz =

1

𝜋ℏ

b∫︁
0

√︀
2m0 (En − U(z)) dz =

e2

𝜋ℏ

√︃
2m0

|En|
𝜋

8
= n + 𝛾.

Следовательно, спектр локализованных состояний определяется соотношением

En = −
m0e4

32ℏ2
·

1

(n + 𝛾)2
= −

1

16

Ry

(n + 𝛾)2
, (2)

где Ry(ридберг) ≡ me4/(2ℏ2) = 13.6 эВ – энергия ионизации основного состояния атома
водорода.

1Полное отражение от стенки U = ∞ соответствует сдвигу фазы отражённой волны на 𝜋. Поставляя
𝜙a = −𝜋, получаем 𝛾 = 1/2 − 𝜙b/2𝜋 ??.
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Спектр локализованных состояний (image-potential states) определяется соотношением

En = −
m0e4

32ℏ2
·

1

(n + 𝛾)2
= −

1

16

Ry

(n + 𝛾)2
,

где Ry(ридберг) ≡ me4/(2ℏ2) = 13.6 эВ – энергия ионизации атома водорода.
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Поверхностные электронные состояния в линейно
растущем потенциале

Сдвиг уровней размерного квантования в постоянном электрическом поле (т. е. в линейно
растущем потенциале) является аналогом эффекта Штарка для атомных уровней водородо-
подобного атома.

Binnig, Frank, Fuchs, Garcia, Reihl, Rohrer, Salvan,... Phys. Rev. Lett., vol. 55, 991-994 (1985)
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Поверхностные электронные состояния в линейно
растущем потенциале: квазиклассическое приближение
В ряде случаев в задачах туннельной спектроскопии для оценки положения высших уровней
размерного квантования, находящихся в запрещённой зоне объёмного кристалла, можно пре-
небречь потенциалом изображения и рассмотреть эффективную треугольную потенциальную
яму

V (z) =

{︂
∞ при z < 0,
U* + F* · z при z ≥ 0;

с непроницаемой стенкой при z = 0. Здесь U – разность потенциалов, U* = EF +Ws − |e|U
– энергия дна треугольной ямы с учётом электростатической энергии, F* – эффективное
электрическое поле.

z
0 h

U(z)

EF

EF +Ws

EF

EF +Wt

Ueff(z)

EF − |e|V

EF +Ws − |e|V

EF

EF +Wt
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Подставим p(z) =
√︀
2m0 (En − V (z)) в правило квантования Бора-Зоммерфельда

1

𝜋ℏ

b∫︁
a

p(z) dz = n − 1+ 𝛾, n = 1, 2, . . .

где a = 0 и b = (E − U*)/F* есть классические точки поворота, m0 – масса свободного
электрона, n – порядковый номер размерного квантования, 𝛾 ≃ 3/4. После интегрирования
получаем спектр уровней размерного квантования в треугольной яме

En = U* +

{︃
3

2

𝜋ℏ√︀
2m0

F*
n ·

(︂
n −

1

4

)︂}︃2/3

= EF +Ws − |e|U +

{︃
3

2

𝜋ℏ√︀
2m0

F*
n ·

(︂
n −

1

4

)︂}︃2/3

.
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Ëåêöèÿ 4

Èññëåäîâàíèå ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäûõ òåë
ìåòîäîì ýëåêòðîííîé äèôðàêöèè

Äèôðàêöèÿ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà

Îóðà Ê., Ëèôøèö Â. Ã., Ñàðàíèí À. À., Çîòîâ À. Â., Êàòàÿìà Ì. Ââåäåíèå â ôèçèêó ïîâåðõ-

íîñòè. Ìîñêâà: Íàóêà, 2006. � ãë. 3.

Àøêðîôò Í., Ìåðìèí Í. Ôèçèêà òâ¼ðäîãî òåëà. � Ì.: Íàóêà. ò. 1, 1979. � ãë. 6.

Ichimiya A., Cohen P. I. Re�ection high energy electron di�raction. Cambridge University Press,
2004. � ãë. 9.
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Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðîñòðàíñòâî: ïðÿìîóãîëüíàÿ ðåø¼òêà
FFT

FFT
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Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðîñòðàíñòâî: ãåêñàãîíàëüíàÿ ðåø¼òêà
FFT

FFT
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Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðîñòðàíñòâî: îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåëüòà-ôóíêöèé f (x) =
∑
δ(x − na)

Ïðåäñòàâèì ìîäåëüíóþ ôóíêöèþ â èíòåãðàëà Ôóðüå è âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

fk =
1

2π

∞∫
−∞

f (x)e ikxdx =
∞∑

n=−∞

 1

2π

∞∫
−∞

δ(x − na)e ikxdx

 =
∞∑

n=−∞

(
1

2π
e ikna

)
=

= lim
N→∞

N∑
n=−N

(
1

2π
e ikna

)
→ lim

N→∞

∞∑
m=−∞

N

π
δka,2πm →

∞∑
m=−∞

δ

(
k −

2π

a
m

)

0 2π/a 4π/a−2π/a−4π/a

k
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Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðîñòðàíñòâî: òð¼õìåðíûé ñëó÷àé

Îïðåäåëåíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè:

R = n1a1 + n2a2 + n3a3,

ãäå a1, a2 è a3 � òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ðåø¼òêè:

K = m1b1 +m2b2 +m3b3, ãäå

b1 = 2π
[a2 × a3]

(a1 · [a2 × a3])
, b2 = 2π

[a3 × a1]

(a1 · [a2 × a3])
è b3 = 2π

[a1 × a2]

(a1 · [a2 × a3])
.

Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ R ·K

n1a1 ·K = 2πn1a1 ·
(
m1

[a2 × a3]

(a1 · [a2 × a3])
+m2

[a3 × a1]

(a1 · [a2 × a3])
+m3

[a1 × a2]

(a1 · [a2 × a3])

)
=

= 2πn1m1

(a1 · [a2 × a3])

(a1 · [a2 × a3])
= 2πn1m1,

n2a2 ·K = 2πn2m2, è n3a3 ·K = 2πn3m3.

Ñëåäîâàòåëüíî, e iR·K = e i2πN = 1.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí íà
íåîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîòåíöèàëå
Îáñóäèì îñîáåííîñòè êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí â ñèñòåìå ñ íåîäíîðîäíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ(r). Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå div E(r) = 4πρ(r) è
îïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà E(r) = −∇φ(r), íàõîäèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ(r) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆φ(r) = −4π ρ(r),

ãäå ρ(r) = ρion(r) − ρel (r) � ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëî-
æèòåëüíî çàðÿæåííûì èîííûìè îñòîâàì è îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûì ýëåêòðîíàì. Áóäåì
ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èçâåñòíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòî÷íèêè íåîäíîðîäíîãî ïîòåíöèàëà (àòîìû èëè ìîëåêóëû) ëîêàëèçîâà-
íû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàð-
íîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà Ĥψ(r) = Eψ(r) ñ ïîòåíöèàëîì U(r) = eφ(r)

−
ℏ2

2m
∆ψ(r) + eφ(r)ψ(r) = E ψ(r).

Âäàëè îò íåîäíîðîäíîñòåé ïîòåíöèàëà ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

−
ℏ2

2m
∆ψ(r) = E ψ(r)

ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå áåãóùèå âîëíû ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû ψ0(r) = e ik0·r ñ âîëíîâûì âåêòîðîì

k0, ãäå k0 ≡ |k0| =
√
2mE/ℏ.
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Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ êàê ñóïåðïîçèöèþ ïàäàþùåé âîëíû ψ0(r) è ðàññåÿí-
íîé âîëíû Φ(r). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåäïîëàãàåìîãî ðåøåíèÿ

ψ(r) = ψ0(r) + Φ(r)

â óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

−
ℏ2

2m
∆ψ0(r)−

ℏ2

2m
∆Φ(r) + eφ(r)ψ(r) = E ψ0(r) + E Φ(r).

ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà äëÿ ôóíêöèè Φ(r)(
∆+ k20

)
Φ(r) =

2me

ℏ2
φ(r)ψ(r).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Φ(r) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñâ¼ðòêè òð¼õìåðíîé ôóíêöèè Ãðèíà

G(r , r ′) = −
e±ik0 |r−r ′|

4π |r − r ′|

è ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ:

Φ(r) = −
∫∫∫

1

4π |r − r ′|
e ik0 |r−r ′| ·

2me

ℏ2
φ(r ′)ψ(r ′) dr ′,

ãäå r � êîîðäèíàòà òî÷êè íàáëþäåíèÿ, r ′ � òåêóùàÿ êîîðäèíàòà âíóòðè ðàññåèâàþùåãî îáú-
¼ìà, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.
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Äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(r) ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ψ(r) = ψ0(r)−
me

2πℏ2

∫∫∫
1

|r − r ′|
e ik0 |r−r ′| φ(r ′)ψ(r ′) d3r ′.

Ìû ïîëó÷èëè ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó ïðèíöèïà Ãþéãåíñà-Ôðåíåëÿ: ïîëå ðàññåÿííîé
âîëíû ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ïîëåé âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ â âèäå ñôåðè÷åñêèõ âîëí.

0

k0 k

r′

r r− r′
x

z

θϕ

γ
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Ïðèáëèæåíèå îäíîêðàòíîãî (áîðíîâñêîãî) ðàññåÿíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àìïëèòóäà è ôàçà âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ïîëåì
ïàäàþùåé âîëíû. Ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé êèíåìàòè÷åñêîé òåîðèè
äèôðàêöèè ýëåêòðîííûõ âîëí. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä èíòåãðàëîì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ψ(r)
ìîæíî çàìåíèòü íà ψ0(r) è ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

ψ(r) ≃ e ik0·r −
me

2πℏ2

∫∫∫
1

|r − r ′|
e ik0 |r−r ′|+ik0·r

′
φ(r ′) d3r ′.

Äàëåå ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñòðóêòóðîé ïîëÿ â äàëüíåé âîëíîâîé çîíå, ðàñïîëîæåííîé
îò ðàññåèâàþùåãî îáúåêòà íà ðàññòîÿíèÿõ ìíîãî áîëüøèõ, ÷åì äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ è õà-
ðàêòåðíûå ðàçìåðû ðàññåèâàòåëÿ. Äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè îáðàçöà,
òîãäà âûðàæåíèå |r − r ′| íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò îáðàçöà (r ≫ r ′) ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|r − r ′| =
√

r2 + r ′2 − 2rr ′ cos γ ≃ r − r ′ cos γ = r − r ′ · n,

ãäå γ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r è r ′, n ≡ k/|k| � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàññå-
ÿííîé âîëíû. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì óïðóãîå ðàññåÿíèå áåç èçìåíåíèÿ äëèíû âîëíû,
òî |k| = |k0|. Êðîìå ýòîãî, â äàëüíåé çîíå àìïëèòóäû âòîðè÷íûõ âîëí, èñïóùåííûõ âñå-
ìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ïîòåíöèàëà, ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè
ðàññòîÿíèþ r îò îáðàçöà äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü |r − r ′| ≃ r â çíàìå-
íàòåëå.
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Âîëíîâóþ ôóíêöèþ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò îáðàçöà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïî-
çèöèè ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû è ðàññåÿííîé ñôåðè÷åñêîé âîëíû

ψ(r) ≃ e ik0·r −
me

2πℏ2

∫∫∫
1

|r |
e ik0 (r−r ′·n)+ik0·r

′
φ(r ′) d3r ′ ≃

≃ e ik0·r −
me

2πℏ2
e ik0r

r

∫∫∫
e−ik r ′+ik0·r

′
φ(r ′) d3r ′ ≃

≃ e ik0·r −
me

2πℏ2
e ikr

r

∫∫∫
e−iq·r ′ φ(r ′) d3r ′ ≃ e ik0·r −

me

2πℏ2
· A(q)

e ikr

r
,

ãäå
q ≡ k − k0

åñòü èçìåíåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà ïðè ðàññåÿíèè; àìïëèòóäà ðàññåÿííîé âîëíû ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ôóðüå-îáðàç ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

A(q) =

∫∫∫
e−iq·r ′ φ(r ′) d3r ′.
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Óñëîâèå èíòåðôåðåíöèè Ëàóý: êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ

Ïóñòü íà êðèñòàëë ïàäàåò ïëîñêàÿ ýëåêòðîííàÿ
âîëíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k0, à ðàññåèâàåòñÿ
â âèäå ëîêàëüíî ïëîñêîé âîëíû ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì k .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè: |k| = |k0| = k0 =

√
2mE/ℏ.

Ïóñòü n0 = k0/k0 è n = k/k0 � åäèíè÷íûå
âåêòîðû âäîëü ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí.

ðèñóíîê íå ñîîòâåòñòâóåò îáîçíà÷åíèÿìè

Ðàçíîñòü õîäà äâóõ ëó÷åé ðàâíà d cosθ + d cos θ′ = d · (n0 − n) äîëæíà áûòü ðàâíà öåëîìó
÷èñëó äëèí âîëí mλ, ñëåäîâàòåëüíî

d ·
(
k0

k0
−

k

k0

)
= mλ èëè d · (k0 − k) = 2πm.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ
óçëàìè ïîýòîìó R ·(k0 − k) = 2πm, ãäå R � âåêòîð êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ýòî ñîîòíîøå-

íèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå eR·(k0−k) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð k0−k äîëæåí ñîâïàäàòü
îäíèì èç âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè: k − k0 = K .
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Óñëîâèå èíòåðôåðåíöèè Ëàóý: òð¼õìåðíûé ñëó÷àé
Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â òð¼õìåðíûé ðÿä Ôóðüå

φ(r) =
∑
K

φK e i K ·r ,

ãäå K = {Kx ,Ky ,Kz}� âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè è φ
K
�ôóðüå�êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà. Äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿííîé âîëíû ïîëó÷àåì

A(q) =

∫∫∫
e−i q·r′

∑
K

φK e i K ·r ′ dr ′ =

=
∑
K

φK

∫∫∫
e−i (q−K)·r ′ d3r ′ = (2π)3

∑
K

φK δ(q −K).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä áóäóò äàâàòü òàêèå âîëíû, äëÿ êîòîðûõ q = K èëè

k − k0 = K ïðè óñëîâèè |k| = |k0| =
√
2mE

ℏ
.

Ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå êîíñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè Ëàóý (von Laue), ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè çàêîíà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè.

Óñëîâèå Ëàóý ýêâèâàëåíòíî ÷åòûð¼ì ñêàëÿðíûì óðàâíåíèÿì äëÿ îïðåäåëåíèÿ òð¼õ íåèçâåñò-
íûõ êîìïîíåíò âîëíîâîãî âåêòîðà ðàññåÿííîé âîëíû k = {kx , ky , kz}, ÷òî äåëàåò ñèñòåìó
óðàâíåíèé ïåðåîïðåäåë¼ííîé. Âûâîä: äëÿ ðåçîíàíñíîãî ðàññåÿíèÿ íà òð¼õìåðíîé êðèñòàëëè-
÷åñêîé ñòðóêòóðå íåîáõîäèìî ïîäáèðàòü ýíåðãèþ ïàäàþùåé âîëíû èëè óãîë ïàäåíèÿ.
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Ïîñòðîåíèå Ýâàëüäà: òð¼õìåðíûé ñëó÷àé

k − k0 = K ïðè óñëîâèè |k| = |k0| =
√
2mE

ℏ
.

0

k0k
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Ïðîñâå÷èâàþùàÿ ýëåêòðîííàÿ/ðåíòãåíîâñêàÿ
ìèêðîñêîïèÿ è äèôðàêòîìåòðèÿ

Ñðåäíÿÿ äëèíà ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè ýíåðãèè çàâèñèò îò ýíåðãèè
çîíäèðóþùèõ ýëåêòðîíîâ è èçìåíÿåòñÿ îò íåñêîëüêèõ íì äëÿ íèçêîýíåðãåòè÷íûõ ýëåêòðîíîâ
(E < 100 ýÂ) è äî âåëè÷èí ïîðÿäêà 100 íì äëÿ âûñîêîýíåðãåòè÷íûõ ýëåêòðîíîâ (E > 50 êýÂ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåæèì êîãåðåíòíîé ýëåêòðîííîé äèôðàêöèè íà ïðîñâåò ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàí òîëüêî äëÿ âûñîêîýíåðãåòè÷íûõ ýëåêòðîíîâ è äëÿ äîñòàòî÷íî òîíêèõ îáðàçöîâ ñ òîë-
ùèíîé ìåíåå 100 íì.

k0

k

k0 k
(a) (b)

(b)

Òàêèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìû ïðîñâå÷èâàþùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè (trans-
mission electron microscopy, TEM) èëè äèôðàêöèè áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ (RHEED), â êîòîðûõ
ýëåêòðîííàÿ ïóøêà è ýêðàí (CCD êàìåðà èëè ôëóîðåñöåíòíûé ýêðàí) íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò îáðàçöà. Â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èçîáðàæàþùåé ëèíçîé è ýêðàíîì
ôîðìèðóþùååñÿ èçîáðàæåíèå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèáî ýëåêòðîííî-ìèêðîñêîïè÷åñêîìó
èçîáðàæåíèþ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå, ëèáî êàðòèíå äèôðàöèè íà òð¼õìåðíîé ðåø¼òêå.
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Ìèêðîôîòîãðàôèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ãöê-ðåø¼òêè êðèñòàëëà MgO, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ïðîñâå÷èâàþ-

ùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè a = 0.421 íì, ìåæïëîñêîñò-

íîå ðàññòîÿíèå 0.211 íì). (b) � èíâåðòèðîâàííàÿ êàðòèíà ýëåêòðîííîé äèôðàêöèè, ñàìûå èíòåíñèâ-

íûå ïèêè ñîîòâåòñòâóþò ïëîñêîñòÿì (200) è (020). Ðèñóíêè ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåíû Ä. À. Òàòàðñêèì

(ÈÔÌ ÐÀÍ, Íèæíèé Íîâãîðîä).
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Óñëîâèå èíòåðôåðåíöèè Ëàóý: äâóìåðíûé ñëó÷àé
Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, èíäóöèðîâàííûé äâóìåðíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ðåêîíñòðóêöèÿìè
íà ïîâåðõíîñòè îáú¼ìíîãî êðèñòàëëà, ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â äâóìåðíûé ðÿä Ôóðüå

φ(r ||, z) =
∑
Kx ,Ky

φK e
i K ·r∥ · D δ(z),

ãäå r∥ = {x , y} � ðàäèóñ-âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëàòåðàëüíûìè êîîðäèíàòàìè x è y ,

K = {Kx ,Ky} � âåêòîðà äâóìåðíîé îáðàòíîé ðåø¼òêè, φ
K

� ôóðüå�êîìïîíåíòû ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, D � òîëùèíà ñëîÿ. Äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿííîé âîëíû ïîëó÷àåì

A(q) =

∫∫∫
e−i q·r′

∑
K

φK e
i K ·r ′∥ · D δ(z ′) dr ′ dz ′ =

=

∫
e−i qz z

′
D δ(z ′) dz ′ ·

∑
K

φK

∫∫
e
−i (q ∥−K)·r∥ dr∥ = (2π)2 D ·

∑
K

φK δ(q∥ −K).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå Ëàóý äëÿ ðàññåÿíèÿ íà äâóìåðíîé ñòðóêòóðå ñâîäèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ

k∥ − k0,∥ = K ïðè óñëîâèè |k| = |k0| =
√
2mE

ℏ
.

Ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèö íà äâóìåðíîì ïîòåíöèàëå íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ íîðìàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé èìïóëüñà â ñèëó íàðóøåíèÿ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû,
ïîýòîìó óñëîâèå k∥ − k0,∥ = K ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî kz . Ýòî äåëàåò
ñèñòåìó óðàâíåíèé îïðåäåë¼ííîé è èìåþùåé ðåøåíèÿ äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ ïàäàþùåãî
ïó÷êà.
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Ïîñòðîåíèå Ýâàëüäà: äâóìåðíûé ñëó÷àé

Óñëîâèå Ëàóý

k∥ − k0,∥ = K ïðè óñëîâèè |k| = |k0| =
√
2mE

ℏ
.

Â îòëè÷èå îò óçëîâ òð¼õìåðíîé îáðàòíîå ðåø¼òêè, ìû òåïåðü èìååì äåëî ñî ñòåðæíÿìè
îáðàòíîé ðåø¼òêè, êîòîðûå ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíî îñè z ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó äâóìåðíîé
îáðàòíîé ðåø¼òêè. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñòåðæíåé îáðàòíîé ðåø¼òêè ëåãêî ïîíÿòü, àíàëèçè-
ðóÿ óñëîâèå Ëàóý, ïðèìåíèìîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà kz ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá ðàññóæäåíèé: äâóìåðíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåø¼òêó ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ñèëüíî ðàçíåñ¼ííûå àòîìíûå ïëîñêîñòè òð¼õìåðíîé ðåø¼òêè, ïîýòîìó äëèíà
îäíîãî èç âåêòîðîâ îñíîâíûõ òðàíñëÿöèé |a3| → ∞. Êàê ñëåäñòâèå, äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî
âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè |b3| ∼ 1/|a3| → 0, ïîýòîìó óçëû òàêîé ðåøåòêè áóäóò ðàñïîëà-
ãàòüñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, ôîðìèðóÿ ñòåðæíè îáðàòíîé ðåø¼òêè.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñòåðæíåé îáðàòíîé ðåø¼òêè è ñôåðû Ýâàëüäà äàþò ïàðàìåòðû ðàññåÿí-
íîé âîëíû.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè âîëí íà äâóìåðíîé ñòðóêòóðå âñåãäà âîçíèêàåò çåðêàëüíîå îò-
ðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëàóý, äëÿ ëþáûõ ýíåðãèé è óãëîâ ïàäåíèÿ.
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Äèôðàêöèÿ ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ

Äèôðàêöèÿ ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ (ÄÌÝ), low energy electron di�raction (LEED)

Â òàêèõ ýêñïåðèìåíòàõ îáðàçåö îðèåíòèðóåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ýëåêòðîííîìó ëó÷ó òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû íàëåòàþùèå íà îáðàçåö íèçêîýíåðãåòè÷íûå ýëåêòðîíû (ñ ýíåðãèÿìè îò 30 äî
200 ýÂ) áûëà îðèåíòèðîâàíû ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî îáðàçöà. Âîçíèêàþùèå
îòðàæ¼ííûå âîëíû ïîïàäàþò íà ôëóîðåñöåíòíûé ýêðàí è âûçûâàþò ñâå÷åíèå.

0

k0

k

2π/a
kx

∼ 2π/a

∼
2π

/b

x

y
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Åñëè òèïè÷íàÿ âåëè÷èíà ïåðèîäà äâóìåðíîé ðåêîíñòðóêöèè a ≃ 0.3 íì, òî ïåðèîä îáðàòíîé
ðåø¼òêè áóäåò ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâåí 2π/a ≃ 20 íì−1. Ðàäèóñ ñôåðû Ýâàëüäà ìîæíî
îöåíèòü ïî ôîðìóëå k0 =

√
2mE/ℏ ≃ 5.1

√
E [ýÂ] íì−1, ïîýòîìó k0 ≃ 28 íì−1 äëÿ ýëåêòðîíîâ

ñ ýíåðãèåé 30 ýÂ è k0 ≃ 72 íì−1 äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 200 ýÂ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ ñåðèè äèôðàêöèîííûõ ïèêîâ (ðåôëåêñîâ) ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà íà
ôëóîðåñöåíòíîì ýêðàíå â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ.
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Äèôðàêöèÿ áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ
Äèôðàêöèÿ áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ (ÄÁÝ), re�ected high energy electron di�raction (RHEED)

Â òàêèõ ýêñïåðèìåíòàõ âûñîêîýíåðãåòè÷íûå ýëåêòðîíû ñ ýíåðãèÿìè îò 5 äî 30 êýÂ ïîïàäàþò
íà îáðàçåö ïîä ìàëûìè ñêîëüçÿùèìè óãëàìè (ψ ≃ 1− 5◦). Îòðàæ¼ííûå âîëíû ïîïàäàþò íà
ôëóîðåñöåíòíûé ýêðàí è âûçûâàþò ñâå÷åíèå. ×óâñòâèòåëüíîñòü ìåòîäà ê ñòðóêòóðå ïîâåðõ-
íîñòè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè ìàëîóãëîâîì ðàññåÿíèè ïåðâè÷íûå è âòîðè÷íûå ýëåêòðîííûå
âîëíû â îñíîâíîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â òîíêîì ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå, òîëùèíó êîòîðîãî ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìîæíî îöåíèòü êàê ℓ sinψ ∼ 4 íì äëÿ óãëà ñêîëüæåíèÿ ψ = 2◦ è äëèíû
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ℓ ∼ 100 íì â äèàïàçîíå ýíåðãèé 50-100 êýÂ.

2π/a
kx

0
k0

k

y

z

x
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Ðàäèóñ ñôåðû Ýâàëüäà äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ òèïè÷íûìè ýíåðãèÿìè 20 êýÂ ðàâåí k0 ≃ 700 íì−1,
ñëåäîâàòåëüíî, ñôåðà Ýâàëüäà ïåðåñåêàåò íåñêîëüêî ñîòåí ñòåðæíåé îáðàòíîé ðåø¼òêè. Åñëè
îãðàíè÷èòüñÿ ðåãèñòðàöèåé ýëåêòðîííûõ âîëí, îòðàæ¼ííûõ ïîä ìàëûìè óãëàìè, ÷òî ñëåäóåò
îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ äèôðàêöèîííûõ ïèêîâ íà ôëóîðåñöåíòíîì ýêðàíå.
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Êàðòèíû ÄÁÝ äëÿ ðåêîíñòðóêöèè Si(111)7× 7 (ýíåðãèÿ 20 êÂ)
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Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû Ýâàëüäà è ñòåðæíåé îáðàòíîé
ðåø¼òêè â ÄÌÝ è ÄÁÝ ýêñïåðèìåíòàõ

Àïïàðàòíûå èñêàæåíèÿ ìèíèìàëüíû äëÿ ñòåðæíåé îáðàòíîé ðåø¼òêè, ïåðåñêàþùèõ ñôåðó
Ýâàëüäà âáëèçè ïîëþñà, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ â ÄÌÝ-ýêñïåðèìåíòàõ.
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Ñðàâíåíèå êàðòèí ÄÌÝ è ÄÁÝ äëÿ Si(111)1× 1−Tl

Êàðòà äèôðàêöèè ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ (ýíåðãèÿ 52 ýÂ) è áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ (20 êýÂ) äëÿ ïîâåðõ-

íîñòè Si(111)1× 1−Tl. Ðèñóíêè ïðåäîñòàâëåíû Ä. Â. Ãðóçíåâûì (ÈÀÏÓ ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê).
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Îñöèëëÿöèè èíòåíñèâíîñòè äèôðàêöèîííûõ ïèêîâ â
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè îñàæäåíèÿ

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 4 9 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 28 / 28



Ëåêöèÿ 5-6

Òóííåëèðîâàíèå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è

ôèçèêå òâ¼ðäîãî òåëà
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Ñîñòîÿíèÿ ðàññåÿíèÿ â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ êâàíòîâîé

ìåõàíèêè

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû ñ ïîëíîé ýíåðãèåé E∥ â ñèñòåìå, â êîòîðîé ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû çàâèñèò îò îäíîé êîîðäèíàòû: U = U(z).

iℏ
∂

∂t
Ψ(z, t) = ĤΨ(z, t)

Ψ(z, t) = ψ(z) · e−iE∥t/ℏ

{
−

ℏ2

2m∗
d2

dz2
+ U(z)

}
ψ(z) = E∥ψ(z).

U(z)

z

a1 e
ik

1
z√

2πh̄v1
+

b1 e
−ik

1
z√

2πh̄v1

a2 e
ik

2
z√

2πh̄v2
+

b2 e
−ik

2
z√

2πh̄v2

Åñëè îáëàñòè, ðàñïîëàãàþùèåñÿ íà çíà÷èòåëüíîì óäàëåíèè îò íåîäíîðîäíîñòåé ïîòåíöèàëà,

ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííûìè, òî ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà áóäóò äâóõêðàòíî

âûðîæäåíû (âîëíû ìîãóò áåæàòü ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî).

×àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå áåãóùèå âîëíû

e ik0z è e−ik0z , ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â îáëàñòè ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà U(z) = U
0
ñ âîëíîâûì

âåêòîðîì k
0
=
√
2m∗(E∥ − U

0
)/ℏ.
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Åñëè ïîòåíöèàë U(z) ëîêàëèçîâàí â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííûì çíà-

÷åíèÿì âäàëè îò áàðüåðà (U(z) = U
1,2 ïðè z → ±∞), òî ïðè E∥ > max{U

1
,U

2
} âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ âäàëè îò ðàññåèâàòåëåé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ïëîñêèõ áåãóùèõ âîëí

ψ(z) =

{
A
1
e ik1z + A

2
e−ik1z ïðè z → −∞,

B
1
e ik2z + B

2
e−ik2z ïðè z → +∞,

ãäå

k1 =
√
2m∗

(
E∥ − U1

)
/ℏ è k2 =

√
2m∗

(
E∥ − U2

)
/ℏ

åñòü âîëíîâûå âåêòîðà ñëåâà è ñïðàâà îò íåîäíîðîäíîñòè ïîòåíöèàëà, ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷ó

îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíûõ ïîñòîÿííûõ A
1
, A

2
, B

1
, B

2
äëÿ çàäàííûõ èñòî÷íèêîâ è ôèêñèðîâàí-

íîé ôîðìû ïîòåíöèàëüíîé áàðüåðà áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ (scattering problem).

Îòìåòèì, ÷òî íàøå ðåøåíèå ïîñòóëèðóåò ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî òèïà áåãóùèõ âîëí ñëåâà

îò áàðüåðà (ïðè z → −∞) è îäíîãî òèïà áåãóùèõ âîëí ñïðàâà îò áàðüåðà (ïðè z → +∞),

ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî íàçûâàòü çàäà÷åé îäíîìîäîâîãî (single-mode) èëè

îäíîêàíàëüíîãî (single-channel) ðàññåÿíèÿ.

Îáîáùåíèå íà ìíîãîìîäîâûé ñëó÷àé: ôîðìàëèçì Ëàíäàóýðà (Landauer).
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Íîðìèðîâêà ñîñòîÿíèé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé

ψk (z) = Ce ikz

è ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîé áåãóùåé âîëíû.

1. Åñëè ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå äëèíû L, òî óñëîâèå íîðìèðîâêè

⟨ψk |ψk ⟩ = 1 ïðèâîäèò ê

⟨ψk |ψk ⟩ =
L/2∫

−L/2

ψ∗
k (z)ψk (z) dz = |C |2

L/2∫
−L/2

dz = |C |2 L = 1 èëè |C | =
1
√
L
.

2. Äëÿ ÷àñòèöû ñ îïðåäåë¼ííûì èìïóëüñîì k ìîæíî âûáðàòü íîðìèðîâêó ⟨ψ
k′ |ψk ⟩ = δ(k − k ′),

òîãäà

⟨ψk′ |ψk ⟩ = |C |2
∞∫

−∞

e i(k−k′)z dz = 2π|C |2 δ(k − k ′) = δ(k − k ′) èëè |C | =
1

√
2π
.

Çäåñü k è k ′ � ïðîåêöèè âîëíîâûõ âåêòîðîâ íà îñü z.
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3. Äëÿ ÷àñòèöû ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé E∥ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ⟨ψ
E ′ |ψE ⟩ = δ(E∥ − E ′

∥).

Èñïîëüçóåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ äåëüòà-ôóíêöèé

δ(E∥ − E ′
∥) = δ

(
ℏ2k2∥
2m∗ −

ℏ2k ′2
∥

2m∗

)
=

2m∗

ℏ2
δ
(
k2∥ − k ′2

∥

)
=

=
m∗

ℏ2k∥
δ
(
k∥ − k ′

∥

)
+

m∗

ℏ2k∥
δ
(
k∥ + k ′

∥

)
.

Åñëè âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â îäíó ñòîðîíó (íàïðèìåð, k∥ > 0 è k ′
∥ > 0), òî

δ(E∥ − E ′
∥) =

1

ℏv
δ
(
k∥ − k ′

∥

)
, ãäå v =

ℏk∥
m∗ − ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò èç ï. 2, ïîëó÷àåì

⟨ψE ′ |ψE ⟩ = 2π|C |2 δ(k − k ′) = 2π|C |2 · ℏv δ(E∥ − E ′
∥) = δ(E∥ − E ′

∥) èëè |C | =
1

√
2πℏv
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî ïîòåíöèàëà

U(z) =

{
U
1

ïðè z → −∞;

U
2

ïðè z → +∞,

âîëíîâóþ ôóíêöèþ ýëåêòðîííîé âîëíû âäàëè îò ðàññåèâàòåëåé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè íîðìèðîâàííûõ âîëí (a
1
, a

2
, b

1
, b

2
� áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû)

ψE (z) =

{
a
1
e ik1z/

√
2πℏv

1
+ b

1
e−ik1z/

√
2πℏv

1
ïðè z → −∞;

a
2
e ik1z/

√
2πℏv

2
+ b

2
e−ik2z/

√
2πℏv

2
ïðè z → +∞,

ãäå k
1
=
√
2m∗

(
E∥ − U1

)
/ℏ è v

1
= ℏk

1
/m∗, k

2
=
√
2m∗

(
E∥ − U2

)
/ℏ è v

2
= ℏk

2
/m∗.

U(z)

z

a1 e
ik

1
z√

2πh̄v1
+

b1 e
−ik

1
z√

2πh̄v1

a2 e
ik

2
z√

2πh̄v2
+

b2 e
−ik

2
z√

2πh̄v2
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Ïîòîê âåðîÿòíîñòè

äëÿ íîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé∗

Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì âûðàæåíèåì, âû÷èñëèì ïëîòíîñòü ïîòîêà

âåðîÿòíîñòè Π(E) äëÿ ÷àñòèöû ñ íîðìèðîâàííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé ψE (z) è ýíåðãèåé E∥

Π(E) =
iℏ
2m∗

{
ψE

dψ∗
E

dz
− ψ∗

E

dψE

dz

}
= −

ℏ
m∗ Im

{
ψE ·

dψ∗
E

dz

}
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψE (z) = a e ikz/
√
2πℏv è v = p/m∗ = ℏk/m∗, ïîëó÷àåì

Π(E) = −
ℏ
m∗ Im

{
a

√
2πℏv

e ikz ·
d

dz

(
a∗

√
2πℏv

e−ikz

)}
=

= −
ℏ
m∗

|a|2

2πℏv
Im
{
e ikz · (−ik) e−ikz

}
= |a|2 ·

ℏ
m∗ ·

k

2πℏ (ℏk/m∗)
=

|a|2

2πℏ
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè, íàõîäèì óíèâåðñàëüíîå ñîîò-

íîøåíèå ìåæäó àìïëèòóäàìè íîðìèðîâàííûõ âîëí â îäíîìåðíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ:

Π(E) =
1

2πℏ

(
|a1|2 − |b1|2

)
=

1

2πℏ

(
|a2|2 − |b2|2

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå |a
1
|2+ |b

2
|2 = |a

2
|2+ |b

1
|2 îáåñïå÷èâàþò óíèòàðíîñòü ìàòðèöû

ðàññåÿíèÿ.
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Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ è òðàíñôåð-ìàòðèöà

Ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè

íîðìèðîâàííûõ ðàññåÿííûõ âîëí a
1
,

a
2
, b

1
, b

2
äëÿ çàäà÷è îäíîêàíàëüíî-

ãî ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà â

âèäå ìàòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé:

U(z)

z

a1 e
ik

1
z√

2πh̄v1
+

b1 e
−ik

1
z√

2πh̄v1

a2 e
ik

2
z√

2πh̄v2
+

b2 e
−ik

2
z√

2πh̄v2

� câÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí, èñõîäÿùèõ (outcoming) èç îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòåé ïî-

òåíöèàëà, è àìïëèòóäàìè íàëåòàþùèõ (incoming) âîëí ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû

ðàññåÿíèÿ Ŝ (scattering matrix): |out⟩ = Ŝ|in⟩

|out⟩ =
(

b
1

a
2

)
è |in⟩ =

(
a
1

b
2

)
:

(
b
1

a
2

)
= Ŝ

(
a
1

b
2

)
=

(
S
11

S
12

S
21

S
22

) (
a
1

b
2

)
;

� câÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí ñëåâà è ñïðàâà îò íåîäíîðîäíîñòåé ïîòåíöèàëà ìîæíî

çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ (transfer-matrix): |left⟩ = T̂ |right⟩

|left⟩ =
(

a
1

b
1

)
è |right⟩ =

(
a
2

b
2

)
:

(
a
1

b
1

)
= T̂

(
a
2

b
2

)
=

(
T
11

T
12

T
21

T
22

) (
a
2

b
2

)
.
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Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ìàòðèö Ŝ è T̂

(
b
1

a
2

)
=

(
S
11

S
12

S
21

S
22

) (
a
1

b
2

)
è

(
a
1

b
1

)
=

(
T
11

T
12

T
21

T
22

) (
a
2

b
2

)
èëè

b
1
= S

11
a
1
+ S

12
b
2

a
2
= S

21
a
1
+ S

22
b
2

a
1
= T

11
a
2
+ T

12
b
2

b
1
= T

21
a
2
+ T

22
b
2

Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ è òðàíñôåð�ìàòðèöû î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîãóò áûòü

âûðàæåíû äðóã ÷åðåç äðóãà

T11 =
1

S
21

, T12 = −
S
22

S
21

, T21 =
S
11

S
21

, T22 = S12 −
S
11

S
22

S
21

;

S11 =
T
21

T
11

, S12 = T22 −
T
21

T
12

T
11

, S21 =
1

T
11

, S22 = −
T
12

T
11

.
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Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ

Åñëè ÷àñòèöà íàëåòàåò íà îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñëåâà, òî àñèìïòîòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ äëÿ ïàäàþùåé, îòðàæ¼ííîé è ïðîøåäøåé âîëí äëÿ ¾ëåâîé¿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

ψL,E (z) =

{
e ik1z/

√
2πℏv

1
+ r e−ik1z/

√
2πℏv

1
ïðè z → −∞;

t e ik2z/
√
2πℏv

2
ïðè z → +∞.

Ïî îïðåäåëåíèþ, àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ r îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó îòðàæ¼ííîé îò áàðüåðà âîë-

íû ïðè óñëîâèè, ÷òî âîëíà ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé íàëåòàåò íà áàðüåð ñëåâà; àìïëèòóäà

ïðîõîæäåíèÿ t îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó ïðîøåäøåé âîëíû ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ.

(
r

t

)
=

(
S
11

S
12

S
21

S
22

) (
1

0

)
èëè S

11
= r è S

21
= t.

U(z)

z

e
ik

1
z√

2πh̄v1
+ r e

−ik
1
z√

2πh̄v1

t e
ik

2
z√

2πh̄v2

a)
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Åñëè ÷àñòèöà íàëåòàåò íà îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ñïðàâà, òî àñèìïòîòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ äëÿ ïàäàþùåé, îòðàæ¼ííîé è ïðîøåäøåé âîëí äëÿ ¾ïðàâîé¿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

ψR,E (z) =

{
t′ e−ik1z

√
2πℏv

1
ïðè z → −∞;

r ′ e ik2z
√
2πℏv

2
+ e−ik2z/

√
2πℏv

2
ïðè z → +∞.

Ïî îïðåäåëåíèþ, àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ r ′ è ïðîõîæäåíèÿ t′ îïðåäåëÿþò àìïëèòóäû îòðàæåí-

íîé è ïðîøåäøåé âîëí ïðè óñëîâèè, ÷òî âîëíà ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé íàëåòàåò íà áàðüåð

ñïðàâà.

(
t′

r ′

)
=

(
S
11

S
12

S
21

S
22

) (
0

1

)
èëè S

12
= t′ è S

22
= r ′.

U(z)

z

t′ e−ik
1
z√

2πh̄v1

r′ eik2z√
2πh̄v2

+ e
−ik

2
z√

2πh̄v2

b)

Â ñëó÷àå îäíîêàíàëüíîãî ðàññåÿíèÿ ìàòðèöû Ŝ è T̂ ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ŝ =

(
r t′

t r ′

)
è T̂ =

(
1/t −r ′/t

r/t t′ − r r ′/t

)
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Ïðèìåð: ðàññåÿíèå íà ñêà÷êå ïîòåíöèàëà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà

îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå âèäà

Uδ(z) = D δ(z − z1) +

{
U
1
ïðè z < z

1
,

U
2
ïðè z > z

1
.

U(z)

U1

U2

Dδ(z − z1)

zz = z1

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ïëîñêîñòü ïàäåíèÿ ýëåêòðîíà ñîâïàäàåò ñ ïëîñêî-

ñòüþ (x , z), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê äâóìåðíîé

çàäà÷å

−
ℏ2

2m∗

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
ψ(x , z) + Uδ(z)ψ(x , z)

= E ψ(x , z).

Îáëàñòü 1 Îáëàñòü 2

hj1

Y1

( )i (i)
, k1

Y1

( )r (r)
, k1

Y2

( )i (i)
, k2

hj2

Y2

( )r (r)
, k2
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Óðàâíåíèå

−
ℏ2

2m∗

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
ψ(x , z) + Uδ(z)ψ(x , z) = E ψ(x , z)

äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

ψ(x , z) = ψ(x)(x) · ψ(z)(z),

ïîýòîìó äâèæåíèå ÷àñòèöû â íàïðàâëåíèÿõ x è z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî

−
ℏ2

2m∗
d2

dx2
ψ(x)(x) = E⊥ ψ(x)(x), ãäå E⊥ =

ℏ2k2x
2m∗ ,

−
ℏ2

2m∗
d2

dz2
ψ(z)(z) + Uδ(z)ψ

(z)(z) = E∥ ψ
(z)(z), ãäå E∥ = E − E⊥.

◦ Ðåøåíèå äëÿ ¾ïîïåðå÷íîé¿ çàäà÷è: ψ(x)(x) = e ik1,x x è ψ(x)(x) = e ik2,x x ,

ãäå k
1
=
√
2m∗(E − U

1
)/ℏ è k

2
=
√
2m∗(E − U

2
)/ℏ � ìîäóëè âîëíîâîãî âåêòîðà â îáëàñòÿõ

1 è 2.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïîïåðå÷íîé¿ çàäà÷è (ε→ 0):

ψ(x)(z1 + ε) = ψ(x)(z1 − ε) è

(
dψ

(x)
E

dx

)
z=z1+ε

=

(
dψ

(x)
E

dx

)
z=z1−ε

.

Ñëåäñòâèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: k
1,x = k

2,x èëè k
1
sinφ

1
= k

2
sinφ

2
.
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◦ Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ¾ïðîäîëüíîé¿ çàäà÷è (ε→ 0):

ψ(z)(z1 + ε) = ψ(z)(z1 − ε) è

(
dψ

(z)
E

dz

)
z=z1+ε

−
(
dψ

(z)
E

dz

)
z=z1−ε

=
2m∗D

ℏ2
ψ
(z)
E (z1).

Îáùèé âèä ðåøåíèÿ äëÿ ¾ëåâîé¿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

ψL(z) =


e ik1,z z/

√
2πℏv

1,z + r e−ik1,z z/
√
2πℏv

1,z ïðè z < z
1
;

t e ik2,z z/
√
2πℏv

2,z ïðè z > z
1
.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

1√
2πℏv

1,z

{
e ik1,z z1 + r e−ik1,z z1

}
=

1√
2πℏv

2,z

t e ik2,z z1 .

1√
2πℏv

2,z

ik2t e
ik2,z z1 −

1√
2πℏv

1,z

{
ik1,z e

ik1,z z1 − ik1,z r e
−ik1,z z1

}
=

2m∗D

ℏ2
1√

2πℏv
2,z

t e ik2,z z1 .

Àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ

r =

[
k
1,z − k

2,z − i 2m∗D/ℏ2
][

k
1,z + k

2,z + i 2m∗D/ℏ2
] e2ik1,z z1 è t =

2
√

k
1,zk2,z[

k
1,z + k

2,z + i 2m∗D/ℏ2
] e i(k1,z−k2,z )z1
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Îáùèé âèä ðåøåíèÿ äëÿ ¾ïðàâîé¿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

ψR(z) =

 t′ e−ik1,z z/
√
2πℏv

1,z ïðè z < z
1
;

r ′ e ik2,z z/
√
2πℏv

2,z + e−ik2,z z/
√
2πℏv

2,z ïðè z > z
1
.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

1√
2πℏv

2

{
e−ik2,z z1 + r ′ e ik2,z z1

}
=

1√
2πℏv

1,z

t′ e−ik1,z z1 .

1√
2πℏv

2,z

{
− ik2,ze

−ik2,z z1 + ik2,z r
′ e ik2,z z1

}
−

(−ik
1,z )√

2πℏv
1,z

t′ e−ik1,z z1 =
2m∗D

ℏ2
1√

2πℏv
1,z

t′ e−ik1,z z1 .

Àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ

r ′ =

[
k
2,z − k

1,z − i 2m∗D/ℏ2
][

(k
1,z + k

2,z ) + i 2m∗D/ℏ2
] e−2ik2,z z1 è t′ =

2
√

k
1,zk2,z[

k
1,z + k

2,z + i 2m∗D/ℏ2
] e i(k1,z−k2,z )z1 .

Îáùèé âèä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ äëÿ ñêà÷êà ïîòåíöèàëà (èíäåêñ z îïóùåí äëÿ êðàòêîñòè)

Ŝ =

(
r t′

t r ′

)
=

1[
k
1
+ k

2
+ i 2m∗D/ℏ2

] ·( [
k
1
− k

2
− i 2m∗D/ℏ2

]
e2ik1z1 2

√
k
1
k
2
e i(k1−k2)z1

2
√

k
1
k
2
e i(k1−k2)z1

[
k
2
− k

1
− i 2m∗D/ℏ2

]
e−2ik2z1

)
.
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Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ:

îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû, íàëåòàþùåé íà áàðüåð ñëåâà: R = |r |2.

Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû, íàëåòàþùåé íà áàðüåð ñëåâà: T = |t|2.

Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû, íàëåòàþùåé íà áàðüåð ñïðàâà: R′ = |r ′|2.

Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû, íàëåòàþùåé íà áàðüåð ñïðàâà: T ′ = |t′|2.

Êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ T è T ′ ðàâíû îòíîøåíèþ ïîòîêîâ âåðîÿòíîñòè ïðîøåäøåé è

ïàäàþùåé âîëí è èìåþò ñìûñë ïðè Im k
1
= 0 è Im k

2
= 0.

Ïðèìåð 1: êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç äåëüòà-áàðüåð ïðè íîðìàëüíîì

ïàäåíèè (k
1
= k

2
= k, D ̸= 0)

R =

∣∣∣∣∣ −i 2m∗D/ℏ2[
2k + i 2m∗D/ℏ2

] e2ik1z1

∣∣∣∣∣
2

=
(m∗D/ℏ2)2

k2 + (m∗D/ℏ2)2
=

m∗D2/(2ℏ2)
E∥ +m∗D2/(2ℏ2)

.

T =

∣∣∣∣∣ 2
√
k2[

2k + i 2m∗D/ℏ2
] e i(k1−k2)z1

∣∣∣∣∣
2

=
k2

k2 + (m∗D/ℏ2)2
=

E∥

E∥ +m∗D2/(2ℏ2)
.
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Ïðèìåð 2: êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ îò ñêà÷êà ïîòåíöèàëà ïðè íîðìàëüíîì

ïàäåíèè (k
1
̸= k

2
, D = 0)

R =

∣∣∣∣(k
1
− k

2

k
1
+ k

2

)
e2ik1z1

∣∣∣∣2 =

{
1, åñëè Im k

2
̸= 0,

(k
1
− k

2
)2/(k

1
+ k

2
)2, åñëè Im k

2
= 0.

T =

∣∣∣∣∣2
√

k
1
k
2

k
1
+ k

2

e i(k1−k2)z1

∣∣∣∣∣
2

=

{
0, åñëè Im k

2
̸= 0,

4k
1
k
2
/(k

1
+ k

2
)2, åñëè Im k

2
= 0.

−10 −5 0 5 10
0

5

10

15

20

x/w

E
/
E

0
,U

/
E

0

0 10 20 30 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

2
√

(E −U2)/(U2 −U1)

1 − (U2 −U1)
2/16E2

E/E0

T
(E

)

2
√

(E −U2)/(U2 −U1)

1 − (U2 −U1)
2/16E2

2
√

(E −U2)/(U2 −U1)

1 − (U2 −U1)
2/16E2

2
√

(E −U2)/(U2 −U1)

1 − (U2 −U1)
2/16E2

2
√

(E −U2)/(U2 −U1)

1 − (U2 −U1)
2/16E2

Îñöèëëÿöèè |ψ(z)| ïåðåä áàðüåðîì ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé ïàäàþùåé è îòðàæ¼ííîé âîëí.
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Ðàññåÿíèå íà ïîòåíöèàëå ñ äâóìÿ ëîêàëèçîâàííûìè

íåîäíîðîäíîñòÿìè

Ðàññìîòðèì ¾ñëîæíûé¿ ïîòåíöèàë U(z),

êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñó-

ïåðïîçèöèè äâóõ ëîêàëèçîâàííûõ íåîäíî-

ðîäíîñòåé ïîòåíöèàëà U
1
(z) è U

2
(z), äëÿ

êîòîðûõ èçâåñòíû âñå àìïëèòóäû îòðàæå-

íèÿ è ïðîõîæäåíèÿ.

Êàê âû÷èñëèòü àìïëèòóäó ïðîõîæäåíèÿ

÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó?

t̂(0) = t̂2t̂1

t̂(1) = t̂2r̂
′
1 r̂2 t̂1

U1(z)

U2(z)

z

E

Ñïîñîá 1: ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé (ñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ îò íåîäíî-

ðîäíîñòåé ïîòåíöèàëà áëèçêèìè ê íóëþ, à êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ � ê åäèíèöå)

íóëåâîé ïîðÿäîê: t(0) = t
2
t
1

ïåðâûé ïîðÿäîê: t(1) = t2 r ′1 r2 t1

n−ûé ïîðÿäîê: t(n) = t2 (r ′1 r2)
n t

1

t =
∞∑
n=0

t(n) =
∞∑
n=0

t2
(
r ′1r2

)n
t1 =

t
2
t
1(

1− r ′
1
r
2

) ,
åñëè 1− r ′1r2 ̸= 0
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Ñïîñîá 2: ôîðìàëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé(
b
1

a
2

)
= Ŝ1

(
a
1

b
2

)
=

(
r
1

t′
1

t
1

r ′
1

)(
a
1

b
2

)
,

(
b
2

a
3

)
=

(
r
2

t′
2

t
2

r ′
2

)(
a
2

b
3

)
.

Äâà ìàòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ÷åòûðåì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

b1 = r1a1 + t′1b2, a2 = t1a1 + r ′1b2, b2 = r2a2 + t′2b3, a3 = t2a2 + r ′2b3.

Âûðàæàåì àìïëèòóäû èñõîäÿùèõ âîëí ÷åðåç àìïëèòóäû ïàäàþùèõ âîëí

b1 =
{
r1 + t′1 r2

(
1− r ′1r2

)−1
t1

}
· a1 +

{
t′1 r2

(
1− r ′1r2

)−1
r ′1t

′
2 + t′1 t

′
2

}
· b3

a3 = t2
(
1− r ′1r2

)−1
t1 · a1 +

{
t2
(
1− r ′1r2

)−1
r ′1t

′
2 + r ′2

}
· b3

Ñïîñîá 3: ñ ïîìîùüþ òðàíñôåð-ìàòðèöû

|left
1
⟩ = T̂

1
|right

1
⟩ è |right

1
⟩ = |left

2
⟩ è |left

2
⟩ = T̂

2
|right

2
⟩ =⇒ |left

1
⟩ = T̂

1
T̂
2
|right

2
⟩

T̂ = T̂1T̂2 =

(
t−1

1
−t−1

1
r ′
1

r
1
t−1

1
t′
1
− r

1
t−1

1
r ′
1

) (
t−1

2
−t−1

2
r ′
2

r
2
t−1

2
t′
2
− r

2
t−1

2
r ′
2

)
=

=

(
t−1

1
t−1

2
− t−1

1
r ′
1
r
2
t−1

2
−t−1

1
t−1

2
r ′
2
− t−1

1
r ′
1

(
t′
2
− r

2
t−1

2
r ′
2

)(
t′
1
− r

1
t−1

1
r ′
1

)
r
2
t−1

2
−r

1
t−1

1
t−1

2
r ′
2
+
(
t′
1
− r

1
t−1

1
r ′
1

)(
t′
2
− r

2
t−1

2
r ′
2

) )

Êîýôôèöèåíò T
11

= t−1

1
t−1

2

(
1 − r ′

1
r
2

)
ðåçóëüòèðóþùåé òðàíñôåð�ìàòðèöû ðàâåí t−1, ïî-

ýòîìó t = t
1
t
2
/
(
1− r ′

1
r
2

)
.
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Ðàññåÿíèå íà ïðÿìîóãîëüíîì ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ÷åðåç îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

U(z) =


U
1
ïðè z < z

1
,

U
2
ïðè z

1
< z < z

2
,

U
3
ïðè z > z

2

êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìáèíàöèþ äâóõ ñêà÷êîâ ïîòåíöèàëà.

Àìïëèòóäà ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ¾ñëîæíûé¿ áàðüåð: t = t
1
t
2
/
(
1− r ′

1
r
2

)
.

Îáùèé âèä ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ äëÿ ñêà÷êà ïîòåíöèàëà áåç äåëüòà-ôóíêöèè

Ŝ =

(
r t′

t r ′

)
=

1

(k
1
+ k

2
)
·
( (

k
1
− k

2
) e2ik1z1 2

√
k
1
k
2
e i(k1−k2)z1

2
√

k
1
k
2
e i(k1−k2)z1 (k

2
− k

1
) e−2ik2z1

)
.

Àìïëèòóäà ïðîõîæäåíèÿ

t = t′ =
4
√

k
1
k
2

√
k
2
k
3
e i(k1−k3)z2 e−ik2(z2−z1)

(k
1
+ k

2
)(k

2
+ k

3
) e−ik2(z2−z1) + (k

1
− k

2
)(k

2
− k

3
) e ik2(z2−z1)

.

Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ (w
2
= z

2
− z

1
� øèðèíà áàðüåðà)

T = |t|2 =
16 k

1
|k
2
|2 k

3∣∣∣(k
1
+ k

2
)(k

2
+ k

3
) e−ik2w2 + (k

1
− k

2
)(k

2
− k

3
) e ik2w2

∣∣∣2 ïðè óñëîâèè Im k1,3 = 0
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Ðàññåÿíèå íà ïðÿìîóãîëüíîì ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå:

÷àñòíûå ñëó÷àè

1. Íàäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå (E∥ > U
2
è âñå k � äåéñòâèòåëüíûå):

T =
16 k

1
k2
2
k
3

4k2
2
(k

1
+ k

3
)2 + 4(k2

2
− k2

1
)(k2

2
− k2

3
) sin2 k

2
w
2

.

2. Ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå (E∥ < U
2
, k

1
è k

3
� äåéñòâèòåëüíûå, k

2
= iκ

2
� ìíèìûé):

T =
16 k

1
κ2

2
k
3

4κ2

2
(k1 + k3)2 + 4(κ2

2
+ k2

1
)(κ2

2
+ k2

3
) sinh2 κ

2
w
2

.

3. Ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ñèììåòðè÷íûé ¾òîíêèé¿ áàðüåð (k
1
è k

2
� äåéñòâèòåëü-

íûå):

T ≃
16k2κ2

2

16κ2

2
k2 + 4κ6

2
w2

2

≃
k2

k2 + κ4

2
w2

2
/4

≃
E∥

E∥ +m∗(U
2
w
2
)2/2ℏ2

Ìû ó÷ëè, ÷òî w
2
→ 0 è κ2

2
w
2
= const. Ñðàâíèòå ñ ïðîçðà÷íîñòüþ äåëüòà-áàðüåðà.

4. Ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ìàëîïðîçðà÷íûé áàðüåð (ew2κ2 ≫ e−w2κ2 ):

T ≃
16 k

1
κ2

2
k
3

(k2
1
+ κ2

2
)(κ2

2
+ k2

3
)
e−2κ2w2 .
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E/E0

T
(E

)
Îñöèëëÿöèè |ψ(z)| â îáëàñòè ïåðåä áàðüåðîì ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé ïàäàþùåé è îòðà-

æ¼ííîé âîëí.

Îñöèëëÿöèè T (E∥) ïðè E∥ > U
2
ñ èíòåðôåðåíöèåé âîëí, îòðàæ¼ííûõ îò ïåðåäíåé è çàäíåé

ñòåíîê áàðüåðà.
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×àñòèöà â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ðàçìåðíîå êâàíòîâàíèå

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó

ïðîèçâîëüíîãî âèäà U(z) è ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå íà ñïåêòð ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòè-

öû, ëîêàëèçîâàííîé â òàêîé ÿìå.

U(z)

z

E‖

r′1 r2

a e
ik
2
z√

2πh̄v2
+ b e

−ik
2
z√

2πh̄v2

a

b

Ñïîñîá 1:

Äîïóñòèì, ÷òî âíóòðè ÿìû åñòü îáëàñòü ñ ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì è âíóòðè ýòîé îáëàñòè

ñóùåñòâóþò ïëîñêèå âîëíû: âîëíà ñ àìïëèòóäîé a, áåãóùàÿ íàïðàâî, è âîëíà ñ àìïëèòóäîé

b, áåãóùàÿ íàëåâî. Ïóñòü ëåâàÿ ñòåíêà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû õàðàêòåðèçóåòñÿ àìïëèòóäîé îò-

ðàæåíèÿ r ′
1
, ïðàâàÿ ñòåíêà � àìïëèòóäîé r

2
. Îòðàæåíèå ÷àñòèöû íà ëåâîé è ïðàâîé ñòåíêàõ

ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿìè a = r ′
1
b è b = r

2
a:

a = r ′1b = r ′1r2 a èëè (1− r ′1r2) a = 0.

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (a ̸= 0) ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè

1− r ′1r2 = 0.

Ïîñêîëüêó r ′
1

= |r ′
1
| e i arg r′1 , r

2
= |r

2
| e i arg r2 è |r ′

1
| = |r

2
| = 1, òî óñëîâèå r ′

1
r
2

= 1 ìîæíî

çàïèñàòü êàê
arg r ′1 + arg r2 = 2πn, ãäå n = 0, 1, 2 . . .
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Ñïîñîá 2: ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ

Â ñàìîì äåëå, ïðè z → ±∞ âîëíîâûå âåêòîðà â áåðåãàõ ÿâëÿþòñÿ ìíèìûìè: k
1
= iκ

1
è

k
2
= iκ

2
. Åñëè ïðåäïîëîæèòü îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ ÷àñòèö ïðè z → ±∞, òî ñëåäóåò ïîëî-

æèòü àìïëèòóäû a
1
è b

3
, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàäàþùèì âîëíàì è ðåøåíèÿì, íàðàñòàþùèì íà

áåñêîíå÷íîñòè, ðàâíûìè íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ(
b
1

a
3

)
=

(
r t′

t r ′

) (
0

0

)
ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ èìåþò ðàñõîäèìîñòè

èëè íå îïðåäåëåíû. Èíûìè ñëîâàìè, ðàçðåø¼ííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàí-

íîé â íåîäíîðîäíîì ïîòåíöèàëå è îïèñûâàþùåéñÿ ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé ôóíêöèåé, ìîãóò

áûòü íàéäåíû êàê ïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ è, â ÷àñòíîñòè,

êàê ïîëîæåíèå ïîëþñà t èëè íóëÿ 1/t.

Ñïîñîá 3: ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà òðàíñôåð-ìàòðèöû

Ïðè óñëîâèè a
1
= 0 è b

3
= 0 íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ(

0

b
1

)
=

(
T
11

T
12

T
21

T
22

) (
a
3

0

)
ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè T

11
= 0. Ïîñêîëüêó äëÿ îäíîêàíàëüíîãî ðàññåÿíèÿ T

11
= t−1, òî

ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ T
11

= 0 è t−1 = 0 ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
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Ðåçîíàíñíîå òóííåëèðîâàíèå

Àìïëèòóäà ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç

äâîéíîé áàðüåð:

t =
t
1
t
2(

1− r ′
1
r
2

)

U1(z)

U2(z)

z

E

Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç äâîéíîé áàðüåð

T = |t|2 =
T
1
T
2∣∣1−√R

1
R

2
e i(arg r′1+arg r2)

∣∣2 =
T
1
T
2

1+R
1
R

2
− 2
√

R
1
R

2
cos (arg r ′

1
+ arg r

2
)
,

ãäå R
1,2 è T

1,2 � êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî áàðüåðîâ,

ñîîòâåòñòâåííî.

Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ

Tmax ≃
T
1
T
2(

1−
√

R
1
R

2

)
2
≃

T
1
T
2(

1−
√

(1− T
1
) (1− T

2
)
)
2

ïðè arg r ′1 + arg r2 ≃ 2πn

Tmin ≃
T
1
T
2(

1+
√

R
1
R

2

)
2
≃

T
1
T
2(

1+
√

(1− T
1
) (1− T

2
)
)
2

ïðè arg r ′1 + arg r2 ≃ π + 2πn.
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Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ìàëîïðîçðà÷íûå áàðüåðû (T
1
≪ 1 è T

2
≪ 1)

Tmax ≃
4 T

1
T
2(

T
1
+ T

2

)
2

è Tmin ≃
T
1
T
2

4
.

Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç äâà ìàëîïðîçðà÷íûõ áàðüåðà ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöè-

åíòàìè ïðîõîæäåíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü åäèíèöû!

Àíàëîãèè: ðåçîíàíîð Ôàáðè-Ïåðî, ïðîñâåòëåíèå îïòèêè, ñòîÿ÷èå âîëíû â âîëíîâîäàõ

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç äâà ïðÿìîóãîëüíûõ áàðüåðà

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4
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0.8

1

E/U0

T
(E

)

a)

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4
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0.8

1

E/U0

T
(E

)

a)
cosh−2 κ2(w4 − w2)
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Èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí â äâóõáàðüåðíîé

ñòðóêòóðå

−4 −2 0 2 4 6 8 10
0

4
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16

20

z/w
−4 −2 0 2 4 6 8 10
0

4

8
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16

20

× 0.005

z/w
−4 −2 0 2 4 6 8 10
0

4

8
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16

20

× 0.025

z/w
−4 −2 0 2 4 6 8 10
0

4

8
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16

20

× 0.075

z/w
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Ôîðìà òóííåëüíîãî áàðüåðà è ïîòåíöèàë èçîáðàæåíèÿ∗

Fz

h

0

µ

µ+W

U(z)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òî÷å÷íûì çàðÿäîì è ìàññèâíûì ìåòàëëîì

ìîæíî èñïîëüçîâàòü õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä ýëåêòðè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé. Åñëè ýëåêòðîí

ðàñïîëîæåí âáëèçè óåäèí¼ííîé ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå z = h, òî èçîáðàæåíèå

ýòîãî çàðÿäà ðàñïîëîæåíî â òî÷êå z = −h, è ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òî÷å÷íûìè çàðÿ-

äàìè e è −e íà ðàññòîÿíèè 2h ñîãëàñíî çàêîíó Êóëîíà ðàâíà

Fz (h) = −
1

ε

e2

(2h)2
=⇒ U(z) = Eâàê −

+∞∫
z

Fz (h
′) dh′ = Eâàê −

1

ε
·
e2

4z
.

Ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà êàê äâóìåðíûé àíàëîã àòîìà âîäîðîäà
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Åñëè ýëåêòðîí ðàñïîëîæåí â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ìàññèâíûìè ìåòàëëè÷åñêèìè ïî-

âåðõíîñòÿìè, òî îí ïîëÿðèçóåò îáà ýëåêòðîäà è íåîáõîäèìî ñòðîèòü áîëåå ñëîæíóþ ñèñòåìó

èçîáðàæåíèé. Åñëè h è w −h åñòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíîì è ëåâîé èëè ïðàâîé ïîâåðõ-

íîñòüþ, ñîîòâåòñòâåííî, òî ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çàòðàâî÷íûì ýëåêòðîíîì è ñèñòåìîé

èçîáðàæåíèé ðàâíà

Fz (h) = −
1

ε

e2

(2h)2
+

1

ε

∞∑
n=1

{
e2

4(nw − h)2
−

e2

4(nw + h)2

}
.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë ñèë èçîáðàæåíèÿ

U(z) = Eâàê −
+∞∫
z

Fz (h
′) dh′ = Eâàê −

1

ε

e2

4z
−

e2

2ε

∞∑
n=1

{
nw

n2w2 − z2
−

1

nw

}
.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

U(z) ≃ Eâàê − 0.2

ε

we2

z(w − z)
.

Simmons, Journ. Appl. Phys., v. 34, 1793 (1963).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òóííåëèðîâàíèÿ â ñèñòåìå ìíîãèõ

÷àñòèö

Ðàññìîòðèì äâà ìåòàëëè÷åñêèõ ýëåêòðîäà: ëåâûé (L) è ïðàâûé (R). Äëÿ êðàòêîñòè èìïóëüñ

ýëåêòðîíà â ëåâîì ýëåêòðîäå áóäåò îáîçíà÷àòü k, â ïðàâîì ýëåêòðîäå � q. Äàëåå ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â òåîðèè êâàíòîâîãî òðàíñïîðòà: çíàê ¾∥¿ ñîîòâåòñòâó-

åò íàïðàâëåíèþ òóííåëüíîãî òîêà, çíàê ¾⊥¿ ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ âäîëü áàðüåðà.

L R

k||

k⊥ k

q||

q⊥ q

L|| R||

L⊥ R⊥

Ek = h̄2k2/2m∗ + eϕL Eq = h̄2q2/2m∗ + eϕR
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Òóííåëüíûé òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîìó ýëåêòðîíó

Êàæäûé èç ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â L−ìåòàëëå ìîæíî îïèñàòü êâàçèêëàññè÷åñêîé âîëíîâîé

ôóíêöèåé, íîðìèðîâàííîé íà îáú¼ì êðèñòàëëà:

ψL(x , y , z, t) = aL · e ik⊥r⊥ · e ik∥z · e−iE
k
t/ℏ,

ãäå |aL| = Ω
−1/2
L � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò, ΩL = L2⊥ L∥ � îáú¼ì L�ðåçåðâóàðà, E

k
=

ℏ2k2⊥/2m∗ + ℏ2k2∥/2m
∗ + eφL � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k ñ ó÷¼òîì

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè, m∗ � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà.

Ïðè òóííåëèðîâàíèè ïðîäîëüíàÿ (ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ òîêà) è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

(ïî îòíîøåíèþ ê áàðüåðó) ñîñòàâëÿþùàÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ïðè ðàññåÿíèè íà áàðüåðå â

ïëîñêîñëîèñòîé ñèñòåìå ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ΠL =
ℏk∥
m∗ |aL|

2 =⇒ ΠR = ΠL · TL→R =
ℏk∥
m∗ ·

1

ΩL

· TL→R =
v
L,∥

ΩL

· TL→R ,

ãäå T � êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ, êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû

èìïóëüñà ÷àñòèöû E∥ è ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.

Êàæäûé èç ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ L−ðåçåðâóàðà ìîæåò ñîçäàòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê âíóòðè

R−ìåòàëëà, ðàâíûé e (v
L,∥/ΩL) TL→R .

Êàæäûé èç ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ R−ðåçåðâóàðà ìîæåò ñîçäàòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê âíóòðè

L−ìåòàëëà, ðàâíûé e (v
R,∥/ΩR) TR→L.
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Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â êðèñòàëëå

E

E + dE

kx

ky

Periodic boundary conditions:

kxLx = 2πnx → ∆kx = 2π/Lx

kyLy = 2πny → ∆ky = 2π/Ly

kzLz = 2πnz → ∆kz = 2π/Lz

3D ñëó÷àé: E = ℏ2k2/2m∗ èëè k =
√
2m∗E/ℏ. Âû÷èñëèì îáú¼ì øàðîâîãî ñëîÿ ìåæäó

ñôåðàìè ñ ðàäèóñàìè k è k + dk

dV = 4π k2 dk = 4π
2m∗E

ℏ2
·
1

2

√
2m∗
√
E

dE

ℏ
=

4
√
2π

ℏ3
(m∗)3/2

√
E dE .

Ïîñêîëüêó íà îäíî ñîñòîÿíèå â k−ïðîñòðàíñòâå ïðèõîäèòñÿ ôàçîâûé îáú¼ì (2π)3/Ω, òî

÷èñëî ñîñòîÿíèé âíóòðè øàðîâîãî ñëîÿ ðàâíî dN = Ω dV /(2π)3, ãäå Ω � îáú¼ì êðèñòàëëà. Ñ

ó÷¼òîì ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ ïîëó÷àåì íîðìèðîâàííóþ íà îáú¼ì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

ρ(E) = 2 ·
1

Ω

dN

dE
=

√
2

π2ℏ3
(m∗)3/2

√
E .
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Ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè è çàïîëíåíèå ýëåêòðîííûõ

ñîñòîÿíèé â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà

f (E) =
(
1+ e(E−µ)/kBΘ

)−1

,

ãäå µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë (èíîãäà ýíåðãèÿ Ôåðìè), kB = 1.38 ·10−23 Äæ/K � ïîñòîÿííàÿ

Áîëüöìàíà, Θ � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà.

0 1 2
0

1

f
(E

)

E

kBT/µ = 0.01

kBT/µ = 0.1

Äëÿ áîëüøèõ ýíåðãèé êâàíòîâîå ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó

ðàñïðåäåëåíèþ Áîëüöìàíà: f (E) → e−(E−µ)/kBΘ ïðè E − µ≫ kBΘ.
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Ïîëíûé òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé âñåì òóííåëèðóþùèì

ýëåêòðîíàì

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ òóííåëüíîãî òîêà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êâàíòîâîå

ñîñòîÿíèå ñ äàííûì èìïóëüñîì â ýìèòòåðå äîëæíî áûòü çàïîëíåíî, à êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå

êîëëåêòîðå äîëæíî áûòü ñâîáîäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü òóííåëüíîãî òîêà ñ ó÷¼òîì

ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ è ôàêòîðîâ çàïîëíåíèÿ ðàâíà

jL→R = 2 ·
∑
k

e
v
L,∥

ΩL

· TL→R · fL(Ek )
{
1− fR(Eq)

}
ïðè óñëîâèè vL,∥ > 0,

jR→L = 2 ·
∑
q

e
v
R,∥

ΩR

· TR→L · fR(Eq)
{
1− fL(Ek )

}
ïðè óñëîâèè vR,∥ < 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì áëèçêî ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ Ôåðìè-Äèðàêà (ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, Θ � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà)

fL(E) =

(
1+ e

(
E−(µL+eφL)

)
/kBΘ

)−1

è fR(E) =

(
1+ e

(
E−(µR+eφR )

)
/kBΘ

)−1

,

ãäå φL è φR � ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ëåâîãî è ïðàâîãî ýëåêòðîäîâ, ñîîòâåòñòâåííî;

µ̃L = µL+eφL è µ̃R = µR+eφR � ýëåêòðîõèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ëåâîãî è ïðàâîãî ýëåêòðîäîâ.
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Çîííàÿ äèàãðàììà òóííåëüíîãî ïåðåõîäà

I < 0

fL(E)

µ− |e|ϕL

fR(E)

µ− |e|ϕR

ϕL < 0 ϕR > 0

I = 0

fL(E)

µ

fR(E)

µ

ϕL = 0 ϕR = 0

I > 0

fL(E)

µ− |e|ϕL

fR(E)

µ− |e|ϕR

ϕL > 0 ϕR < 0

Çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî e = −|e|.

Ýëåêòðîõèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

µ̃ = µ+ eφ = µ− |e|φ

îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ ýíåðãèþ çàïîëíåííûõ ñîñòîÿíèé ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñ ó÷¼-

òîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè.
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Óïðîùàþùèå ñîîáðàæåíèÿ

Áóðøòåéí è Ëóíäêâèñò, Òóííåëüíûå ÿâëåíèÿ â òâ¼ðäûõ òåëàõ. Ìîñêâà: Ìèð (1973)

1. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè E
k
= Eq (óïðóãîå òóííåëèðîâàíèå).

2. Îäèíàêîâûå òåìïåðàòóðû è õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ýëåêòðîäîâ (µL = µR = µ)

fL(E) =

(
1+ e

(
E−(µ+eφL)

)
/kBΘ

)−1

=

(
1+ e

(
(E−eφL)−µ

)
/kBΘ

)−1

≡ f0(E − eφL),

fR(E) =

(
1+ e

(
E−(µ+eφR )

)
/kBΘ

)−1

=

(
1+ e

(
(E−eφR )−µ

)
/kBΘ

)−1

≡ f0(E − eφR).

3. Äëÿ îöåíêè ÷èñëà ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ìàññèâíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ýëåêòðîäàõ â ïðå-

äåëå ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè ìîæíî ôîðìàëüíî ðàññìîòðåòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ ψ(z) = ψ(z+L∥), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ýêâèäèñòàíòíîìó ñïåêòðó ðàçðåø¼ííûõ

çíà÷åíèé èìïóëüñà

k∥ =
2π

L∥
n∥ è ∆k∥ = k∥

∣∣∣
n
− k∥

∣∣∣
n−1

=
2π

L∥
,

ãäå L∥ � äëèíà ëåâîãî ýëåêòðîäà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè òóííåëüíîãî

áàðüåðà, n∥ � öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ.
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4. Ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ âäîëü ∥−íàïðàâëåíèÿ∑
k∥

... =
1

∆k∥

∑
k∥

∆k∥ ... ≃
L∥

2π

∫
dk∥ ... ,

∑
q∥

... =
1

∆q∥

∑
q∥

∆q∥ ... ≃
R∥

2π

∫
dq∥ ... .

Ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò: ïåðåõîäèì îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ äëÿ ∥−êîìïîíåíòû

j =
2eL∥

2π

∫
dk∥

∑
k⊥

v
L,∥

L2⊥ L∥
f0(Ek − eφL)

{
1− f0(Ek − eφR)

}
TL→R +

+
2eR∥

2π

∫
dq∥

∑
q⊥

v
R,∥

R2

⊥ R∥
f0(Eq − eφR)

{
1− f0(Eq − eφL)

}
TR→L.

Äëÿ ⊥ −êîìïîíåíò ìîæíî ñäåëàòü àíàëîãè÷íî, íî ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâà-

íèþ ïîêà îòëîæèì.

5. Äëÿ ñòðóêòóðû, îäíîðîäíîé è íåîãðàíè÷åííîé â ïëîñêîñòè òóííåëüíîãî áàðüåðà, ïðè óñëî-

âèè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ÷àñòèö îò áàðüåðà ñîõðàíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûå ïîâåðõíîñòè ðàç-

äåëà êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷àñòèöû (k⊥ = q⊥) è ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè èíòåðôåéñà

(E
k⊥

= Eq⊥ = E⊥). Êàê ñëåäñòâèå, ñîõðàíÿåòñÿ è ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â íà-

ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ñòðóêòóðû: E
k∥

= Eq∥ = E∥. Èíûìè ñëîâàìè,

ℏ2k2∥
2m∗ + eφL =

ℏ2q2∥
2m∗ + eφR .
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6. Äëÿ íåìàãíèòíûõ ñèñòåì ïðîçðà÷íîñòü òóííåëüíîãî áàðüåðà íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ,

â êîòîðîì ïðîèñõîäèò òóííåëèðîâàíèå: TL→R = TR→L = T , ïðè ýòîì ïðîçðà÷íîñòü áàðüåðà

T çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè E∥, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòóïàòåëüíîìó äâèæåíèþ ïî íîðìàëè

ê ïëîñêîñòè ðàçäåëà, è îò íàïðÿæåíèÿ ñìåùåíèÿ U = φL − φR .

7. Î÷åâèäíî, ÷òî

f0(E − eφL)
{
1− f0(E − eφR)

}
− f0(E − eφR)

{
1− f0(E − eφL)

}
=

= f0(E − eφL)− f0(E − eφR).

8. Ïîñêîëüêó v∥ = ℏ−1 ∂E/∂k∥ = ℏ−1 dE∥/dk∥, òî v
L,∥ dk∥ = dE∥/ℏ è v

R,∥ dq∥ = −dE∥/ℏ.

9. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïëîñêîñëîèñòîé ñòðóêòóðû ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ëåâîãî è ïðàâîãî ýëåê-

òðîäîâ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè: L⊥ = R⊥.

Ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò

j =
2e

2πℏ

∫
dE∥

∑
k⊥

T (E∥)

L2⊥

{
f0(E − eφL)− f0(E − eφR)

}
,
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Ëåêöèÿ 7

Òóííåëèðîâàíèå â ìåòàëëè÷åñêèõ íàíîñòðóêòóðàõ

Êâàíòîâî-ðàçìåðíûå ýôôåêòû

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 7 23 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 1 / 28



Òóííåëüíûé òîê â ïëîñêîñëîèñòîé ñòðóêòóðå

L R

k||

k⊥ k

q||

q⊥ q

L|| R||

L⊥ R⊥

Ek = h̄2k2/2m∗ + eϕL Eq = h̄2q2/2m∗ + eϕR

Ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ)

j∥ =
∑

k, k∥>0

2e
v
L,∥

ΩL

·TL→R ·fL(Ek )
{
1−fR(Eq)

}
+

∑
q, q∥<0

2e
v
R,∥

ΩR

·TR→L ·fR(Eq)
{
1−fL(Ek )

}
=

=
2e

2πℏ

∫
dE∥

∑
k⊥

T (E∥)

L2⊥

{
f0(E − eφL)− f0(E − eφR)

}
.
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Ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî êîíòàêòà ñ ó÷¼òîì

êâàíòîâàíèÿ ïîïåðå÷íûõ ìîä: ôîðìóëà Ëàíäàóýðà

Äëÿ ìàëûõ íàïðÿæåíèé U = φL − φR → 0 ðàçíîñòü ôåðìèåâñêèõ ôóíêöèé ìîæíî çàïèñàòü

f0(E − eφL)− f0(E − eφR) ≃ e (φL − φR) δ(E − µ).

0
0

1

µ E

f0(E − eϕL) f0(E − eϕR)

µ− |e|ϕL µ− |e|ϕR

ϕL > 0
ϕR < 0

0
-1

1

µ E

|eU |

→ −|e|U · δ(E − µ)

f0(E − eϕL)− f0(E − eϕR)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî E∥ ïîëó÷àåì

j =
2e

2πℏ

∫
dE∥

∑
k⊥

T (E∥)

L2⊥

{
f0(E − eφL)− f0(E − eφR)

}
≃

≃
2e

h

∫
dE∥

∑
k⊥

T (E∥)

L2⊥
e (φL − φR) δ(E∥ + E⊥ − µ) ≃

2e

h

e
(
φL − φR

)
L2⊥

·
∑
k⊥

T (µ− E⊥).
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Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òóííåëüíîãî òîêà â ñëåäóþùåì âèäå

j =
2e

h

e U

L2⊥
·
∑
k⊥

T (µ− E⊥).

Îïðåäåëèì ïîëíóþ ïðîâîäèìîñòü ïåðåõîäà èëè êîíäàêòàíñ (conductance) G êàê îòíîøåíèå

ïîëíîãî òîêà I = j × L2⊥ ÷åðåç ïåðåõîä ê ïðèëîæåííîìó íàïðÿæåíèþ (Landauer, 1957)

G =
I

U
=

2e2

h

∑
k⊥

Tk⊥ èëè G =
2e2

h

∑
n,m

Tn,m

Âûâîä: ïðîâîäèìîñòü êâàíòîâîãî êîíòàêòà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäå-

íèÿ äëÿ êàæäîé ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ìîäû è â áàëëèñòè÷åñêîì ðåæèìå íå çàâèñèò îò äëèíû

êàíàëà!

Ñðàâíèòå ñî ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ñîïðîòèâëåíèÿ è ïðîâîäèìîñòè îäíîìåðíîãî ïðî-

âîäíèêà â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè: R = ρ · L/S è G = σ · S/L.

Lϕ

r t

Lϕ

Nazarov and Blanter, Quantum transport. Introduction to nanoscience, Cambridge University Press (2009)

Ëåñîâèê è Ñàäîâñêèé, Óñïåõè ôèçè÷åñêèõ íàóê, ò. 181, 1041-1096 (2011)
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Ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî êîíòàêòà áåç ó÷¼òà

êâàíòîâàíèÿ ïîïåðå÷íûõ ìîä
Åñëè êâàíòîâàíèå ïîïåðå÷íûõ ìîä íåñóùåñòâåííî (L2⊥ ≫ λ2), òî ìîæíî ïåðåéòè îò ñóììè-

ðîâàíèÿ ïî ⊥ −êîìïîíåíòàì èìïóëüñà

j =
2e

2πℏ

∫
dE∥

∑
k⊥

T (E∥)

L2⊥

{
f0(E − eφL)− f0(E − eφR)

}
ê èíòåãðèðîâàíèþ è ïîëó÷èòü

j =
2e

2πℏ

∫
dE∥

∫∫
T (E∥)

{
f0(E − eφL)− f0(E − eφR)

} d2 k⊥
(2π)2

=

=
2e

2πℏ

∫
T (E∥) dE∥

∫∫ {
f0(E − eφL)− f0(E − eφR)

} d2 k⊥
(2π)2

.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ òóííåëüíîãî òîêà â ïðèáëèæåíèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ñëåäóþ-

ùåì âèäå

j =
2e

h

∫
T (E∥) · N (E∥) · dE∥,

ãäå ÷èñëî ìîä, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â òóííåëèðîâàíèè (àíãë. supply function), ðàâíî

N (E∥) =

∫∫ {
f0(E − eφL)− f0(E − eφR)

} d2 k⊥
(2π)2

.
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Èñïîëüçóåì ìîäåëü ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà

E⊥ =
ℏ2k2⊥
2m∗ =⇒ dE⊥ =

ℏ2k⊥
m∗ dk⊥.

è óïðîñòèì âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà ìîä, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â òóííåëèðîâàíèè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî E = E∥ + E⊥, çàïèøåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò

N (E∥) =

∫∫ {
f0(E∥ + E⊥ − eφL)− f0(E∥ + E⊥ − eφR)

} d2 k⊥
(2π)2

=

=

∫∫ {
f0(E∥ + E⊥ − eφL)− f0(E∥ + E⊥ − eφR)

} 2πk⊥dk⊥
4π2

=

=
m∗

2πℏ2

∞∫
E∥

{
f0(E

′ − eφL)− f0(E
′ − eφR)

}
dE ′.
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Îöåíêà ÷èñëà ìîä, ó÷àñòâóþùèõ â òóííåëèðîâàíèè

Äëÿ ïðåäåëüíî íèçêèõ òåìïåðàòóð ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà áëèçêî ê ñòóïåí÷àòîé ôóíê-

öèè, ïîýòîìó ÷èñëî ìîä, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â òóííåëèðîâàíèè, ðàâíî

N (E∥) =
m∗

2πℏ2

∞∫
E∥

{
f0(E

′ − eφL)− f0(E
′ − eφR)

}
dE ′ ≃

≃ −
m∗

2πℏ2
·


0 ïðè E∥ > µ− |e|φR ;

sgn(φL − φR) ·
(
µ− |e|φR − E∥

)
ïðè µ− |e|φL < E∥ < µ− |e|φR ;

|e| (φL − φR) ïðè E∥ < µ− |e|φL.

Çàâèñèìîñòü N (E∥) èìååò âèä êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè:

0
-1

0

1

µ E

f0(E − eϕL)− f0(E − eϕR) ϕL > 0
ϕR < 0

µ− |e|ϕL µ− |e|ϕR

E‖E‖

0

0

µ− |e|ϕL µ− |e|ϕR

µ E‖

N (E‖) U > 0
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Äëÿ ïðåäåëüíî íèçêèõ òåìïåðàòóð ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà áëèçêî ê ñòóïåí÷àòîé ôóíê-

öèè, ïîýòîìó ÷èñëî ìîä, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â òóííåëèðîâàíèè, ðàâíî

N (E∥) =
m∗

2πℏ2

∞∫
E∥

{
f0(E

′ − eφL)− f0(E
′ − eφR)

}
dE ′ ≃

≃ +
m∗

2πℏ2
·


0 ïðè E∥ > µ− |e|φL;

sgn(φL − φR) ·
(
µ− |e|φL − E∥

)
ïðè µ− |e|φR < E∥ < µ− |e|φL;

|e| (φL − φR) ïðè E∥ < µ− |e|φR .

Çàâèñèìîñòü N (E∥) èìååò âèä êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè:

0
-1

0

1

µ E

f0(E − eϕL)− f0(E − eϕR) ϕL < 0
ϕR > 0

µ− |e|ϕR µ− |e|ϕL

E‖E‖

0

0

µ− |e|ϕR µ− |e|ϕL

µ E‖

N (E‖) U < 0
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Íàãëÿäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: ñå÷åíèå ñôåðû Ôåðìè∗

Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â òóííåëèðîâàíèè, äëÿ ñëó÷àÿ U = φL − φR < 0

E‖
0

0.2

N
·
2π

h̄
2
/m

∗

|e|U/EF = 0.3

0.2

0.1

EF

-5

k‖

k⊥

E = EF − |e|ϕL

q‖

q⊥

E = EF − |e|ϕR

Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ á�îëüøåé ñôåðû Ôåðìè (ïðè óñëîâèè 0 ≤ k∥ ≤ kF )

S1 = π (k2F − k2∥) =
2πm∗

ℏ2

(
ℏ2k2F
2m∗ −

ℏ2k2∥
2m∗

)
=

2πm∗

ℏ2
(
EF + eφL − E∥

)
.

Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ì�åíüøåé ñôåðû Ôåðìè (ïðè óñëîâèè 0 ≤ k∥ ≤ k ′
F )

S2 = π (k ′2
F − k2∥) =

2πm∗

ℏ2

(
EF − eφL + eφR −

ℏ2k2∥
2m∗

)
=

2πm∗

ℏ2
(
EF + eφR − E∥

)
.

Ïëîùàäü êîëüöà S
1
− S

2
äëÿ çàäàííîãî E∥ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé N (E∥) ñ òî÷íîñòüþ äî

÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà 1/(2π)2!
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Íàãëÿäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: ñå÷åíèå ñôåðû Ôåðìè∗
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Ôîðìàëüíûé ïîäõîä è ñîîòíîøåíèå Òöó-Åñàêè

Ïîäñòàâèì ÿâíûé âèä ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ

÷èñëà òóííåëèðóþùèõ ìîä

N (E∥) =
m∗

2πℏ2

∞∫
E∥

{
f0(E

′ − eφL)− f0(E
′ − eφR)

}
dE ′ =

=
m∗

2πℏ2

∞∫
E∥

{
1

1+ exp
[
(E ′ − µ− eφL)/kBΘ

] − 1

1+ exp
[
(E ′ − µ− eφR)/kBΘ

]} dE ′ =

=
m∗

2πℏ2
· kBΘ ·

{
ln
(
1+ e

−(E∥−µ−eφL)/kBΘ
)
− ln

(
1+ e

−(E∥−µ−eφR )/kBΘ
)}

=

=
m∗

2πℏ2
· kBΘ · ln

(
1+ e

−(E∥−µ−eφL)/kBΘ
)

(
1+ e

−(E∥−µ−eφ
R
)/k

B
Θ
) .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ N (E∥) â îáùóþ ôîðìóëó äëÿ òóííåëüíîãî òîêà, ïðèõîäèì ê

ôîðìóëå Òöó-Åñàêè (Tsu-Esaki), êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáûõ òåìïåðàòóðàõ

j =
2e

h

∫
T (E∥) · N (E∥) · dE∥ =

2em∗

(2π)2ℏ3
· kBΘ ·

∞∫
0

T (E∥) ln

(
1+ e

−(E∥−µ−eφL)/kBΘ
)

(
1+ e

−(E∥−µ−eφ
R
)/k

B
Θ
) dE∥.
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Ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè íèçêèõ

òåìïåðàòóðàõ è ìàëûõ íàïðÿæåíèÿõ

Åñëè φL > φR , òî çîííàÿ ñòðóêòóðà ëåâîãî ýëåêòðîäà ñìåùàåòñÿ âíèç îòíîñèòåëüíî çîííîé

äèàãðàììû ïðàâîãî ýëåêòðîäà, ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê ýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ îòðè-

öàòåëüíûì è ïðîèñòåêàåò èç ïðàâîãî ýëåêòðîíà â ëåâûé ýëåêòðîä, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëî-

æèòåëüíîé ïëîòíîñòè òóííåëüíîãî òîêà (e = −|e|). Äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè òîêà íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåòü òðè ýíåðãåòè÷åñêèõ èíòåðâàëà

j ≃ −
2|e|
2πℏ

∫
T (E∥) ·

m∗

2πℏ2
·


0 ïðè E∥ > µ− |e|φR

−(µ+ eφR − E∥) ïðè µ− |e|φL < E∥ < µ− |e|φR

−|e|(φL − φR) ïðè E∥ < µ− |e|φL

 dE∥.

Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè φL = U è φR = 0, òîãäà

j ≃
2|e|
2πℏ

·
m∗

2πℏ2
|e|U

max{µ−|e|U,0}∫
0

T (E∥) dE∥ +
2|e|
2πℏ

·
m∗

2πℏ2

µ∫
max{µ−|e|U,0}

T (E∥) · (µ− E∥) dE∥.

Åñëè φL < φR , òî çîííàÿ ñòðóêòóðà ëåâîãî ýëåêòðîäà ñìåùàåòñÿ ââåðõ îòíîñèòåëüíî çîííîé

äèàãðàììû ïðàâîãî ýëåêòðîäà, ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê ýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíûì è ïðîèñòåêàåò èç ëåâîãî ýëåêòðîäà â ïðàâûé ýëåêòðîä, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòðè-

öàòåëüíîé ïëîòíîñòè òóííåëüíîãî òîêà. Àíàëèç ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî.
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Ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òóííåëüíîãî òîêà, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ñìåùåíèÿ

ëþáîãî çíàêà

j ≃ sign U ×

 |e|2m∗

2π2ℏ3
|U|

max{µ−|eU|,0}∫
0

T (E∥) dE∥+

+
|e|m∗

2π2ℏ3

µ∫
max{µ−|eU|,0}

T (E∥) · (µ− E∥) dE∥

 .

Ïðè |U| → 0 âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Ïðè |eU| ≪ µ ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ âîëüò�àìïåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó I = j · S ≃ G · U (ãäå

S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïåðåõîäà), ïðè ýòîì ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïåðåõîäà

ðàâíà

G ≡
I

U
≃ S ·

|e|2m∗

2π2ℏ3

µ∫
0

T (E∥) dE∥,

Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ïðîçðà÷íîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà è

ïîëó÷èì

T (E∥) =
16 k

1
κ2 k

3

(k2
1
+ κ2)(κ2 + k2

3
)
e−2κw =⇒ G ≃ S ·

e2

4π2ℏ
T (µ)

κ(µ)
w

,
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Õîëîäíàÿ ïîëåâàÿ ýìèññèÿ

Õîëîäíàÿ ýëåêòðîííàÿ ýìèññèÿ (cold electron emission), àâòîýëåêòðîííàÿ ýìèññèÿ (autoelectronic

emission) èëè ïîëåâàÿ ýìèññèÿ (�eld emission) åñòü ïðîöåññ ýìèññèè ðàâíîâåñíûõ ýëåêòðîíîâ

èç òâ¼ðäîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â îòëè÷èå îò òåðìîýëåêòðîííîé ýìèñ-

ñèè, ïðîòåêàþùåé ïðè ïîâûøåííîé òåìïåðàòóðå. Ðåæèì õîëîäíîé ïîëåâîé ýìèññèè ÿâëÿåòñÿ

ïî ñóòè òóííåëèðîâàíèåì ýëåêòðîíîâ â äîñòàòî÷íî ñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè φL = U > 0 è φR = 0.

Òðàïåöåâèäíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

V (z) = −|e|U + µ+W
0
+ |e|U z/w äëÿ 0 ≤ z ≤ w .

Ïðè óñëîâèè |eU| > µ+W
0
áàðüåð ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé.

Âûðàæåíèå äëÿ òóííåëüíîãî òîêà ïðè áîëüøèõ

íàïðÿæåíèÿõ (ôîðìóëà Ôàóëåðà-Íîðäõåéìà)

j ≃ sign U ×
|e|m∗

2π2ℏ3

µ∫
0

T (E∥)
(
µ− E∥

)
dE∥ ≃

sign U ×
|e|

16π2ℏW
0

|eU|2

w2
exp

(
−
4

3

√
2m∗ w

ℏ|eU|
W

3/2
0

)
.

fL(E)

µ − |e|ϕL

fR(E)

µ − |e|ϕR

ϕL > 0 ϕR < 0
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Ðåçîíàíñíî-òóííåëüíûé äèîä: E0 > µ
Ðàññìîòðèì äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó ñ îäíèì êâàçèñòàöèîíàðíûì óðîâíåì ñ ýíåðãèåé E

0
:

No current

0 0 0

µ µ
E0

Appearance of current

0 −|e|V/2 −|e|V

µ

µ − |e|V
E ′

0

Increase of current

0

−|e|V/2

µ

µ − |e|V

E ′
0

No current

0

−|e|V/2

µ

µ − |e|V

E ′
0

E ′
0 = E0 − |e|V/2

Óñëîâèÿ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ òîêà: E
0
− |e|U/2 < µ è E

0
− |e|U/2 < 0.
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Âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà:

êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ

k||

k⊥

2 |E0 − µ| 2E |eU |

|I|

Óñëîâèå ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ

E∥ =
ℏ2k2∥
2m∗ = E0 −

|e|U
2

=⇒ k∥ =

√
2m∗ (E

0
− |e|U/2)

ℏ

Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ðàäèóñà k =
√

k2F − k2∥ îïðåäåëÿåò ÷èñëî ðåçîíàíñíûõ ýëåêòðîíîâ

S = πk2 = π
2m∗

ℏ

(
µ− E0 +

|e|U
2

)
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Ðåçîíàíñíî-òóííåëüíûé äèîä: E0 < µ

No current

0 0 0

µ µ
E0

Appearance of current

0 −|e|V/2 −|e|V

µ

µ − |e|V
E ′

0

Increase of current

0

−|e|V/2

µ

µ − |e|V

E ′
0

No current

0

−|e|V/2

µ

µ − |e|V

E ′
0

Óñëîâèÿ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ òîêà: E
0
− |e|U/2 > µ− |e|U è E

0
− |e|U/2 < 0.
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Âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
Ñïåêòð ðàçðåø¼ííûõ ñîñòîÿíèé äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà E = ℏ2k2⊥/2m∗ + En, ãäå k⊥
� âîëíîâîé âåêòîð ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè ñëîÿ, En � ýíåðãèÿ óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ.

Äîïóñòèì, ÷òî â ñèñòåìå åñòü ëèøü îäèí óðîâåíü ñ ýíåðãèåé E
0
.

Òóííåëüíûé òîê â òàêîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå Òöó�Åñàêè

j ≃
2e

2πℏ

∞∫
max{e(φ

R
−φ

L
),0}

T (E∥) ·
m∗

2πℏ2
· kBΘ · ln

{
1+ e

−(E∥−µ−eφL)/kBΘ

1+ e
−(E∥−µ−eφ

R
]/k

B
Θ

}
dE∥ =

=
em∗

2π2ℏ3

µ∫
0

T (E∥) · (µ− E∥) dE∥.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì φL = 0 è φR = U. Ïðîçðà÷íîñòü êâàíòîâîé ñèñòåìû èç

äâóõ ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ ðàâíà

T (E∥) ≃ Tmax ·
Γ2[

E∥ − (E
0
+ e(φL + φR)/2)

]
2

+ Γ2
= Tmax ·

Γ2[
E∥ − (E

0
− |e|U/2)

]
2

+ Γ2
,

ãäå Γ = ℏ/τ � øèðèíà ëèíèè ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ, τ � âðåìÿ æèçíè êâàçèñòàöèîíàðíîãî
ñîñòîÿíèÿ.

Åñëè ℏ/τ → 0 è Tmax → 1, òî ëîðåíöåâûé êîíòóð ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíûì ïðÿìî-

óãîëüíèêîì åäèíè÷íîé âûñîòû è øèðèíû 2ℏ/τ è îöåíèòü èíòåãðàë â ôîðìóëå Òöó-Åñàêè ïî

òåîðåìå î ñðåäíåì.
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Âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äëÿ äâóõ îäèíàêîâûõ áàðüåðîâ ïðåäåëüíî ìàëîé ïðîçðà÷íî-

ñòè (Γ → 0)

j ≃
2em∗

(2π)2ℏ3
2ℏ
τ

{
µ−

(
E0 −

|e|U
2

)}
≃ −

e2m∗

2π2ℏ2τ0

{
U −

2(E
0
− µ)

|e|

}
.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

j =
em∗

2π2ℏ2τ

{(
µ− E0 −

eU

2

) (
arctg

(µ− E0 − eU/2)

ℏ/τ
+ arctg

(E
0
+ eU/2)

ℏ/τ0

)
−

−
ℏ
2τ

ln
(µ− E0 − eU/2)2 + ℏ2/τ2

(E
0
+ eU/2)2 + ℏ2/τ2

}
.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
|e|V/µ

0

1

2

3

j/
j 0

E0/µ = 1.2 h̄/(µτ) = 0.001

0.02

0.1

Äåìèõîâñêèé, Âóãàëüòåð, Ôèçèêà êâàíòîâûõ íèçêîðàçìåðíûõ ñòðóêòóð, Ìîñêâà, Ëîãîñ (2000).
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Ýêñïåðèìåíò: ðåçîíàíñíîå òóííåëèðîâàíèå â

ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ

Sollner, Goodhue, Tannenwald, Parker and Peck, Appl. Phys. Lett., vol. 43, 588-590 (1983)
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Òóííåëüíàÿ èíòåðôåðîìåòðèÿ

äëÿ òîíêèõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïë¼íîê Pb(111)

ϕt = 0

ϕs = V

STM
tip

substrate

substrate

Pb film

tip

EF

EF

E

z

ē

Quantum-well
states

Ñïåêòð óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ En ≃ E0 +
ℏ2k2n
2m∗ ≃ EF + ℏvF ·

(πn
D

− kF

)
.

Äëÿ òåððàñ ñ òîëùèíàìè D
1
= N dML è D

2
= (N + 2) dML èìååì

E
(N)
n ≃ EF +

πℏvF
N dML

·
(
n − 2N

dML

λF

)
, E

(N+2)
n+3 ≃ EF +

πℏvF
(N + 2) dML

·
(
(n + 3)− 2(N + 2)

dML

λF

)

Åñëè λF : dML = 4 : 3 è N ≫ 1, òî E
(N)
n ≃ E

(N+2)
n+3 .
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Óñòàâùèêîâ, Ïóòèëîâ, Àëàäûøêèí, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ, ò. 106, 476-482 (2017).
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Êâàíòîâî-ðàçìåðíûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïë¼íîê Pb(111)∗
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dWL + N dML
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)
,

Ëèíèè çàäàííîãî p = 2n − 3N
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·
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Óñòàâùèêîâ, Ïóòèëîâ, Àëàäûøêèí, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ, ò. 106, 476-482 (2017).
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Ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ â ïîòåíöèàëå èçîáðàæåíèÿ è

â ëèíåéíî ðàñòóùåì ïîòåíöèàëå

Image-potential states. Stark-shifted image-potential states

Binnig, Frank, Fuchs, Garcia, Reihl, Rohrer, Salvan, and Williams, Phys. Rev. Lett., vol. 55, 991-994 (1985).
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Óðîâíè ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðîíà â

òðåóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

z
0 h

U(z)

EF

EF +Ws

EF

EF +Wt

Ueff(z)

EF − |e|V

EF +Ws − |e|V

EF

EF +Wt

Òðåóãîëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà ñ ìàëîïðîçðà÷íîé ñòåíêîé ïðè z = 0

Ueff (z) =

{
∞ for z < 0,

U∗ + F∗ · z for z ≥ 0;

ãäå EF � õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ýëåêòðîäîâ ñ ó÷¼òîì êîíòàêòíîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ,

U∗ = EF+Ws−|e|V � ïîëîæåíèå äíà ÿìû, F∗ = (|e|V+Wt−Ws)/h � ãðàäèåíò ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè.
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Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ èìïóëüñà p(z) =
√
2m0 (E − Ueff (z)) â ôîðìóëó êâàíòîâàíèÿ

Áîðà�Çîììåðôåëüäà

1

πℏ

b∫
a

p(z) dz = m + γ, ãäå m = 0, 1, . . . è γ =
3

4
,

a = 0 è b = (E − U∗)/F∗ � êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà, m
0
� ìàññà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà.

Ñïåêòð ñîñòîÿíèé â òðåóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

Em = EF +Ws − |e|V +

{
3

2

πℏ
√
2m0

F∗
n ·
(
m +

3

4

)}
2/3

, m = 0, 1, . . .

Ïðîöåññ ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ íà÷èíàåòñÿ ïðè óñëîâèè Em ≃ EF , òîãäà

|e|Vn ≃ Ws +

(
3

2

πℏ
√
2m0

)
2/3

F
∗ 2/3
n

(
n −

1

4

)
2/3

, n = 1, 2, . . . .

Îöåíêà ïîëîæåíèé âûñøèõ ýìèññèîííûõ ðåçîíàíñîâ (n ≫ 1)

|e|Vn ≃ Ws +

(
3

2

πℏ
√
2m0

)
2/3

F
∗ 2/3
n n2/3.

Kolesnychenko, Kolesnichenko, Shklyarevskii, van Kempen, Physica B, v. 291, 246-255 (2000).

Aladyshkin, Journ. Physics: Condens. Matter, v. 32, 435001 (2020).
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Îöåíêà ëîêàëüíîé ðàáîòû âûõîäà äëÿ ïë¼íîê Pb(111)

Îöåíêà ïîëîæåíèé âûñøèõ ýìèññèîííûõ ðåçîíàíñîâ (n ≫ 1)

|e|Vn ≃ Ws +

(
3

2

πℏ
√
2m0

)
2/3

F
∗ 2/3
n n2/3.

0 2 4 6 8
|e|V , eV

4.5

5

5.5

6

d
I
/
d
V
,
a.
u
.

I

II

n = 1

n = 2

0 1 2 3 4 5
n2/3

2

4

6

8

10

|e
|V

n
=

E
n
−
E

F

Ws

I

II

Aladyshkin, Journ. Physics: Condens. Matter, v. 32, 435001 (2020).
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Ëåêöèÿ 8

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ è ñïåêòðîñêîïèÿ

Òóííåëèðîâàíèå è ìåòîä Áàðäèíà.
Çàäà÷à Òåðñîôôà è Õàìàííà
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Òóííåëüíûé ýôôåêò â ôèçèêå òâ¼ðäîãî òåëà

Çîííàÿ ñòðóêòóðà äâóõ ìåòàëëîâ è êîíòàêòíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ

E

E
(s)
F

E
(s)
F +Ws

E
(t)
F

E
(t)
F +Wt

(a)

V (z)

EF = E
(s)
F − |e|ϕ∗

s

E
(s)
F +Ws − |e|ϕ∗

s

EF = E
(t)
F − |e|ϕ∗

t

E
(t)
F +Wt − |e|ϕ∗

t

(b)

Çîííàÿ ñòðóêòóðà è âîçíèêíîâåíèå òóííåëüíîãî òîêà:

I = const · U · exp

−
2

ℏ

b∫
a

|p(z)|dz


U > 0

EF

EF + |e|U

(a)

ē
ē

U < 0

EF
EF + |e|U

(b)
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ: îáùàÿ ñõåìà
Scanning tunneling microscopy (STM)

Èçîáðåòåíèå: Binnig & Rohrer (1981), Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå (1986)

Ðèñóíêè âçÿòû èç ìîíîãðàôèè Springer Handbook of Nanotechnology (Ed. B. Bhushan), part C (2010)

Îñíîâíûå ðåæèìû ðàáîòû:

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ @ h = const

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ @ I = const

Òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ â çàäàííîé òî÷êå

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 8 23 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 3 / 54



Âçàèìîäåéñòâèå ÷åðåç áàðüåð?

¾Ñîòâîðåíèå Àäàìà¿ (èòàë. La creazione di Adamo) � ôðåñêà Ìèêåëàíäæåëî, íàïèñàííàÿ îêîëî 1511

ãîäà (Ñèêñòèíñêàÿ êàïåëëà, Âàòèêàí).
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ
â ðåæèìå çàäàííîãî òîêà

Fast scanning direction
ForwardBackward

S
lo
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nn

in
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di
re

ct
io

n

 z=f(x) @ y=const, V=const

 I=f(x) @ y=const, V=const
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Ïåðâûé óñïåõ: ðàñøèôðîâêà ðåêîíñòðóêöèè Si(111)7×7

Binnig, Rohrer, Gerber, Weibel, Phys. Rev. Lett., vol. 50, 120�123 (1983)

Îóðà, Ëèôøèö, Ñàðàíèí, Çîòîâ, Êàòàÿìà,
Ââåäåíèå â ôèçèêó ïîâåðõíîñòè. Ìîñêâà: Íàóêà (2005)
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Òî÷å÷íàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
Single-point tunneling spectroscopy

Êàê ïðàâèëî, èçìåðåíèÿ ñòàòè÷åñêîé ëîêàëüíîé âîëüò-àìïåðíîé (I −V ) õàðàêòåðèñòèêè ïðî-
âîäÿò ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè èãëû îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè îáðàçöà.

V

I

V

d
I
/
d
V

Ìîäóëÿöèîííàÿ ìåòîäèêà: V (t) = V0 + V1 · cos ωt =⇒ I (t) = I0 + I1 · cos (ωt + γ)

I1 ≃ V1 ·
(

dI

dV

)
V0

Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé òóííåëüíîãî òîêà îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ ìîæåò áûòü
èññëåäîâàíà ïàðàëëåëüíî ñ èçìåðåíèåì âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè ñ ïîìîùüþ ñèíõðîí-
íîãî äåòåêòîðà (lock-in ampli�er) íà ÷àñòîòàõ îò 100 Ãö äî 10 êÃö.
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ (íà ñåòêå)

Scanning tunneling spectroscopy (grid spectroscopy)

Êàê ïðàâèëî, èçìåðåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â çàïèñè ñåðèè ñòàòè÷åñêèõ ëîêàëüíûõ âîëüò-àìïåðíûõ
(I − V ) õàðàêòåðèñòèê ïðè ïåðåìåííîì ïîëîæåíèè èãëû â òî÷êàõ xi , yj è íîìèíàëüíî íåèç-
ìåííîé âûñîòå èãëû íàä ïîâåðõíîñòüþ.

Ðåçóëüòàò èçìåðåíèé: ìàññèâû I = f (V , xn, ym) è/èëè dI/dV = f (V , xn, ym).

Fast scanning direction
Forward
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 z=f(x) @  y=const, V=const

For all points of the grid @ x,y,z =const
 I=f(V)  dI/dV=f(V) 
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
â ìîäóëÿöèîííîì ðåæèìå
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
â ìîäóëÿöèîííîì ðåæèìå

Êàê ïðàâèëî, èçìåðåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â çàïèñè ðåàëèçàöèé z = f (x) è dI/dV = f (x) ïðè
äâèæåíèè èãëû âäîëü íàïðàâëåíèÿ áûñòðîãî ñêàíèðîâàíèÿ ïðè çàäàííîì íàïðÿæåíèè è ñðåä-
íåì òîêå.

Ðåçóëüòàò èçìåðåíèé: ìàññèâû z = f (x , y ,V0) è dI/dV = f (x , y ,V0).

Fast scanning direction
ForwardBackward
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 z=f(x) @ y=const, V=const

 dI/dV=f(x) @ y=const, V=const

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 8 23 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 10 / 54



Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
â ìîäóëÿöèîííîì ðåæèìå

Ìåòîä ïîçâîëÿåò âèçóàëèçèðîâàòü ñêðûòûå ñòóïåíè ìîíàòîìíîé âûñîòû â ïîäëîæêå, èíîðîä-
íûå âêëþ÷åíèÿ è ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè ñ ìåõàíè÷åñêèìè íàïðÿæåíèÿìè è íåêâàíòîâàííûì
èçìåíåíèåì âûñîòû

(a) (b)

Óñòàâùèêîâ, Ïóòèëîâ, Àëàäûøêèí, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ, ò. 106, 476-482 (2017).

Ïóòèëîâ, Óñòàâùèêîâ, Àëàäûøêèí, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ, ò. 109, 789-796 (2019).

Aladyshkin et al., J. Phys. Chem. C, v. 125, 26814-26822 (2021).
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Ïðîáëåìà èíòåðïðåòàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ,
ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì òóííåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè

Ïðîáëåìà 1:

Ïðîñòåéøàÿ òåîðèÿ ðàññìàòðèâàåò òóííåëèðîâàíèå ÷åðåç îäíîìåðíûé áàðüåð. Ðåàëüíûå ñè-
ñòåìû âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè è îáëàäàþò ñëîæíîé ãåîìåòðèåé. Êàê îáîáùèòü òåî-
ðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé, ìàêñèìàëüíî áëèçêèé ê ðåàëüíîé ãåîìåòðèè?

Ïðîáëåìà 2:

Ýêñïåðèìåíò: I (V , x , y) èëè dI/dV (V , x , y)

Òåîðèÿ: ýëåêòðîííûé ñïåêòð: E(k) è ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé: ρ(E) = dN/dE

Êàê ñâÿçàòü ýòè õàðàêòåðèñòèêè?
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Çàäà÷à Áàðäèíà î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ÷åðåç
òóííåëüíûé áàðüåð ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè
Bardeen, Phys. Rev. Lett., vol. 6, 57 (1961).

(a) V (z)

zB
(b)

ψs(z)

zB
(c)

ψt(z)

zB
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¾Çîëîòîå¿ ïðàâèëî Ôåðìè è ñêîðîñòü êâàíòîâûõ
ïåðåõîäîâ

Ñêîðîñòü êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ (øò/ñåê) ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â åäèíè÷-
íîì èíòåðâàëå ýíåðãèé

Γi→f =
2π

ℏ
|Ti→f |

2 δ
(
Ei − Ef

)
,

ãäå i = initial, f = �nal.

Ñêîðîñòü êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ â ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå
ýíåðãèé

Γi→f =
2π

ℏ
|Ti→f |

2 ρ
(
Ef

)
,

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà îïåðàòîðà T̂ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè ïî îïðåäå-
ëåíèþ

Tn,m =

∫
Ψ∗

n (r , t) T̂ Ψm(r , t) dr = e−i(En−Em)t/ℏ ·
∫
ψ∗
m(r) T̂ ψn(r) dr .

Âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü îïåðàòîð òóííåëüíîãî ïåðåõîäà èëè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò òàêîãî îïå-
ðàòîðà, ÷òîáû ìîæíî áûëî âû÷èñëÿòü òóííåëüíûé òîê

I = e
∑
i,f

Γi→f

ñ ïîìîùüþ ¾çîëîòîãî¿ ïðàâèëà Ôåðìè?

https://ru.wikipedia.org/wiki/Çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè
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Çàäà÷à Áàðäèíà: ðåøåíèå

Bardeen, Phys. Rev. Lett., vol. 6, 57 (1961).

Ðàçäåëèì ñèñòåìó íà äâå ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèå ïîäñèñòåìû äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ýëåê-
òðîííûõ ðåçåðâóàðîâ. Â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà âîë-
íîâûå ôóíêöèè ψL,n(r) è ψR,m(r) íå ïåðåêðûâàþòñÿ è îáðàçóþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ, êîòîðûé îïèñûâàåò ëîêàëèçàöèþ ýëåêòðîíà â ëåâîì è ïðàâîì ýëåêòðîäàõ.

z1 z2 z

U(z)

ψL ψR

exact solution exact solution

Ïóñòü Ĥ � òî÷íûé ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è. Ââåäåì ïðèáëèæåííûå âîëíîâûõ ôóíêöèè

ψL,n =

{
ĤψL,n = EL,nψL,n ïðè z ≤ z2;

const · e−κ2z ïðè z > z2,
è ψR,n =

{
const · e+κ2z ïðè z ≤ z1;

ĤψR,n = ER,nψR,n ïðè z > z1.
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Ïóñòü ýëåêòðîí â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â ëåâîì ýëåêòðîäå â ñîñòîÿíèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåì îäíîé èç íîðìèðîâàííûõ ñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ψL,n(z). Âû÷èñëèì
âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ýëåêòðîíà â äðóãîå ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå îäíîé èç íîðìèðîâàííûõ
âîëíîâûõ ôóíêöèé ôóíêöèåé ψR,m(z) ñ áëèçêîé ñîáñòâåííîé ýíåðãèåé. Áóäåì èñêàòü ðåøå-
íèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåâîçìóù¼ííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé

Ψ(z, t) = cn(t)ψL,n(z) e
−iEnt/ℏ +

∑
m′

dm′ (t)ψR,m′ (z) e
−iE

m′ t/ℏ,

ãäå En è Em � ýíåðãèè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé.

Ïîäñòàâèì Ψ(z, t) â íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà iℏ ∂Ψ/∂t = ĤΨ è ïîëó÷èì

iℏ ċn(t)ψL,n(z) e
−iEnt/ℏ +

∑
m′

iℏ ḋm′ (t)ψR,m′ (z) e
−iE

m′ t/ℏ =

= cn(t) e
−iEnt/ℏ (Ĥ − En)ψL,n(z) +

∑
m′

dm′ (t) e
−iEmt/ℏ (Ĥ − Em′ )ψR,m′ (z) (∗),

ãäå ċn(t) ≡ dcn/dt.

V (z)En(z) Em(z)
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Óìíîæèì óðàâíåíèå (*) íà ψ∗
R,m(z) ñëåâà, ïðîèíòåãðèðóåì è ïîëó÷èì

iℏ ċn(t)
〈
ψ∗
R,m(z)

∣∣ψL,n(z)
〉
e−iEnt/ℏ +

∑
m′

iℏ ḋm′ (t)
〈
ψ∗
R,m(z)

∣∣ψR,m′ (z)
〉
e−iE

m′ t/ℏ =

cn(t) e
−iEnt/ℏ

〈
ψ∗
R,m(z)

∣∣(Ĥ − En)ψL,n(z)
〉
+
∑
m′

dm′ (t) e
−iE

m′ t/ℏ 〈ψ∗
R,m(z)

∣∣(Ĥ − Em′ )ψR,m′ (z)
〉
.

Âûðàæåíèå
TL→R =

〈
ψ∗
R,m(z)

∣∣(Ĥ − En)ψL,n(z)
〉

ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ
ψL,n(z) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷àñòèöå â ëåâîì ðåçåðâóàðå, â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, îïè-
ñûâàåìîå ôóíêöèåé ψR,m(z) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷àñòèöå â ïðàâîì ðåçåðâóàðå.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýëåêòðîííûìè
ñîñòîÿíèÿìè â ïðàâîì ðåçåðâóàðå è ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì è ìîæåò áûòü îïóùåíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè.

Äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé èìååì

iℏ ċn(t)
〈
ψ∗
R,m(z)

∣∣ψL,n(z)
〉
e−iEnt/ℏ +

∑
m′

iℏ ḋm′ (t) δm,m′ e
−iE

m′ t/ℏ ≃ cn(t) e
−iEnt/ℏ TL→R

èëè

iℏ ċn(t)
〈
ψ∗
R,m(z)

∣∣ψL,n(z)
〉
e−iEnt/ℏ + iℏ ḋm(t) e−iEmt/ℏ ≃ cn(t) e

−iEnt/ℏ TL→R .
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíûé ýòàï ðàñïàäà ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðîãî â ìîìåíò t = 0
ýëåêòðîí áûë ëîêàëèçîâàí â ëåâîì ýëåêòðîäå, ïîýòîìó cn(0) = 1 è d

m′ (0) = 0.

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè d |Ψ(z, t)|2/dt = 0 ñëåäóåò, ÷òî

c∗n (t)
d

dt
cn(t) + cn(t)

d

dt
c∗n (t) +

∑
m′

{
d∗
m′ (t)

d

dt
dm′ (t) + dm′ (t)

d

dt
d∗
m′ (t)

}
= 0

è òîãäà ċn(0) ≃ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðèáëèæåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþ-
öèè êâàíòîâîé ñèñòåìû íà íà÷àëüíîì ýòàïå

iℏ ḋm ≃ e−i(En−Em)t/ℏ · TL→R .

Ñðàâíèòå ñ ôîðìóëàìè íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé:

Ëàíäàó, Ëèôøèö, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ. Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò (2008)
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Ñèììåòðèçàöèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò òóííåëüíîãî ïåðåõîäà â çàäà÷å Áàðäèíà

TL→R = ⟨ψ∗
R,m(z)|(Ĥ − En)ψL,n(z)⟩ =

∞∫
−∞

ψ∗
R,m(z) (Ĥ − En)ψL,n(z) dz.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ψL,n(z) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ĤψL,n(z) = EL,nψL,n(z)
ïðè z ≤ z2, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â îòëè÷íî îò íóëÿ äëÿ z > z2 è ðàâíî íóëþ äëÿ
z ≤ z2. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îãðàíè÷èòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì zB
âíóòðè áàðüåðà (z1 ≤ zB ≤ z2)

TL→R(t) =

∞∫
z
B

ψ∗
R,m(z) (Ĥ − En)ψL,n(z) dz

Äîáàâèì ê ýòîìó âûðàæåíèþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ íóëþ ïðè z > zB , íàïðèìåð

∞∫
z
B

ψL,n(z) (Ĥ − Em)ψ
∗
R,m(z) dz = 0.

Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ñèììåòðèçîâàòü âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà

TL→R =

∞∫
z
B

{
ψ∗
R,m(z) (Ĥ − En)ψL,n(z)− ψL,n(z) (Ĥ − Em)ψ

∗
R,m(z)

}
dz.
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Äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçóåì ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = −ℏ2/2m∗ d2/dz2 + U(z), òîãäà

TL→R = −
ℏ2

2m∗

∞∫
z
B

{
ψ∗
R,m

d2

dz2
ψL,n − ψL,n

d2

dz2
ψ∗
R,m

}
dz+

+

∞∫
z
B

{
ψ∗
R,m (U(z)− En)ψL,n − ψL,n (U(z)− Em)ψ

∗
R,m

}
dz.

Eñëè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (En = Em), òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì íóëþ.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

TL→R = −
ℏ2

2m∗ ψ
∗
R,m

d

dz
ψL,n

∣∣∣∣∞
z
B

+
ℏ2

2m∗

∞∫
x
B

dψ∗
R,m

dz

dψL,n

dz
dz +

ℏ2

2m∗ ψL,n

d

dz
ψ∗
R,m

∣∣∣∣∞
z
B

−

−
ℏ2

2m∗

∞∫
z
B

dψL,n

dz

dψ∗
R,m

dz
dz = −

ℏ2

2m∗

{
ψL,n

d

dz
ψ∗
R,m − ψ∗

R,m

d

dz
ψL,n

}
z=z

B

.
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Ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò:

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïîòîêîâ âåðîÿòíîñòè ÷åðåç òóííåëüíûé áàðüåð

TL→R = −
ℏ2

2m∗

{
ψL,n

d

dz
ψ∗
R,m − ψ∗

R,m

d

dz
ψL,n

}
z=z

B

TR→L = −
ℏ2

2m∗

{
ψR,m

d

dz
ψ∗
L,n − ψ∗

L,n

d

dz
ψR,m

}
z=z

B

,

ãäå zB � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè áàðüåðà.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ íàïîìèíàþò âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè â êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà)

Π =
iℏ
2m∗

{
ψ

dψ∗

dz
− ψ∗ dψ

dz

}
.

Îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé:

TL→R = −
ℏ2

2m∗

∫∫
S

{
ψL,n∇ψ

∗
R,m − ψ∗

R,m∇ψL,n

}
n

· dS,

ãäå S � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü âíóòðè áàðüåðà, n �
âåêòîð íîðìàëè.
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Ïðèìåð: êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî
ìàëîïðîçðà÷íîãî áàðüåðà∗

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ÷åðåç îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

U(z) =


U1 ïðè z < z1,

U2 ïðè z1 < z < z2,

U3 ïðè z > z2

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òóííåëèðîâàíèå ïðîèñõîäèò èç îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà ðàçìåðà L∥ â îä-

íîìåðíûé êðèñòàëë ðàçìåðà R∥, ïîñêîëüêó ïàðàëëåëüíûå êîìïîíåíòû èìïóëüñà ñîõðàíÿþòñÿ

è â òóííåëèðîâàíèè ôàêòè÷åñêè íå ó÷àñòâóþò.

z1 z2 z

UL(z)

U1

U2

1 2 3

z1 z2 z

UR(z)U2

U3

1 2 3
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó î íîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ ÷àñòèö â ëåâîì
ýëåêòðîäå, äëÿ ýòîãî ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð äëÿ ýëåêòðîíîâ

UL(z) =

{
U1 ïðè z < z1,

U2 ïðè z > z1,

Â òàêîì ïîòåíöèàëå íîðìèðîâàííûå íà îáú¼ì ñîñòîÿíèÿ (|a1|2 = L−1
∥ ) ðàññåÿíèÿ èìåþò

ñëåäóþùèé âèä

ψL,E (z) =

{
a1 e

ik1z + b1 e
−ik1z ïðè z < z1,

a2 e
−κ2z ïðè z > z1,

ïîýòîìó àìïëèòóäà ïðîøåäøåé âîëíû ðàâíà

a2 = a1
2k1

(k1 + iκ2)
e ik1z1+κ2z1 ,

ãäå k1 =
√
2m∗(E∥ − U1)/ℏ, k2 = iκ2, κ2 =

√
2m∗(U2 − E∥)/ℏ. Òàêèì îáðàçîì, ïàäåíèå

âîëíû ñ àìïëèòóäîé a1 íà ñêà÷îê ïîòåíöèàëà ïîðîæäàåò â çàáàðüåðíîé îáëàñòè (z > z1)
íåîäíîðîäíóþ ïëîñêóþ âîëíó âèäà

ψ2L(z) = a1
2k1

(k1 + iκ2)
e ik1z1+κ2z1 e−κ2z .
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàññåÿíèè ÷àñòèöû èç ïðàâîãî ýëåêòðîäà íà âñïî-
ìîãàòåëüíîì ïîòåíöèàëå âèäà

UR(z) =

{
U2 ïðè z < z2,

U3 ïðè z > z2,

Â òàêîì ïîòåíöèàëå íîðìèðîâàííûå íà îáú¼ì ñîñòîÿíèÿ ðàññåÿíèÿ (|b1|2 = R−1
∥ ) èìåþò âèä

ψR(z) =

{
b2 e

κ2z ïðè z < z2,

b3 e
−ik3z + a3 e

ik3z ïðè z > z2,

ïîýòîìó àìïëèòóäà ïðîøåäøåé âîëíû ðàâíà

b2 = b3
2k3

(iκ2 + k3)
e−ik3z2−κ2z2 .

ãäå k3 =
√
2m∗(E∥ − U3)/ℏ. Èíûìè ñëîâàìè, ïàäåíèå ÷àñòèöû íà ñêà÷îê ïîòåíöèàëà ñïðàâà

ïîðîæäàåò â çàáàðüåðíîé îáëàñòè (z < z2) íåîäíîðîäíóþ ïëîñêóþ âîëíó âèäà

ψ2R = b3
2k3

(iκ2 + k3)
e−ik3z2−κ2z2 eκ2z .
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Çíàÿ íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ψ2L(z) è ψ2R(z) âíóòðè áàðüåðà, ìû ìîæåì íàéòè
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà

TL→R = −
ℏ2

2m∗

{
ψ2L

d

dz
ψ∗
2R − ψ∗

2R

d

dz
ψ2L

}
z=z

B

=

= −
ℏ2

m∗ a1b
∗
3

4k1κ2k3
(k1 + iκ2)(−iκ2 + k3)

e ik1z1+ik3z2−κ2(z2−z1)

èëè êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà

|TL→R |
2 =

(
ℏ2

m∗

)2
|a1|2|b3|2 k1k3 ·

16k1κ22k3
(k21 + κ22)(κ22 + k23 )

e−2κ2(z2−z1) ≃

≃ ℏ2
(
ℏk1
m∗ |a1|2

) (
ℏk3
m∗ |b3|2

)
· T (E∥),

ãäå T (E∥) åñòü êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ îäèíî÷íîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ìàëîïðîçðà÷íîãî áà-
ðüåðà.

Ñêîðîñòü êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ Γ èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ëåâîì ýëåêòðîäå â ðÿä ñîñòîÿíèé â
ïðàâîì ýëåêòðîäå ñ ýíåðãèåé E∥, ðàñïðåäåë¼ííûõ ñ ïëîòíîñòüþ ρ(E∥), ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà

ïî ôîðìóëå

ΓL→R =
2π

ℏ
|TL→R |

2 ρ(E∥).
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Îöåíèì ÷èñëî ðàçðåøåííûõ ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå áåç ó÷¼òà ñïèíîâîãî âûðîæ-
äåíèÿ

N =
2kmax

2π/R∥
= 2

√
2m∗(E∥ − U3)

2πℏ
R∥,

ïîýòîìó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé áåç íîðìèðîâêè íà äëèíó êðèñòàëëà ðàâíà

ρ(E∥) =
dN

dE∥
R∥

√
2m∗

πℏ
1

2

1√
E∥ − U3

= R∥ ·
m∗

πℏ
1

ℏk3
.

Ó÷ò¼ì, ÷òî â òóííåëèðîâàíèè ó÷àñòâóþò ýëåêòðîíû, äëÿ êîòîðûõ kz > 0, à òàêèõ ÷àñòèö âäâîå
ìåíüøå, ÷åì ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ñ çàäàííîé ýíåðãèåé, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ïåðåõîäîâ
ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè |b3|2 = R−1

∥ ðàâíà

ΓL→R =
1

2
·
2π

ℏ
|TL→R |

2 ρ(E∥) =
1

2
·
2π

ℏ
· ℏ2

(
ℏk1
m∗ |a1|2

) (
ℏk3
m∗ |b3|2

)
T (E∥) ·

m∗

πℏ

R∥

ℏk3

èëè
ΓL→R(

ℏk1 |a1|2/m∗
) ≃ T (E∥) =

16k1κ22k3
(k21 + κ22)(κ22 + k23 )

e−2κ2(z2−z1) q. e. d.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåõîäîâ ΓL→R , íîðìèðîâàííàÿ íà ïëîòíîñòü
ïîòîê íàëåòàþùèõ ÷àñòèö ℏk1 |a1|2/m∗ = v1|a1|2, äîëæíà ñîâïàäàòü ñ êîýôôèöèåíòîì ïðî-
õîæäåíèÿ ÷åðåç áàðüåð è îíà â ñàìîì äåëå ðàâíà T (E∥) ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòîâ.
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Çàäà÷à Òåðñîôôà�Õàìàííà

Terso� and Hamann, Phys. Rev. Lett. vol. 50, 1998 (1983)

Îáñóäèì îñîáåííîñòè òóííåëüíîé ïðîâîäèìîñòè êîíòàêòà, îáðàçîâàííîãî ìåòàëëè÷åñêèì ïî-
ëóïðîñòðàíñòâîì (z < 0) è ìåòàëëè÷åñêîé èãëîé, ôîðìà îñòðèÿ êîòîðîé ìîæåò áûòü ïðè-
áëèæåííî îïèñàíà ïîëóñôåðîé ðàäèóñà R.

STM tip

sample

R0

(a)

ϕt = −U

sample

R0

r0

(b)

ϕt = −U

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ðàâåíñòâî ðàáîò âûõîäà è õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ

äëÿ ýëåêòðîíîâ îáðàçöà (sample) è èãëû (tip): E
(s)
F = E

(t)
F = EF è Ws = Wt = W .

Ïóñòü Ts→t åñòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà ýëåêòðîíà èç ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìîãî âîë-
íîâîé ôóíêöèåé ψs è ýíåðãèåé Es â îáðàçöå, â ñîñòîÿíèå ψt è ýíåðãèåé Et â èãëå.
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Òóííåëüíûé òîê: ïðåäåë íèçêèõ òåìïåðàòóð (kΘ ≪ EF)

Cêîðîñòü ïåðåõîäîâ ìåæäó äèñêðåòíûìè óðîâíÿìè ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëå

Γs→t =
2π

ℏ
|Ts→t |2 δ(Es − Et).

Òóííåëüíûé òîê, îáóñëîâëåííûé êâàíòîâûìè ïåðåõîäàìè ìåæäó âñåìè âîçìîæíûìè ñîñòî-
ÿíèÿìè ýëåêòðîíîâ îáðàçöà è èãëû ñ ó÷¼òîì âåðîÿòíîñòåé çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì

I =
∑
s

∑
t

e Γs→t

{
f0(Es − eφs)− f0(Et − eφt)

}
=

= −
2π|e|
ℏ

∑
s

∑
t

|Ts→t |2
{
f0(Es)− f0(Et − |e|U)

}
δ(Es − Et),

ãäå φs = 0 è φt = −U � ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû îáðàçöà è èãëû, ñîîòâåòñòâåííî;

f0(E) =
(
1+ e(E−EF )/kBΘ

)−1

åñòü ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà.

Ïðè U < 0 îñíîâíîé ïîòîê ýëåêòðîíîâ ñâÿçàí ñ ïåðåõîäàìè èç ¾çàïîëíåííûõ¿ ñîñòîÿíèé
îáðàçöà (�lled states) â íåçàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ èãëû âûøå óðîâíÿ Ôåðìè.

Ïðè U > 0 îñíîâíîé ïîòîê ýëåêòðîíîâ ñâÿçàí ñ ïåðåõîäàìè èç çàïîëíåííûõ ñîñòîÿíèÿ èãëû
â ¾íåçàïîëíåííûå¿ ñîñòîÿíèÿ îáðàçöà (empty states) â âûøå óðîâíÿ Ôåðìè.
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Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïåðåõîäà:
ïðåäåë íèçêèõ òåìïåðàòóð (kBΘ ≪ EF)

Ïðè àíàëèçå ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ñïåêòðî-
ñêîïèè ÷àñòî ââîäÿò äèôôåðåíöèàëüíóþ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïåðåõîäà dI/dU

dI

dU
= −

2π|e|
ℏ

∑
s

∑
t

|Ts→t |2
(
−

d

dU
f0(Et − |e|U)

)
δ(Es − Et).

Î÷åâèäíî, ÷òî

d

dU
f0(Et − |e|U) =

|e|
kBΘ

e(Et−|e|U−EF )/kBΘ(
1+ e(Et−|e|U−E

F
)/k

B
Θ
)2 =

|e|
4kBΘ

ch−2

(
Et − |e|U − EF

2kBΘ

)
.

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ kBΘ ≪ EF ôóíêöèÿ îáðàòíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà èìååò
óçêèé ïèê ïðè Et = EF + |e|U, ïîýòîìó ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü (ñì. àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ â ëåêöèè 3)

d

dU
f0(Et − |e|U) = |e| δ

(
Et − (EF + |e|U)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ðàâíà

dI

dU
=

2π|e|2

ℏ

∑
s

∑
t

|Ts→t |2 δ
(
Es − (EF + |e|U)

)
δ
(
Et − (EF + |e|U)

)
.

Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÿâíûé âèä ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà
ïåðåõîäà, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî çíàòü âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ îáðàçöà è èãëû.
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Âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ èãëû:
ðàçëîæåíèå ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

Âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ îáðàçöà ψs(r) è ýëåêòðîíîâ èãëû ψt(r) äîëæíû áûòü ðåøå-
íèÿìè ñòàöèîíàðíîãî òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

−
ℏ2

2m∗ ∆ψ(r) + U(r)ψ(r) = E ψ(r)

è â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîíû îáðàçöà è èãëû õàðàêòåðèçóþòñÿ
îäèíàêîâûìè ýôôåêòèâíûìè ìàññàìè è ðàâíûìè ðàáîòàìè âûõîäà (W = Ws = Wt).

Ïîñêîëüêó ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îñíîâíîé âêëàä â òóííåëüíûé òîê âíîñÿò ýëåêòðîíû
ñ ìàêñèìàëüíûìè ýíåðãèÿìè Et ≃ EF è Es ≃ EF , äëÿ êîòîðûõ ïðîçðà÷íîñòü òóííåëüíîãî
áàðüåðà áóäåò íàèáîëüøåé, çàïèøåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà â ñëåäóþùåì âèäå

∆ψs(r)− κ2 ψs(r) = 0 è ∆ψt(r)− κ2 ψt(r) = 0,

ãäå κ =
√
2m0W /ℏ � ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ âáëèçè ïîâåðõ-

íîñòè ñ ýíåðãèÿìè, áëèçêèìè ê ýíåðãèè Ôåðìè.

Äëÿ ÑÒÌ-èãëû ñ îñòðè¼ì ñôåðè÷åñêîé ôîðìû âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ ψt(r) âíå èãëû
(ρ > R0) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

1

ρ2
∂

∂ρ

(
ρ2
∂ψt

∂ρ

)
+

1

ρ2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψt

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψt

∂φ2

]
− κ2ψt = 0

è ïîòîìó ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî øàðîâûì ãàðìîíèêàì, ïîäîáíî âîëíîâûì ôóíêöèÿì
âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà, çäåñü (ρ, θ, φ) � ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 8 23 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 30 / 54



Äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷åñêîãî îñòðèÿ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î äâèæåíèè â öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîì ïîëå è ðàçëîæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

ψt(ρ, θ, φ) =
∑
ℓ,m

Cℓ,m Rℓ(κρ)Yℓ,m(θ, φ),

ãäå êîýôôèöèåíòû Cℓm äîëæíû áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íîðìè-
ðîâêó ôóíêöèè ψt(r); r0 � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèé öåíòðó êðèâèçíû èãëû;
ρ = |r − r0| åñòü ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èãëû äî ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè; θ è φ åñòü óãëîâàÿ
÷àñòü ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò; ℓ � îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå âåëè÷èíó
óãëîâîãî ìîìåíòà è m � ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ïðîåêöèþ óãëîâîãî
ìîìåíòà íà îñü z, κ =

√
2m∗W /ℏ åñòü ïàðàìåòð, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè

âîëíîâîé ôóíêöèè

Äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ýëåêòðîíû âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè
(Et ≃ EF ), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

ρ2
d

dρ

(
ρ2

d

dρ
Rℓ(κρ)

)
−
ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
Rℓ(κρ)− κ2 Rℓ(κρ) = 0.

Íàïðèìåð, äëÿ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ℓ = 0 ïîëó÷àåì ïðîñòîå óðàâíåíèå

R′′
0 (κρ) +

2

ρ
R′
0(κρ)− κ2 R0(κρ) = 0 =⇒ R0(κρ) =

e−κρ

κρ
.
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Âêëàä s−îðáèòàëåé âîëíîâûõ ôóíêöèé èãëû

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðÿäà ñ ℓ = 0, òî

ψs−wave
t (x , y , z) = C

e−κ|r−r0|

κ|r − r0|
,

ãäå r0 � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà êðèâèçíû îñòðèÿ èãëû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ C ,
çàâèñÿùàÿ îò ðàäèóñà êðèâèçíû, àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåò íîðìèðîâêó âîëíîâîé ôóíêöèè.

Îòìåòèì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ s−ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ψs−wave
t (x , y , z) =

4πC

κ
G(r − r0),

ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà G(r − r0) åñòü ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå òð¼õìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
ñ δ−ôóíêöèîíàëüíûì èñòî÷íèêîì

−∇2G(r − r0) + κ2G(r − r0) = δ(r − r0), ãäå G(r − r0) =
e−κ|r−r0|

4π|r − r0|
.

Íàïîìíèì âòîðóþ òåîðåìó Ãðèíà, êîòîðóþ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ∮
S

{
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

}
dS =

∫
V

{
u∇2v − v∇2u

}
dV ,

ãäå ∂/∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè.
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Â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ âûáåðåì ïëîñêîñòü S0 è ïîëóñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü S∞, âíóòðè êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ îñòðè¼ èãëû. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ψs è ψt çàòóõàþò
ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, òî èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè S∞ áó-
äåò ðàâåí íóëþ, òîãäà

T s−wave
s→t = −

ℏ2

2m∗

∫
S0+S∞

{
ψs−wave
t

∂ψs

∂n
− ψs

∂ψs−wave
t

∂n

}
dS =

= −
ℏ2

2m

∫∫∫
z>0

{
ψt,s−wave∇2ψs − ψs∇2ψt,s−wave

}
dV .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇2ψs = κ2ψs è ψ
s−wave
t = (4πC/κ)G(r − r0) è ψ

s−wave ∗
t = ψs−wave

t , ïîëó÷àåì

T s−wave
s→t = −

ℏ2

2m∗

∫∫∫
z>0

{
ψs−wave
t κ2ψs − ψs κ2ψ

s−wave
t + ψs

4πC

κ
δ(r − r0)

}
dV

sample

tip

r0
s−waveS0

S∞

èëè

T s−wave
s→t = −

ℏ2

2m∗
4πC

κ
ψs(r0)

Âûâîä: ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ
âîëíîâîé ôóíêöèåé ýëåêòðîíîâ îáðàçöà â öåíòðå èãëû
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Èíòåãðàëüíàÿ è ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

Êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îáíàðóæåíèÿ ýëåêòðîíà îáðàçöà â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè â öåíòðå
èãëû ∣∣∣T s−wave

s→t

∣∣∣2 =

(
ℏ2

2m∗

)2 (
4π

κ

)2
|C |2 · |ψs(r0)|

2 .

Ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì ýëåêòðîíîâ îáðàçöà è èãëû ïîëó÷àåì äèôôåðåí-
öèàëüíóþ òóííåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà(

dI

dU

)s−wave

=
2πe2

ℏ

(
ℏ2

2m∗

)2 (
4π

κ

)2
|C |2×

×
(∑

s

∣∣ψs(r0)
∣∣2 δ(Es − (EF + |e|U)

))
·
(∑

t

(
Et − (EF + |e|U)

))
.

Èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé èãëû áåç ó÷¼òà ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ρt(E) =
∑
t

1 · δ(Et − E).

Îïðåäåëèì ëîêàëüíóþ ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé (local density of states, LDOS) ýëåê-
òðîíîâ îáðàçöà äëÿ çàäàííîé ýíåðãèè E áåç ó÷¼òà ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ êàê ñóììó âåðîÿò-
íîñòåé îáíàðóæåíèÿ âñåõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â öåíòðå èãëû

ρs(r0,E) =
∑
s

∣∣ψs(r0)
∣∣2 δ(Es − E).
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Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî
ãàçà (2DEG)∗

Ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ êðèñòàëëà ðàçìåðàìè Lx è Ly :

ψk (x , y) =
1√
LxLy

e ikx x+iky y è |ψk (x , y)|
2 =

1

LxLy
.

Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

ρ(E , x , y) = 2×
∑
kx

∑
ky

|ψk(x , y)|
2 · δ(Ek−E) = 2

LxLy

(2π)2

∫∫
|ψk(x , y)|

2 · δ(Ek−E) ·dkxdky =

=
1

2π2

∫∫
δ(Ek − E) · dkxdky .

Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð äëÿ äâóìåðíûõ ýëåêòðîíîâ ñ îäíîé ïîäçîíîé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ

Ek = E0 +
ℏ2k20
2m∗ = E0 +

ℏ2k2x
2m∗ +

ℏ2k2y
2m∗ ;

âåëè÷èíà k0 =
√
2m∗(E − E0)/ℏ îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåê-

òîðà äëÿ çàäàííîé ýíåðãèè E .
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Äåëüòà-ôóíêöèÿ îò ñëîæíîãî àðãóìåíòà: δ(ax) = δ(x)/|a| è δ
[
f (x)

]
=
∑
x0

∣∣f ′(x0)∣∣−1 ·δ(x−x0).

Ïðåîáðàçîâàíèå äåëüòà-ôóíêöèè δ
[
E
k
− E

]
δ
[
Ek − E

]
= δ

[
ℏ2k2y
2m∗ −

(
E − E0 −

ℏ2k2x
2m∗

)]
=

2m∗

ℏ2
δ
[
k2y − (k20 − k2x )

]
=

=
m∗

ℏ2
1√

k20 − k2x

δ

[
ky −

√
k20 − k2x

]
+

m∗

ℏ2
1√

k20 − k2x

δ

[
ky +

√
k20 − k2x

]
.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè â ñîîòíîøåíèå äëÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé è äëÿ ñëó÷àÿ E > E0 ïîëó÷èì

ρ(E , x , y) =
1

2π2

∫
dkx

∫
δ(Ek − E) · dky =

1

2π2
2m∗

ℏ2

k0∫
−k0

dkx√
k20 − k2x

=
m∗

πℏ2
.

0

1

2

ρ
(E

)
·
π
h̄
2
/
m

∗

E0

E
0

2

4
ρ
(E

)
·
π
h̄
2
/
m

∗

E0

E1

E2

E3

√
E

E
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Äèôôåðåíöèàëüíàÿ òóííåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü:
âêëàä s−îðáèòàëåé ýëåêòðîíîâ èãëû

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà ïðîïîðöèîíàëüíà ëîêàëüíîé ïëîò-
íîñòè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îáðàçöà â öåíòðå èãëû äëÿ ýíåðãèé E = EF + |e|U(

dI

dU

)s−wave

≃ const · ρs(r0,EF + |e|U) · ρt(EF ) (∗).

Ìû ó÷ëè, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ èãëû îáû÷íî ñëàáî çàâèñèò îò ýíåðãèè è ïîòîìó
ìîæíî çàìåíèòü íà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè.

Ïðîìåæóòî÷íûå âûâîäû:

1. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü dI/dU òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ¾îáðàçåö�èãëà¿ ïðè óñëî-
âèè äîìèíèðóþùåãî âêëàäà s−îðáèòàëåé ýëåêòðîíîâ èãëû îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ïëîòíî-
ñòüþ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ îáðàçöà â öåíòðå èãëû äëÿ ýíåðãèé EF + |e|U, ãäå U � ñðåäíèé
ïîòåíöèàë îáðàçöà îòíîñèòåëüíî èãëû.

2. Ñîîòíîøåíèå (*) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ïî ñêàíèðóþùåé òóí-
íåëüíîé ìèêðîñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè êðèñòàëëîâ.
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ è ôèçèêà
ñâåðõïðîâîäíèêîâ

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü íåñâåðõïðîâîäÿùèå âêëþ-
÷åíèÿ è êâàíòîâàííûå âèõðè Àáðèêîñîâà èëè Ïèðëà

N N

|e|V

dI/dV

|e|V

dI/dV

N S N N
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Lattice of Abrikosov vortices in superconducting FeSe single crystals

Putilov, Di Giorgio, Vadimov, Trainer, ... Aladyshkin, Mel'nikov, Iavarone. Phys. Rev. B, vol. 99, 144514

(2019)
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Individual Abrikosov vortices in superconducting Pb(111) micron-sized islands

Roditchev, Brun, Serrier-Garcia, Cuevas, ..., Stolyarov, Nature Physics, vol. 11, 322-337 (2015)
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Ìîäåëèðîâàíèå ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòè

Terso� and Hamann, Phys. Rev. Lett. vol. 50, 1998 (1983);

Terso� and Hamann, Phys. Rev. B, vol. 31, 810 (1985).
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Tupchaya, Bondarenko, Yakovlev, Vekovshinin, Mihalyuk, Gruznev, Denisov, Matetskiy, Aladyshkin, Zotov,

Saranin, Applied Surface Science, vol. 589, 152951 (2022).
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Âêëàä p−îðáèòàëåé âîëíîâûõ ôóíêöèé èãëû

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì ñ
ℓ = 1 è m = −1, 0 è 1, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé

ψpx−wave
t (r) = C

(
1

κρ
+

1

(κρ)2

)
e−κρ sin θ cosφ,

ψ
py−wave
t (r) = C

(
1

κρ
+

1

(κρ)2

)
e−κρ sin θ sinφ,

è ψpz−wave
t (r) = C

(
1

κρ
+

1

(κρ)2

)
e−κρ cos θ,

ãäå (ρ, θ, φ) � ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå

1

κ
d

dρ

(
e−κρ

κρ

)
= −

(
1

κρ
+

1

κ2ρ2

)
e−κρ,

ïîëó÷àåì (
1

κρ
+

1

κ2ρ2

)
e−κρ = −

4π

κ2
d

dρ
G(ρ),

ãäå G = e−κρ/(4π|ρ|) � ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ(
1

κρ
+

1

κ2ρ2

)
e−κρ = −

4π

κ2
d

dρ
G(ρ)

íà cos θ è íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó C è ïîëó÷èì

ψpz−wave
t ≡ C

(
1

κρ
+

1

κ2ρ2

)
e−κρ cos θ = −C cos θ

4π

κ2
d

dρ
G(ρ).

Ñëåäîâàòåëüíî, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ pz−îðáèòàëè ìîæåò áûòü âûðàæåíà
÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

ψpz−wave
t (x , y , z) =

4πC

κ2
∂

∂z0
G(r − r0).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü

ψpx−wave
t (x , y , z) =

4πC

κ2
∂

∂x0
G(r − r0) è ψ

py−wave
t (x , y , z) =

4πC

κ2
∂

∂y0
G(r − r0).

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå ñâîéñòâî äåëüòà-
ôóíêöèé ∫

f (x) δ′(x − x0) dx = −f ′(x0).
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Íåñëîæíî ïîëó÷èòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû òóííåëüíîãî ïåðåõîäà

T px−wave
s→t ∝

(
∂

∂x
ψs(r)

)
r=r0

; T
py−wave
s→t ∝

(
∂

∂y
ψs(r)

)
r=r0

è T pz−wave
s→t ∝

(
∂

∂z
ψs(r)

)
r=r0

.

Íàãëÿäíàÿ èëëþñòðàöèÿ:

px−îðáèòàëü èìååò ãàíòåëåîáðàçíóþ ôîðìó ñ äâóìÿ ëåïåñòêàìè è ðàçíûì çíàêîì âîëíîâîé
ôóíêöèè. Êàæäûé èç ëåïåñòêîâ áóäåò äàâàòü âêëàä, àíàëîãè÷íûé s−îðáèòàëè, ïîýòîìó

I ∝
∣∣∣ψs(x0 + δx)− ψs(x0 − δx)

∣∣∣2 ∝
∣∣∣∣ ∂∂x ψs(x0)

∣∣∣∣2 .

sample

tip x0 + δxx0 − δx

px−wave

+−

Âûâîä: äèôôåðåíöèàëüíàÿ òóííåëüíàÿ ïðîâîäè-
ìîñòü ïåðåõîäà ïðè óñëîâèè äîìèíèðóþùåãî âêëàäà
p−îðáèòàëåé ýëåêòðîíîâ èãëû îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé
|∂ψs/dx |2, |∂ψs/dy |2 è |∂ψs/dz|2, ÷òî ñóùåñòâåííî
çàòðóäíÿåò êîëè÷åñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ Òàììà�Øîêëè

0 0.1 0.2
q/k0

-1.5

-1

-0.5
E

s
/E

0

(a)

-10 -5 0 5
z/a

-2

0

V (z)/E0

|ψ(z)|

∼ e−qz

Es/E0

(b)

Îáîáùåíèå íà òð¼õìåðíûé ñëó÷àé (äëÿ ñîñòîÿíèé ñ èìïóëüñàìè âäàëè îò ãðàíèöû ïîâåðõ-
íîñòíîé çîíû Áðèëëþýíà, k∥ ≪ π/a):

E(k∥, n) =
ℏ2k2∥
2m0

+ En(q).
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Èíòåðôåðåíöèÿ ïîâåðõíîñòíûõ êâàçè÷àñòèö âáëèçè
äåôåêòîâ (quasiparticle interference, QPI)

ψk(x)

x
0 Lx

(a) (b)

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ýëåêòðîííûé ãàç ñ ïëîñêèì êðàåì ïðè x = 0 èëè ãàç ïîâåðõíîñòíûõ
ýëåêòðîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà ñ ïðÿìîëèíåéíîé ìîíàòîìíîé ñòóïåíüêîé ïðè
x = 0. Íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè, èìåþùèå óçëû íà ñòåíêå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

Ψ
k
(x , y) =

√
2

LxLy
· sin kxx · e iky y è |Ψ

k
(x , y)|2 =

2

LxLy
· sin2 kxx .

Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñ ó÷¼òîì ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ ðàâíà

ρ(E , x , y) = 2 ·
∑
k

|ψs(r0)|2 · δ(Ek
− E) =

4

LxLy
·
∑
k

sin2 kxx · δ(E
k
− E) =

=
4

LxLy
·
Lx
2π

Ly

2π
·
∫∫

sin2 kxx · δ(Ek − E) · dkxdky .
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Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè δ
(
E
k
− E

)
è ïîëó÷èì

ρ(E , x , y) =
1

π2

∫
sin2 kxx dkx

∫
δ(E

k
− E) · dky =

2m∗

π2ℏ2

k0∫
−k0

sin2 kxx√
k20 − k2x

dkx =

=
2m∗

π2ℏ2

+k0∫
0

 1√
k20 − k2x

−
cos 2kx x√
k20 − k2x

 dkx .

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå èíòåãðàëû è îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Áåññåëÿ, ïîëó÷àåì

ρ(E , x) =
m∗

πℏ2
{
1− J0(2k0x)

}
≃

m∗

πℏ2

{
1−

√
1

π k0 x
cos
(
2k0x −

π

4

)}
ïðè k0x ≫ 1.

0 20 40 60 80 100
2k0 x ≡ 2

√
2m∗(E − E0) · x/h̄

0

1

2

ρ
(E

)
·
π
h̄
2
/m

∗

Crommie et al., Nature, vol. 363, 524-527 (1993)
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Çîííûé ñïåêòð äëÿ áëàãîðîäíûõ ìåòàëëîâ (Au, Ag, Cu) ∗
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Êâàçè÷àñòè÷íàÿ èíòåðôåðåíöèÿ äëÿ áëàãîðîäíûõ
ìåòàëëîâ Au(111), Ag(111) è Cu(111)
Crommie, Lutz, Eigler, Nature, vol. 363, 524-527 (1993)

Crommie, Lutz, Eigler, Heller, Surf. Rev. Lett., vol. 2, 127-137 (1995)
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Âîññòàíîâëåíèå ñïåêòðà ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé

Êâàçè÷àñòè÷íàÿ èíòåðôåðåíöèÿ ñ ó÷¼òîì ïðîöåññîâ ñáîÿ ôàçû (Lφ ̸= ∞)

ρ(E , x) = ρbulk +
m∗

πℏ2
{
1− r(k0) e

−2x/Lφ J0(2k0x)
}

=⇒ k0 = k0(EF + |e|U) =⇒ E − EF = E∥(k0).

Ïðèìåð: êâàçèïàðàáîëè÷åñêèé ñïåêòð ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé â áëàãîðîäíûõ ìåòàëëàõ

(a)

(b)

Cu(111)

2 4 6
x, nm

-1

0

1

2

3
d
I
/
d
U

(c)
E − EF = 2V

E − EF = 1V

0 2 4 6 8
k||, nm

−1

0

1

2

3

E
−
E

F

(d)
Cu(111)

1 V

2 V

Crommie, Lutz, Eigler, Nature, vol. 363, 524-527 (1993)

B�urgi, Jeandupeux, Brune, Kern, Phys. Rev. Lett., vol. 82, 4516-4519 (1999)
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Ïîâåðõíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà Bi2Te3

Zhang et al., Phys. Rev. Lett., vol. 103, 266803 (2009)
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Ðåçîíàíñíîå òóííåëèðîâàíèå ÷åðåç êâàíòîâî-ðàçìåðíûå è
ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ

substrate

Pb film

tip

Tunneling via quantum-confined states

 inside Pb film

E
(s)
F

E
(t)
F

E

z

ē

Quantum-well
states

(a)

E
(s)
F

E
(t)
F

sample surface

substrate

Pb film

tip

Tunneling via quantum-confined states

 above Pb film

E

z

ē

Modified surface states
(Stark-shifted

image-potential states)

12345n =

(b)

0 2 4 6 8
|e|V , eV

4.5

5

5.5

6

d
I
/d

V
,
a.
u
.

QWS FER

0 2 4 6 8
|e|V , eV
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ln
d
z
/
d
V
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u
.

QWS FER
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Âèçóàëèçàöèÿ ñêðûòûõ äåôåêòîâ â ïë¼íêàõ Pb(111)

(a) 0 nm 1.8

N+1 N N

N-1 N-1

N N-1 N-2

Fig. 4
III

I

II

50 nm

(b) 790 pA 810
III

I
II

(c)

(d)

U0, V

Uaux

0.5 1.0 1.5

QWS∆E � 0.40 eV

(c) low V high (d) low V high

174 × 174 nm2, V0 = 700 è 900mV, I = 800 pA
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Ëåêöèÿ 9

Êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà òóííåëèðîâàíèÿ. Îäíîýëåêòðîíèêà

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 9 30 ñåíòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 1 / 30



Êðèòåðèè âàæíîñòè çàðÿäîâûõ ýôôåêòîâ

Åñòåñòâåííûé ìàñøòàá ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé (êóëîíîâñêîé) ýíåðãèè åñòü EC = e2/2C . Äëÿ

ìåòàëëè÷åñêîãî îñòðîâêà ñôåðè÷åñêîé ôîðìû è ðàäèóñà r â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-

öàåìîñòüþ ε èìååì C ≃ εr , ïîýòîìó êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

EC ≃
e2

2εr
.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàáëþäåíèÿ ýôôåêòîâ äèñêðåòíîñòè çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ EC ≫ kBΘ,

èíà÷å îñîáåííîñòè òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ, îáóñëîâëåííûå çàðÿäîâûìè ýôôåêòàìè, áóäóò ðàç-

ìûòû òåìïåðàòóðíûìè ôëóêòóàöèÿìè (Θ � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ìå-

òàëëàõ µ ∼ e2/a, ãäå a � ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå, ïîëó÷àåì

EC

kBΘ
∼

e2

εr
·

1

kBΘ
∼

e2

a
·
a

εr
·

1

kBΘ
∼

µ

kBΘ
·
a

εr
≫ 1, åñëè

r

a
≪

1

ε

µ

kBΘ
(∗).

Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ îñòðîâêà çàðÿäîâûå ýôôåêòû ìîãóò ïðîÿâèòñÿ ðàíüøå ýôôåê-

òîâ ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà. Ýíåðãåòè÷åñêèé èíòåðâàë δE ìåæäó

óðîâíÿìè ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ ìîæíî îöåíèòü êàê îòíîøåíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ

ê ÷èñëó ýëåêòðîíîâ N â îñòðîâêå. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýëåêòðîíîâ N ∼ (r/a)3 çàâèñèò îò îòíî-

øåíèÿ ìåæäó îáú¼ìîì îñòðîâêà r3 è ðàçìåðîì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè a3, òî

EC

δE
∼

e2

εr
·
1

µ

( r
a

)
3

∼
e2

aµ
·
1

ε

( r
a

)
2

∼
1

ε

( r
a

)
2

≫ 1, åñëè
r

a
≫

√
ε (∗∗).
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Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ (*) è (**), ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé îáíàðóæå-

íèÿ îäíîýëåêòðîííûõ ýôôåêòîâ â òóííåëüíûõ êîíòàêòàõ ñ ìåòàëëè÷åñêèì îñòðîâêîì ìåçî-

ñêîïè÷åñêîãî ðàçìåðà

√
ε ≪

r

a
≪

1

ε

µ

kBΘ
.

Óäèâèòåëüíî, ÷òî ïðè òàêèõ ðàçìåðàõ ãðàíóëû (äî 100 íì) ìîãóò ñîäåðæàò êîëîññàëüíîå

÷èñëî ýëåêòðîíîâ (ïîðÿäêà 108), òî òåì íå ìåíåå ìîæíî ðåãèñòðèðîâàòü ïðîöåññ ïåðåõîäîâ

îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ.

Äëÿ íàáëþäåíèÿ ýôôåêòîâ äèñêðåòíîñòè çàðÿäà íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü òóííåëüíóþ ïðî-

âîäèìîñòü ñèñòåìû è ïîäàâèòü òîêè óòå÷êè. Ïðè íàëè÷èè åìêîñòíîé è ðåçèñòèâíîé ñâÿçè

ìåæäó îäíèì èç ýëåêòðîäîâ è îñòðîâêîì (RC�öåïî÷êà) èçáûòî÷íûé çàðÿä íà îñòðîâêå ìî-

æåò óòåêàòü çà õàðàêòåðíîå âðåìÿ ∆t ∼ RC . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì

íåîïðåäåëåííîñòè, èçáûòî÷íàÿ êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû

∆E ∼
ℏ
∆t

∼
ℏ
RC

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè çàðÿäà íå áóäóò ìàñêèðîâàòüñÿ êâàíòîâûìè ôëóêòó-

àöèÿì, åñëè

EC

∆E
∼

e2

C
·
RC

ℏ
≫ 1, åñëè R ≫

h

e2
= 25.8 · 103 Ω.
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Îäíîýëåêòðîííûé òðàíçèñòîð: ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà

Single electron transistor (SET)

Ïóñòü φ
1
è φ

2
åñòü ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ìåòàëëè÷åñêèõ ýëåêòðîäîâ 1 è 2, ïîòåíöèàë

óïðàâëÿþùåãî ýëåêòðîäà (gate) åñòü φ
0
. Òóííåëüíûå ïðîìåæóòêè M

1
−G , M

2
−G è M

0
−G

õàðàêòåðèçóþòñÿ åìêîñòÿìè C
1
, C

2
è C

0
, ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî òóííåëüíàÿ ïðîâîäè-

ìîñòü ïåðåõîäà ìåæäó îñòðîâêîì è çàòâîðîì îáû÷íî ïðåíåáðåæèìî ìàëà çà ñ÷¼ò áîëüøåé

øèðèíû òóííåëüíîãî çàçîðà.

Ïðè íåíóëåâîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ýëåêòðîäàìè è îñòðîâêîì íà îáêëàäêàõ ýêâèâà-

ëåíòíûõ êîíäåíñàòîðîâ áóäóò âîçíèêàòü çàðÿäû: −q
1
è +q

1
íà êîíäåíñàòîðå C

1
, −q

2
è +q

2

íà êîíäåíñàòîðå C
2
, −q

0
è +q

0
íà êîíäåíñàòîðå C

0
(ñì. ðèñóíîê).
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Çàðÿäû è ïîòåíöèàëû

Ïóñòü ϕ åñòü ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë îñòðîâêà, òîãäà

ϕ = φ1 +
q
1

C
1

= φ2 +
q
2

C
2

= φ0 +
q
0

C
0

.

Ïóñòü Q = q
1
+ q

2
+ q

0
= ne åñòü èçáûòî÷íûé çàðÿä îñòðîâêà; n � ÷èñëî èçáûòî÷íûõ

ýëåêòðîíîâ íà îñòðîâêå, êîòîðîå ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.

Âûðàçèì ïîòåíöèàë ãðàíóëû ϕ è èíäóöèðîâàííûå çàðÿäû q
1
, q

2
è q

0
÷åðåç èçâåñòíûå ïîòåí-

öèàëû ýëåêòðîäîâ è ïîëíûé çàðÿä îñòðîâêà

ϕ =
ne

C
+

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)
,

qi =
Ci

C
ne + Ci

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)
− Ciφi , i = {0, 1, 2},

ãäå C = C
0
+ C

1
+ C

2
� ïîëíàÿ ¼ìêîñòü ñèñòåìû.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 9 30 ñåíòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 5 / 30



Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ (¾âíóòðåííÿÿ¿) ýíåðãèÿ

îäíîýëåêòðîííîãî òðàíçèñòîðà

Ïðåíåáðåãàÿ âçàèìíîé ¼ìêîñòüþ ìåòàëëè÷åñêèõ ýëåêòðîäîâ, ìû ìîæåì çàïèñàòü êóëîíîâ-

ñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû c n èçáûòî÷íûìè ýëåêòðîíàìè íà îñòðîâêå êàê ñóììó ýíåðãèé òð¼õ

ëîêàëèçîâàííûõ ¾êîíäåíñàòîðîâ¿

E(n) =
C
0

2

(
φ0 − ϕ

)
2
+

C
1

2

(
φ1 − ϕ

)
2
+

C
2

2

(
φ2 − ϕ

)
2
.

Ïîñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå ïîòåíöèàë îñòðîâêà

ϕ =
ne

C
+

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)
è ïîñëå ïðåáðàçîâàíèé ïîëó÷èì êóëîíîâñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

E(n) =
n2e2

2C
+ E0,

ãäå
E0 =

1

2C

{
C0C1(φ0 − φ1)

2 + C1C2(φ1 − φ2)
2 + C0C2(φ0 − φ2)

2

}
åñòü ÷àñòü êóëîíîâñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ÷èñëà èçáûòî÷íûõ ýëåêòðî-

íîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû ýëåêòðîäîâ è ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíîé.
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Ðàáîòà âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ E(n) âêëþ÷àåò ðàáîòó Abat , âûïîëíÿåìóþ ¾âíåø-

íèìè¿ èñòî÷íèêàìè íàïðÿæåíèÿ (battery), êîòîðûå ïîääåðæèâàþò íåèçìåííûì ïîòåíöèàëû

ýëåêòðîäîâ ïðè èçìåíåíèè çàðÿäîâ íà îáêëàäêàõ ¾êîíäåíñàòîðîâ¿. Âû÷èñëèì ðàáîòó âíåø-

íèõ èñòî÷íèêîâ ïî ïåðåìåùåíèþ îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ýëåêòðîíà íà îñòðîâîê. Èç âûðà-

æåíèÿ äëÿ çàðÿäîâ ñëåäóåò, ÷òî äîáàâëåíèå ëèøíåãî ýëåêòðîíà (n → n + 1) óâåëè÷èâàåò

çàðÿä íà îáêëàäêàõ êàæäîãî êîíäåíñàòîðà íà âåëè÷èíó

δqi ≡ qi

∣∣∣
n+1

− qi

∣∣∣
n
=

Ci

C
e, i = {0, 1, 2}.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû çàðÿä âíåøíèõ îáêëàäîê êîíäåíñàòîðîâ, ñîåäèí¼ííûõ ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèìè èñòî÷íèêàìè íàïðÿæåíèÿ èçìåíèëñÿ íà −eCi/C , êàæäûé èñòî÷íèê äîëæåí

ñîâåðøèòü ðàáîòó ðàâíóþ −eφiCi/C . Åñëè äîïîëíèòåëüíûé ýëåêòðîí, êîòîðûé ïîòîì ïåðåé-

äåò íà îñòðîâîê, ïîñòàâëÿåòñÿ k-ûì èñòî÷íèêîì íàïðÿæåíèÿ, òî ðàáîòà ýòîãî èñòî÷íèêà ïî

ïåðåíîñó äîïîëíèòåëüíîãî ýëåêòðîíà íà âíåøíþþ îáêëàäêó êîíäåíñàòîðà ðàâíà eφk . Ïîëíàÿ

ðàáîòà âñåõ âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèÿ äëÿ ïðîöåññà ïî ïåðåìåùåíèþ îäíîãî äîïîë-

íèòåëüíîãî ýëåêòðîíà íà îñòðîâîê ÷åðåç k−ûé òóííåëüíûé ïåðåõîä ðàâíà

Abat
k = eφk − eφk

Ck

C
+
∑
i ̸=k

(−e)φi

Ci

C
= eφk − e

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñèììåòðèçîâàííîì âèäå

Abat
k =

∑
i

e
Ci

C
(φk − φi ).
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¾Ñâîáîäíàÿ¿ ýíåðãèÿ îäíîýëåêòðîííîãî òðàíçèñòîðà

Ùåëêà÷åâ, Ôîìèíîâ, Ýëåêòðè÷åñêèé òîê â ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåìàõ: êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà è

êâàíòîâûå òî÷å÷íûå êîíòàêòû (ó÷åáíîå ïîñîáèå ÌÔÒÈ, 2010).

Ïîä ñâîáîäíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû, èìåþùåé n èçáûòî÷íûõ ýëåêòðîíîâ íà îñòðîâêå, áóäåì

ïîíèìàòü ðàçíîñòü êóëîíîâñêîé ýíåðãèè E(n) è ðàáîòû ñòîðîííèõ èñòî÷íèêîâ íàïðÿæåíèÿ

ïî ïåðåìåùåíèþ n ýëåêòðîíîâ ÷åðåç k−ûé ýëåêòðîä

Fk (n) = E(n)− nAbat
k =

n2e2

2C
− neφk + ne

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)
+ E0,

Öåëåñîîáðàçíîñòü ââåäåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Åñëè

áû ìû àíàëèçèðîâàëè ñâîéñòâà èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû, òî ïàðàìåòðû îñíîâíîãî è ìåòàñòà-

áèëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà âíóòðåííåé ýíåðãèè

ñèñòåìû E . Îäíàêî äëÿ ñèñòåìû ñ èñòî÷íèêàìè ýíåðãèè, ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äîëæíû ñî-

îòâåòñòâîâàòü ýêñòðåìóìó äðóãîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà E − Abat .

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçìûøëåíèÿ∗: Åñëè ¾âíóòðåííÿÿ¿ ýíåðãèÿ çàðÿæåííîãî êîíäåí-

ñàòîðà ðàâíà E = q2/2C , òî ¾ñâîáîäíàÿ¿ ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà äëÿ çàäàííîé ðàçíîñòè

ïîòåíöèàëîâ U ðàâíà

F = E − Abat =
q2

2C
− q · U =

1

2C

(
q − CU

)
2 −

CU2

2
.

Ìèíèìóìó ¾âíóòðåííåé¿ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ðàçðÿæåííîå ñîñòîÿíèå (q = 0), ìèíèìóìó

¾ñâîáîäíîé¿ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå ñ çàðÿäîì q = CU.
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Èëëþñòðàöèÿ: ýíåðãèÿ è ðàáîòà äëÿ êîíäåíñàòîðà∗

Çàäà÷à (Èðîäîâ 2.149): èìååòñÿ ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð (ε = 1), ïëîùàäü ïëàñòèí

êîòîðîãî ðàâíà S . Êàêóþ ðàáîòó ïðîòèâ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë íàäî ñîâåðøèòü, ÷òîáû èçìåíèòü

ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè îò w
1
äî w

2
?

Íàïîìèíàíèå: ¼ìêîñòü ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà â ñèñòåìå ÑÃÑ ðàâíà C = S/(4πw), ãäå w �

øèðèíà çàçîðà.

Ñëó÷àé 1: ïóñòü çàäàí çàðÿä q íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà îäíîðîäíî è íå çàâèñèò îò øèðèíû çàçîðà:

E = 4πσ, ãäå σ = q/S � ïëîòíîñòü çàðÿäà, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò w .

Ïëîòíîñòü ñèëû, äåéñòâóþùàÿ íà îáêëàäêó êîíäåíñàòîðà: f = −n E2/8π = −ex 2πσ
2. Ïîëíàÿ

ñèëà ðàâíà Fx = fx · S = −2πσ2 · S = −2πq2/S íå çàâèñèò îò w .

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ïðîòèâ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèëû ðàâíà

A = −

w2∫
w1

Fx dw =
2πq2

S

w2∫
w1

dw =
2πq2

S
· (w2 − w1).

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë â òî÷íîñòè ðàâíà èçìåíåíèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîëÿ âíóòðè

êîíäåíñàòîðà

∆E =
q2

2C
2

−
q2

2C
1

=
2πq2

S
w2 −

2πq2

S
w1 =

2πq2

S
(w2 − w1).
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Ñëó÷àé 2: ïóñòü çàäàíà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ U ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà.

Ïëîòíîñòü çàðÿäà è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè êîíäåíñàòîðà çàâèñÿò îò øèðèíû çàçîðà:

σ(w) = q/S = C(w)U/S è E(w) = 4πσ(w), ãäå C(w) = S/(4πw) � ¼ìêîñòü. Ïëîòíîñòü ñèëû,

äåéñòâóþùàÿ íà îáêëàäêó êîíäåíñàòîðà: f = −n E2(w)/8π = −ex 2πσ
2(w). Ïîëíàÿ ñèëà

ðàâíà Fx = fx Ṡ = −2πσ2(w) · S = −U2/(8πw2) · S.
Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ïðîòèâ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèëû ðàâíà

A =

w2∫
w1

SU2

8π

dw

w2
=

SU2

8π
·
(

1

w
1

−
1

w
2

)
=

SU2

8π
·
(w

2
− w

1
)

w
1
w
2

.

Âû÷èñëèì èçìåíåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîëÿ âíóòðè êîíäåíñàòîðà

∆E =
C
2
U2

2
−

C
1
U2

2
=

SU2

8πw
2

−
SU2

8πw
1

= −
SU2

8π
·
(w

2
− w

1
)

w
1
w
2

=⇒ ∆E ̸= A !

Âû÷èñëèì ðàáîòó âíåøíåé áàòàðåè ïî ïåðåìåùåíèþ èçáûòî÷íîãî çàðÿäà

Abat = (q2 − q1) · U =
(
C2 − C1

)
· U2 =

SU2

4πw
2

−
SU2

4πw
1

= −
SU2

4π
·
(w

2
− w

1
)

w
1
w
2

.

Ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ äëÿ çàäàííîãî U çàïèñûâàåòñÿ â âèäå: A+ Abat = ∆E .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà èçìåíåíèþ ¾ñâîáîäíîé¿ ýíåðãèè

∆F =

(
C
2
U2

2
− q2 · U

)
−
(
C
1
U2

2
− q1 · U

)
=

(
C
2
U2

2
−

C
1
U2

2

)
− (q2 − q1) · U = A.
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Îäíîýëåêòðîííûé òðàíçèñòîð â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ

Ðàññìîòðèì îäíîýëåêòðîííûé òðàíçèñòîð â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Åñëè φ
1
= φ

2
, òî ýëåêòðè÷åñêèé òîê îòñóòñòâóåò. Äëÿ óäîáñòâà îïðåäåëèì ïîòåíöèàëû ýëåê-

òðîäîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: φ
1
= φ

2
= 0, φ

0
= V

0
, òîãäà

Fk (n) =

{
n2e2

2C
− neφk + ne

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)}
φ1=0,φ2=0,φ0=V0

=

=
n2e2

2C
+

C
0
V2

0

2C

(
C1 + C2

)
+ ne

C
0

C
V0.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòà âñåõ âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ íå çàâèñèò îò òîãî, ÷åðåç êàêîé

òóííåëüíûé êîíòàêòû ýëåêòðîí ïåðåøåë íà îñòðîâîê: F (n) = Fk (n). Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî

êâàäðàòà ïîëó÷àåì

F (n) = EC

(
n +

C
0
V
0

e

)
2

+ F0,

ãäå EC = e2/(2C) åñòü õàðàêòåðíàÿ êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ çàðÿæåííîãî îñòðîâêà, à íå çàâèñÿ-

ùàÿ îò n âåëè÷èíà

F0 =
C
0
V2

0

2

(
1− 2

C
0

C

)
ìîæåò áûòü îïóùåíà áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè.
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Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ òðàíçèñòîðà â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ

F (n) = EC

(
n +

C
0
V
0

e

)
2

.

Äëÿ êàæäîãî n ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîòåíöèàëà çàòâîðà

V
0
, ïðè ýòîì âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå V

0,n = −ne/C
0
= n|e|/C

0
. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî V
0
âñåãäà ìîæíî íàéòè òàêîå çíà÷åíèå n, äëÿ êîòîðîãî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äîñòèãàåò

ìèíèìóìà; ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî òàêîå ñîñòîÿíèå è áóäåò âîçíèêàòü â ñîñòîÿíèè ðàâíîâå-

ñèÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (EC ≫ kBΘ).

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

n = −1 n = 0 n = 1

C0V0/|e|

(F
−

F
0
)/
E

C

Ñîñòîÿíèå ñ n èçáûòî÷íûìè ýëåêòðî-

íàìè áóäåò îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ñè-

ñòåìû ïðè óñëîâèè

− n −
1

2
≤

C
0
V
0

e
≤ n +

1

2
.

Çàïîëíåíèå ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà

wn ∼ exp

(
−
F (n)

kBΘ

)
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Èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè òóííåëüíûõ ïåðåõîäàõ

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (kBΘ ≪ EC ) ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåõîäó ýëåê-

òðîíîâ èç èñòîêà â ñòîê ÷åðåç ìåçîñêîïè÷åñêèé îñòðîâîê, áóäåò âîçíèêàòü, åñëè ñîîòâåòñòâó-

þùåå òàêîì ïðîöåññó èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè áóäåò îòðèöàòåëüíûì.

Âû÷èñëèì èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ∆F±
k (n) ≡ Fk (n± 1)− Fk (n) ïðè ïåðåõîäå

îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ýëåêòðîíà íà îñòðîâîê èëè óõîäå ýëåêòðîíà ñ îñòðîâêà ÷åðåç k-ûé

ýëåêòðîä. Èñïîëüçóÿ îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè Fk (n), ïîëó÷àåì

∆F±
k (n) =

{
(n ± 1)2e2

2C
− (n ± 1) eφk + (n ± 1) e

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)}
−

−
{
n2e2

2C
− neφk + ne

(
C
0

C
φ0 +

C
1

C
φ1 +

C
2

C
φ2

)}
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîáîäîé âûáîðà ñïîñîáà îòñ÷åòà ïîòåíöèàëîâ, âûáèðàÿ ïîòåíöèàëû ðåçåð-

âóàðîâ 1 è 2 àíòèñèììåòðè÷íûì îáðàçîì (φ
1
= −V/2, φ

2
= V/2) ïðè ýòîì φ

0
= V

0
. Ïîñëå

íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåõîäèì ê áîëåå ïðîñòîé ôîðìå

∆F±
1
(n) =

e2

C

{
1

2
±
(
n +

C
0
V
0

e

)
±

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}
,

∆F±
2
(n) =

e2

C

{
1

2
±
(
n +

C
0
V
0

e

)
∓

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}
.
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Òèïû âîçìîæíûõ òóííåëüíûõ ïåðåõîäîâ â

îäíîýëåêòðîííîì òðàíçèñòîðå

d)

I: n n+1®

II: n+1 n®

c)

I: n n 1® -

II: n 1 n®-

b)

I: n n 1® -

II: n 1 n- ®

a)

I: n n+1®

II: n+1 n®

Ïðîöåññû (c) è (d) ÿâëÿþòñÿ îáðàù¼ííûìè âî âðåìåíè âåðñèÿìè ïðîöåññîâ (a) è (b).
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Ïðîöåññ òèïà A

Ïðîöåññ áóäåò ïðîòåêàòü, åñëè ïîëíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû â õîäå óêàçàí-

íîãî äâóõñòàäèéíîãî ïåðåõîäà

∆F+
1
(n) + ∆F−

2
(n + 1) =

e2

C

{
1

2
+

(
n +

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}
+

+
e2

C

{
1

2
−
(
n + 1+

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

=
e2

C

(C
0
+ 2C

2
+ C

0
+ 2C

1
)

2e
V = eV

áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýíåðãåòè÷åñêîé âûãîäíîñòè

òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå V > 0.

Êðîìå ýòîãî, äëÿ êàæäîé ñòàäèè ïðîöåññà ∆F+
1
(n) < 0 è ∆F−

2
(n + 1) < 0:

∆F+
1
(n) =

e2

C

{
1

2
+

(
n +

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V >
2|e|

(C
0
+ 2C

2
)

(
n +

1

2

)
−

2C
0

(C
0
+ 2C

2
)
V0.

∆F−
2
(n + 1) =

e2

C

{
−
1

2
−
(
n +

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V > −
2|e|

(C
0
+ 2C

1
)

(
n +

1

2

)
+

2C
0

(C
0
+ 2C

1
)
V0.
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Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ

CV
|e|

>
2C

(C
0
+ 2C

2
)

(
n +

1

2
−

C
0
V
0

|e|

)
è

CV
|e|

>
2C

(C
0
+ 2C

2
)

(
−n −

1

2
+

C
0
V
0

|e|

)
.

-2 -1 0 1 2
C0V0/|e|

-2

-1

0

1

2
C
V/

|e
|
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Ïðîöåññ òèïà B

Ïðîöåññ áóäåò ïðîòåêàòü, åñëè ïîëíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû â õîäå óêàçàí-

íîãî äâóõñòàäèéíîãî ïåðåõîäà

∆F−
2
(n) + ∆F+

1
(n − 1) =

e2

C

{
1

2
+

(
n − 1+

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}
+

+
e2

C

{
1

2
−
(
n +

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

=
e2

C

(C
0
+ 2C

2
+ C

0
+ 2C

1
)

2e
V = eV

áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýíåðãåòè÷åñêîé âûãîäíîñòè

òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå V > 0.

Êðîìå ýòîãî, äëÿ êàæäîé ñòàäèè ïðîöåññà ∆F+
1
(n − 1) < 0 è ∆F−

2
(n) < 0:

∆F+
1
(n − 1) =

e2

C

{
−
1

2
+

(
n +

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V >
2|e|

(C
0
+ 2C

2
)

(
n −

1

2

)
−

2C
0

(C
0
+ 2C

2
)
V0.

∆F−
2
(n) =

e2

C

{
1

2
−
(
n +

C
0
V
0

e

)
+

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V > −
2|e|

(C
0
+ 2C

1
)

(
n −

1

2

)
+

2C
0

(C
0
+ 2C

1
)
V0.
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Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ

CV
|e|

>
2C

(C
0
+ 2C

2
)

(
n −

1

2
−

C
0
V
0

|e|

)
è

CV
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>
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0
+ 2C

2
)

(
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1

2
+
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V
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|e|

)
.
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Ïðîöåññ òèïà C

Ïðîöåññ áóäåò ïðîòåêàòü, åñëè ïîëíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû â õîäå óêàçàí-

íîãî äâóõñòàäèéíîãî ïåðåõîäà

∆F−
1
(n) + ∆F+

2
(n − 1) =

e2

C

{
1

2
−
(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}
+

+
e2

C

{
−
1

2
+

(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

= −
e2

C

(C
0
+ 2C

2
+ C

0
+ 2C

1
)

2e
V = −eV

áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýíåðãåòè÷åñêîé âûãîäíîñòè

òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå V < 0.

Êðîìå ýòîãî, äëÿ êàæäîé ñòàäèè ïðîöåññà ∆F−
1
(n) < 0 è ∆F+

2
(n − 1) < 0:

∆F−
1
(n) =

e2

C

{
1

2
−
(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V <
2|e|

(C
0
+ 2C

2
)

(
n −

1

2

)
−

2C
0

(C
0
+ 2C

2
)
V0.

∆F+
2
(n − 1) =

e2

C

{
−
1

2
+

(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V < −
2|e|

(C
0
+ 2C

1
)

(
n −

1

2

)
+

2C
0

(C
0
+ 2C

1
)
V0.
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Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ

CV
|e|

<
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+
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Ïðîöåññ òèïà D

Ïðîöåññ áóäåò ïðîòåêàòü, åñëè ïîëíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû â õîäå óêàçàí-

íîãî äâóõñòàäèéíîãî ïåðåõîäà

∆F−
1
(n − 1) + ∆F+

2
(n) =

e2

C

{
−
1

2
−
(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}
+

+
e2

C

{
1

2
+

(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

= −
e2

C

(C
0
+ 2C

2
+ C

0
+ 2C

1
)

2e
V = −eV

áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýíåðãåòè÷åñêîé âûãîäíîñòè

òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå V < 0.

Êðîìå ýòîãî, äëÿ êàæäîé ñòàäèè ïðîöåññà ∆F−
1
(n − 1) < 0 è ∆F+

2
(n) < 0:

∆F−
1
(n − 1) =

e2

C

{
−
1

2
−
(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

2
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V <
2|e|

(C
0
+ 2C

2
)

(
n +

1

2

)
−

2C

(C
0
+ 2C

2
)
V0.

∆F+
2
(n) =

e2

C

{
1

2
+

(
n +

C
0
V
0

e

)
−

(C
0
+ 2C

1
)

2e
V
}

< 0 =⇒

V < −
2|e|

(C
0
+ 2C

1
)

(
n +

1

2

)
+

2C

(C
0
+ 2C

1
)
V0.
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Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ

CV
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Ôàçîâàÿ äèàãðàììà V − V0: Coulomb diamonds

Â çàøòðèõîâàííûõ îáëàñòÿõ òîê ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îòñóòñòâóåò � êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

òóííåëèðîâàíèÿ
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Ðàñ÷¼ò ïðîâîäèìîñòè îäíîýëåêòðîííîãî òðàíçèñòîðà:

îñíîâíûå èäåè∗

Ñêîðîñòè ïåðåõîäîâ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç ïåðâûé è âòîðîé òóííåëüíûå ïåðåõîäû:

Γ
(1)
n→n±1

=
1

e2R
1

·
−∆F±

1
(n)

1− exp
(
∆F±

1
(n)/kBΘ

) è Γ
(2)
n→n±1

=
1

e2R
2

·
−∆F±

2
(n)

1− exp
(
∆F±

2
(n)/kBΘ

) .
Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ wn ÷èñëà èçáûòî÷íûõ ýëåêòðîíîâ:

d

dt
wn = wn+1 Γn+1→n + wn−1 Γn−1→n − wn Γn→n+1 − wn Γn→n−1.

Òóííåëüíûé òîê ìåæäó èñòîêîì è ñòîêîì

I = e
∞∑

n=−∞
wn

{
Γ
(1)
n→n−1

− Γ
(1)
n→n+1

}
= e

∞∑
n=−∞

wn

{
Γ
(2)
n→n+1 − Γ

(2)
n→n−1

}
,

Êîíäàêòàíñ îäíîýëåêòðîííîãî òðàíçèñòîðà

G ≃
∞∑

n=−∞
w

(0)
n

(
1

R
1
+ R

2

)
∆F

0
(n)/2kBΘ

sinh
(
∆F

0
(n)/2kBΘ

) exp
[
−∆F0(n)/2kBΘ

]
.
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Îñöèëëÿöèè ïðîâîäèìîñòè â çàâèñèìîñòè îò V0

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: λ = e2/2CkBΘ è ξ = C
0
V
0
/e

I

V
≃
(

1

R
1
+ R

2

)
e−λ/4

 ∞∑
m=−∞

e−λ(m+ξ)2

−1 ∞∑
n=−∞

e−λ(n+ξ+1/2)2 λ(n + ξ + 1/2)

sinhλ(n + ξ + 1/2)
.
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Äåìèõîâñêèé, Âóãàëüòåð, Ôèçèêà êâàíòîâûõ íèçêîðàçìåðíûõ ñòðóêòóð, Ìîñêâà, Ëîãîñ (2000).
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Mîäåëèðîâàíèå SET ñ ðåàëèñòè÷íûìè ïàðàìåòðàìè

Pallecchi, PhD thesis (Regensburg, 2009)
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Mîäåëèðîâàíèå SET ñ ðåàëèñòè÷íûìè ïàðàìåòðàìè:

êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà + ðàçìåðíûå ýôôåêòû

Hofheinz, PhD thesis (Grenoble, 2006)

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 9 30 ñåíòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 27 / 30



Ýêñïåðèìåíò: êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà â íàíîïðîâîëîêå

Thelander, Martensson, Bjork, Ohlsson, Larsson, Wallenberg, and Samuelson, Appl. Phys. Lett. vol. 83, 2052

(2003).
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Ýêñïåðèìåíò: êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ

íàíîñòðóêòóðàõ

Hofheinz, PhD thesis (Grenoble, 2006)
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Êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà è êâàíòîâûé äèçàéí îäåæäû :-)
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Ëåêöèÿ 10

Òóííåëüíûé òîê â ñòðóêòóðå ñ ôåððîìàãíèòíûìè

áåðåãàìè. Ñïèíîâûé âåíòèëü

Ñïèí-ïîëÿðèçîâàííàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ
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Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå∗

Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå � êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé ýôôåêò, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå

òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö è ïðèâîäÿùèé ê çàâèñèìîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö îò å¼ ñïèíà.

Ïðåîáðàçîâàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè ïåðåñòàíîâêå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö:

Ψ(r1, s1; r2, s2) = αΨ(r2, s2; r1, s1) = α2 Ψ(r1, s1; r2, s2) =⇒ α2 = 1 =⇒ α = ±1

Ýëåêòðîíû � ýòî ôåðìèîíû, ïîýòîìó ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü àíòèñèììåòðè÷-

íîé ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå: Ψ(r
1
, s
1
; r

2
, s
2
) = −Ψ(r

2
, s
2
; r

1
, s
1
). Àíòèñèììåòðè÷íîñòü

âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé

ôóíêöèè ìîæåò áûòü ñèììåòðè÷íà, à ñïèíîâàÿ � àíòèñèììåòðè÷íà, èëè íàîáîðîò.

Ïðèìåð: àòîì ãåëèÿ Ĥ = p2
1
/2m

0
+ p2

2
/2m

0
− 2e2/|r

1
| − 2e2/|r

2
|+e2/|r

1
− r

2
|.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå ýíåðãèè çàäà÷è èìåþò âèä

Ïàðàãåëèé : Ψ(p)(r1, s1; r2, s2) = ϕsym(r1, r2) · σasym(s1, s2) è E (p) = E0 + K+J

Îðòîãåëèé : Ψ(o)(r1, s1; r2, s2) = ϕasym(r1, r2) · σsym(s1, s2) è E (o) = E0 + K−J

K =

∫∫
|ϕ100(r1)|2

e2

|r
1
− r

2
|
|ϕ∗100(r1)|2 dr1dr2 > 0 è

J =

∫∫
ϕ
(1)
100

(r1)ϕ
(2)
100

(r2)
e2

|r
1
− r

2
|
ϕ
(2)∗
100

(r2)ϕ
(1)∗
100

(r1) dr1dr2 > 0.
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s − d ìîäåëü îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â

ôåððîìàãíèòíûõ ìåòàëëàõ

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îïèñàíèå ýëåêòðîíîâ â ìàãíèòíîì ìàòåðèàëå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé çà-

äà÷åé â ñèëó ñèëüíûõ ñïèíîâûõ êîððåëÿöèé, êîòîðûå èìåþò îáìåííóþ ïðèðîäó. Îäíèì èç

ïðîñòûõ è ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ s−d ìîäåëü,

ïðåäëîæåííàÿ Øóáèíûì, Âîíñîâñêèì è Çèíåðîì è ñâîäÿùàÿ ñëîæíóþ ìíîãîýëåêòðîííóþ

çàäà÷ó ê ýôôåêòèâíîìó îäíîýëåêòðîííîìó ãàìèëüòîíèàíó.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïèíû ëîêàëèçîâàííûõ d−ýëåêòðîíîâ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ôåððîìàãíèò-

íûì îáðàçîì, ôîðìèðóÿ ñðåäíþþ íàìàãíè÷åííîñòü îáðàçöà M(r). Ñâîáîäíûå s−ýëåêòðîíû
âûñøèõ îáîëî÷åê, îáåñïå÷èâàþùèå ìåòàëëè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü, âçàèìîäåéñòâóþò ñ ëîêà-

ëèçîâàííûìè d−ýëåêòðîíàìè ïîñðåäñòâîì ëîêàëüíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýôôåê-

òèâíûé ãàìèëüòîíèàí â s − d ìîäåëè èìååò âèä çååìàíîâñêîãî ñëàãàåìîãî

Ĥs−d = −Jm(r) · σ̂ = −J mx (r) · σ̂x − J my (r) · σ̂y − J mz (r) · σ̂z ,

ãäå J � îáìåííàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè; m(r) = M(r)/Ms � åäè-

íè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ëîêàëüíîé íàìàãíè÷åííîñòè, ãäå Ms � íàìàãíè÷åííîñòü íàñû-

ùåíèÿ; σ̂ =
{
σ̂x , σ̂y , σ̂z

}
� îïåðàòîð ñïèíà ýëåêòðîíà (âåêòîð ìàòðèö Ïàóëè)

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
.
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Îöåíêà ïàðàìåòðîâ s − d ìîäåëè∗

Îöåíèì êîíñòàíòó îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòàíòà

îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ J ñâÿçàíà ñ òåìïåðàòóðîé Êþðè Tc ñîîòíîøåíèåì âèäà

J ∼ kBTc ,

ãäå kB = 8.6 · 10−5 ýÂ/K � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Äëÿ ñèëüíûõ ôåððîìàãíåòèêîâ ñ òåì-

ïåðàòóðîé Êþðè ïîðÿäêà 103 K (íàïðèìåð, Fe, Co) êîíñòàíòà îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è,

ñîîòâåòñòâåííî, òèïè÷íàÿ îáìåííàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ýëåêòðîíîâ ìîæåò äîñòèãàòü âåëè÷èí ïî-

ðÿäêà 0.1 ýÂ.

Âìåñòî îáìåííîé êîíñòàíòû J è âåêòîðà m(r) ÷àñòî ââîäÿò îáìåííîå ïîëå èëè ìîëåêóëÿðíîå

ïîëå Âåéññà

h(r) ≡ Jm(r),

òîãäà ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò âèä çååìàíîâñêîãî ñëàãàåìîãî

Ĥs−d = −h(r) · σ̂.

Ñðàâíèì òèïè÷íóþ îáìåííóþ ýíåðãèþ ñ çååìàíîâñêîé ýíåðãèåé äëÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì

ïîëå µBB, ãäå µB ≃ 5.8 · 10−5 ýÂ/Të � ìàãíåòîí Áîðà è B � èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Çååìàíîâñêàÿ ýíåðãèÿ ïîðÿäêà 0.1 ýÂ ñîîòâåòñòâóåò ñâåðõñèëüíûì ìàãíèòíûì ïîëÿì ïîðÿäêà

103 Òë.
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Ýëåêòðîííûå âîëíû â îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííîì

ôåððîìàãíåòèêå

Çàïèøåì íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ïàóëè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè

iℏ
∂

∂t

(
Ψ(1)

Ψ(2)

)
= Ĥ

(
Ψ(1)

Ψ(2)

)
, ãäå Ĥ = −

ℏ2

2m∗ ∆+ U(r)− Jm(r) · σ̂,

ãäå Ĥ � ýôôåêòèâíûé îäíîýëåêòðîííûé ãàìèëüòîíèàí. Ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå â Ĥ ñîîò-

âåòñòâóþò êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿì ýëåêòðîíà; òðåòüå ñëàãàåìîå −Jm(r) · σ̂
åñòü îáìåííàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ôåððîìàãíåòèêå â s − d ïðèáëèæåíèè.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíê-

öèåé âèäà ñ ýíåðãèåé E∥(
Ψ(1)(r , t)

Ψ(2)(r , t)

)
=

(
ψ(1)(r)

ψ(2)(r)

)
· e−iE∥t/ℏ

è ïåðåéä¼ì ê ñòàöèîíàðíîìó ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ Ïàóëè

Ĥ

(
ψ(1)(r)

ψ(2)(r)

)
= E∥

(
ψ(1)(r)

ψ(2)(r)

)
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Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ è ââåä¼ì îñü ξ âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ

ýëåêòðîíà, òîãäà

Ĥξ = −
ℏ2

2m∗
d2

dξ2
+ U0 − Jm · σ̂.

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü z íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè m.

Âûáåðåì îñü z â êà÷åñòâå îñè êâàíòîâàíèÿ ñïèíà, òîãäà ìàòðèöà −Jm · σ̂ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû

−Jm · σ̂ = −J mz σ̂ =

(
−J 0

0 +J

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå êîìïîíåíò ñïèíîðà ìîãóò áûòü âûáðàíû âîëíîâûå ôóíêöèè:

ψ(1) = ψ↑(ξ) è ψ
(2) = ψ↓(ξ) äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ïàðàëëåëüíî (àíòèïàðàëëåëüíî) ëîêàëü-

íîìó ïîëþ.

Âíóòðè îäíîðîäíîé ñðåäû ñ ïîòåíöèàëîì U
0
óðàâíåíèÿ Ïàóëè ñâîäÿòñÿ ê íåçàâèñèìûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

−
ℏ2

2m∗ ·
d2ψ↑

dξ2
+ U0 ψ↑ − J ψ↑ = E∥ ψ↑ è −

ℏ2

2m∗ ·
d2ψ↓

dξ2
+ U0 ψ↓ + J ψ↓ = E∥ ψ↓.

Ðåøåíèÿì óðàâíåíèé Ïàóëè âíóòðè îäíîðîäíîé ñðåäû ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå áåãóùèå âîëíû ïî-

ñòîÿííîé àìïëèòóäû

ψ↑ = e±ik↑ξ è ψ↓ = e±ik↓ξ.
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Âîëíîâûå âåêòîðà äëÿ îäíîðîäíûõ ïëîñêèõ âîëí îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

k↑ =

√
2m∗

ℏ2
(E∥ − U

0
+ J) è k↓ =

√
2m∗

ℏ2
(E∥ − U

0
− J).

Òàêèì îáðàçîì, â ôåððîìàãíèòíîì ìåòàëëå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ E∥ ñóùåñòâóþò äâå ïàðû

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ± k↑ èëè ± k↓ (äâå ñïèíîâûå ïîäçîíû):

E = U0 + h̄2k2/2m∗

k↑ = k↓

E = U0 + h̄2k2/2m∗ ± J

k↓ k↑

↓

↑

Îáùåå ðåøåíèå â ôåððîìàãíèòíîì ìåòàëëå ñ îäíîðîäíîé íàìàãíè÷åííîñòüþ èìååò âèä

ψ↑ = A↑ e ik↑ξ + B↑ e−ik↑ξ è ψ↓ = A↓ e ik↓ξ + B↓ e−ik↓ξ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òóííåëèðîâàíèÿ: îáùèé ñëó÷àé

Slonczewski, Phys. Rev. B, vol. 39, 6995-7002 (1989).

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ôåððîìàãíèòíûõ ìåòàëëîâ ñ îäíîðîäíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè è ñëîÿ èçîëÿòîðà òîëùèíû w ìåæäó ôåððîìàãíåòèêàìè. Îñü ξ

îðèåíòèðîâàíà âäîëü òîêà è ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöàì ðàçäåëà. Îðèåíòàöèÿ âåêòîðîâ M
1

è M
2
îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà çíà÷åíèÿ íå èìååò.

0 w ξw

E

M1

xy

z x′

y′

z′

α

M2

U = U1 U = U1

U = U2

Óðàâíåíèå Ïàóëè (ò.å. ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ñ ó÷¼òîì îáìåííîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ), îïèñûâàþùåå îäíîìåðíóþ çàäà÷ó óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ĥξ

(
ψ(1)

ψ(2)

)
= E∥

(
ψ(1)

ψ(2)

)
, ãäå Ĥξ = −

ℏ2

2m∗
d2

dξ2
+ U(ξ)− Jm · σ̂.
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Êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå

U1 − J U1 − J

Ferromagnetic Insulator Ferromagnetic
metal 1 metal 2

↑

m1 m2

U1 + J U1 + J

m1 m2

U1 − J

U1 + J

Ferromagnetic Insulator Ferromagnetic
metal 1 metal 2

↑

m1 m2

U1 + J

U1 − J

m1 m2

Äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ (E∥ è J) â ìåòàëëå 1 íå ñóùåñòâóåò áåãóùèõ âîëí ïîñòîÿííîé

àìïëèòóäû ñî ñïèíîì ïðîòèâ ïîëÿ M
1
.
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Ðàññåÿíèå ↑ −÷àñòèöû íà ïðÿìîóãîëüíîì áàðüåðå

Ðàññìîòðèì ïàäåíèå ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîé ÷àñòèöû èç íèæíåé ñïèíîâîé ïîäçîíû ôåððîìàã-

íèòíîãî ìåòàëëà 1 (ñïèí ââåðõ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå (x , y , z)) íà èçîëèðóþùèé áàðüåð ïî

íîðìàëè è òóííåëèðîâàíèå ýòîé ÷àñòèöû â ôåððîìàãíèòíûé ìåòàëë 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ïîëÿ M
1
è M

2
îäèíàêîâû ïî âåëè÷èíå (|M

1
| = |M

2
| = Ms) è â îáùåì ñëó÷àå íåïàðàëëåëü-

íû.

E

k↓ k↑

↓

↑

E

k′↓ k′↑

↓′

↑′

reflection transmission

Âíóòðè îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííîãî ìåòàëëà 1 îáùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïî-

çèöèþ ïëîñêèõ âîëí, îïèñûâàþùèõ ïàäàþùóþ âîëíó è îòðàæ¼ííûå âîëíû ñ ñîõðàíåíèåì è

ïåðåâîðîòîì ñïèíà

ψ
1↑ = A

1↑ e ik↑ξ + B
1↑ e

−ik↑ξ è ψ
1↓ = B

1↓ e−ik↓ξ.
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0 w ξw

E

M1

xy

z x′

y′

z′

α

M2

U = U1 U = U1

U = U2

Â îáëàñòè 2 â êà÷åñòâå îñè êâàíòîâàíèÿ ñïèíà ìîæíî âûáðàòü îñü z, ïàðàëëåëüíóþ ïî-

ëþ M
1
â ìåòàëëå 1. Âíóòðè èçîëèðóþùåãî íåìàãíèòíîãî áàðüåðà âûñîòîé U

2
ïðè óñëîâèè

E∥ < U
2
îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷åòûðåõ íåðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

âîëí ñ ìíèìûì âîëíîâûì âåêòîðîì k = iκ, ãäå κ =
√
2m∗ (U2 − E∥)/ℏ � äåêðåìåíò çàòóõà-

íèÿ, íåçàâèñÿùèé îò ñïèíà ÷àñòèöû

ψ
2↑ = A

2↑ e−κξ + B
2↑ eκξ è ψ

2↓ = A
2↓ e−κξ + B

2↓ eκξ.

Â îáëàñòè 3 â êà÷åñòâå îñè êâàíòîâàíèÿ ñïèíà ìîæíî âûáðàòü îñü z ′, ïàðàëëåëüíóþ ïîëþ

M
2
â ìåòàëëå 2, è â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðèíöèïîì ïðè÷èííîñòè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ïëîñêèõ

âîëí, áåãóùèõ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè ξ

ψ′
3↑ = A

3↑ e ik↑(ξ−w) è ψ′
3↓ = A

3↓ e ik↓(ξ−w).
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Ïîâîðîò îñè êâàíòîâàíèÿ ñïèíà

Äëÿ çàïèñè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå

îñü êâàíòîâàíèÿ (íàïðèìåð, z), ïîýòîìó êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè íóæíî ìîäèôèöè-

ðîâàòü ïî ñòàíäàðòíûì ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèé ñïèíîðîâ.

Íàïîìèíàåì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñïèíîðà ïðè ïîâîðîòå îñè êâàíòîâàíèÿ ñïèíà

âîêðóã îñåé x , y è z äà¼òñÿ ñëåäóþùèì ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì(
ψ(1)

ψ(2)

)
= Ŝ

(
ψ(1),′

ψ(2),′

)
,

ãäå

Ŝx =

(
cosφ/2 i sinφ/2

i sinφ/2 cosφ/2

)
, Ŝy =

(
cosφ/2 sinφ/2

− sinφ/2 cosφ/2

)
, Ŝz =

(
e iφ/2 0

0 e−iφ/2

)

Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà êîîðäèíàò (x ′, y ′, z ′) ïîâåðíóòà íà óãîë α âîêðóã îñè y îòíîñèòåëüíî

ñèñòåìû (x , y , z), ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè â îñÿõ (x , y , z) â

ìåòàëëå 2 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà Ŝy :

ψ
3↑ = ψ′

3↑ cos
α

2
+ ψ′

3↓ sin
α

2
= A

3↑ e ik↑(ξ−w) cos
α

2
+ A

3↓ e ik↓(ξ−w) sin
α

2
,

ψ
3↓ = −ψ′

3↑ sin
α

2
+ ψ′

3↓ cos
α

2
= −A

3↑ e
ik↑(ξ−w) sin

α

2
+ A

3↓ e
ik↓(ξ−w) cos

α

2
.

Ëàíäàó, Ëèôøèö, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ. Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò (2001).
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Íîðìàëüíûå ýëåêòðîííûå âîëíû â ôåððîìàãíåòèêå ñ

ïðîèçâîëüíîé îñüþ êâàíòîâàíèÿ ñïèíà∗

Ìîæíî ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ â ôåððîìàãíåòèêå áåç

èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà. Çàïèøåì óðàâíåíèå Ïàóëè äëÿ ñïèíîðà, èñïîëüçóÿ ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò (x , y , z)

−
ℏ2

2m∗∆

(
ψ(1)

ψ(2)

)
+ U0

(
ψ(1)

ψ(2)

)
− J mx σ̂x

(
ψ(1)

ψ(2)

)
− J mz σ̂z

(
ψ(1)

ψ(2)

)
= E∥

(
ψ(1)

ψ(2)

)
.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîðà èìååò âèä

−
ℏ2

2m∗∆ψ
(1) +

(
U0 − J mz

)
ψ(1) − J mx ψ

(2) = E∥ψ
(1),

−
ℏ2

2m∗∆ψ
(2) − J mx ψ

(1) +
(
U0 + J mz

)
ψ(2) = E∥ψ

(2).

Ïîñêîëüêó mx = − sinα è mz = cosα � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè

(ñì. ðèñóíîê íà ñëàéäàõ 7 è 12), òî

−
ℏ2

2m∗∆ψ
(1) +

(
U0 − J cosα

)
ψ(1) + J sinαψ(2) = E∥ψ

(1),

−
ℏ2

2m∗∆ψ
(2) + J sinαψ(1) +

(
U0 + J cosα

)
ψ(2) = E∥ψ

(2).
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Áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîðà â âèäå

ψ(1) = u · e ikξ è ψ(2) = v · e ikξ,

òîãäà äëÿ àìïëèòóä âîëí u è v ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(
ℏ2k2

2m∗ + U0 − J cosα− E∥

)
· u + J sinα · v = 0, (∗)

J sinα · u +

(
ℏ2k2

2m∗ + U0 + J cosα− E∥

)
· v = 0. (∗∗)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì ñïåêòð ðàç-

ðåø¼ííûõ ñîñòîÿíèé(
ℏ2k2

2m∗ + U0 − E∥ + J cosα

) (
ℏ2k2

2m∗ + U0 − E∥ − J cosα

)
− J2 sin2 α = 0

èëè

(
ℏ2k2

2m∗ + U0 − E∥

)2

− J2 cos2 α− J2 sinα = 0 =⇒ E∥ =
ℏ2k2

2m∗ − U0 ∓ J.

Ïîïóòíî ïîêàçàëè, ÷òî âîëíîâûå âåêòîðà ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûõ ýëåêòðîííûõ âîëí îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

k↑ =

√
2m∗

ℏ2
(E∥ − U

0
+ J) è k↓ =

√
2m∗

ℏ2
(E∥ − U

0
− J).
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1. Ïîäñòàâëÿÿ k = k↑ â óðàâíåíèå (*), íàõîäèì

(1− cosα) · u + sinα · v = 0 èëè 2 sin2
α

2
· u + 2 sin

α

2
cos

α

2
· v = 0,

îòêóäà ñëåäóåò u = cosα/2 è v = − sinα/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå

íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå èìååò âèä

ψ̂↑ =

(
u

v

)
e ik↑ ξ =

(
cosα/2

− sinα/2

)
e ik↑ ξ.

2. Ïîäñòàâëÿÿ k = k↓ â óðàâíåíèå (*), íàõîäèì

(−1− cosα) · u + sinα · v = 0 èëè − 2 cos2
α

2
· u + 2 sin

α

2
cos

α

2
· v = 0,

îòêóäà ñëåäóåò u = sinα/2 è v = cosα/2. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå íîð-

ìèðîâàííîå ðåøåíèå èìååò âèä

ψ̂↓ =

(
u

v

)
e ik↓ ξ =

(
sinα/2

cosα/2

)
e ik↓ ξ.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé:

ψ̂ = A ψ̂↑ + B ψ̂↓ =

(
A cosα/2 · e ik↑ ξ + B sinα/2 · e ik↓ ξ

−A sinα/2 · e ik↑ ξ + B cosα/2 · e ik↓ ξ

)
.

Ñðàâíèòå ñ ïîëó÷åííûì îáùèì ðåøåíèåì â îáëàñòè 3 (ñì. ñëàéä 13).
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Ðàññåÿíèå ↑ −÷àñòèöû íà ïðÿìîóãîëüíîì áàðüåðå:

ïðîäîëæåíèå

Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò ñïèíîðîâ è ïåðâûõ ïðîèç-

âîäíûõ ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ áàðüåðà:

ξ = 0 : A
1↑ + B

1↑ = A
2↑ + B

2↑, ik↑ A
1↑ − ik↑ b

1↑ = −κ A
2↑ + κ B

2↑,

B
1↓ = A

2↓ + b
2↓, −ik↓ B

1↓ = −κ A
2↓ + κ B

2↓

ξ = w : A
2↑ e−κw + B

2↑ e
κw = A

3↑ cos
α

2
+ A

3↓ sin
α

2
,

− κ A
2↑ e

−κw + κ B
2↑ e

κw = ik↑ A
3↑ cos

α

2
+ ik↓ A

3↓ sin
α

2
,

A
2↓ e−κw + B

2↓ e
κw = −A

3↑ sin
α

2
+ A

3↓ cos
α

2
,

− κ A
2↓ e

−κw + κ B
2↓ eκw = −ik↑ A3↑ sin

α

2
+ ik↓ A3↓ cos

α

2
.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó 8 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 8 íåèçâåñòíûìè (B
1↑, B1↓, A2↑, A2↓, B2↑, B2↓,

A
3↑ è A

3↓) äëÿ çàäàííîé àìïëèòóäû ïàäàþùåé âîëíû A
1↑.
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Êîýôôèöèåíòû B
1↑, B1↓, A2↑ è A

2↓ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç àìïëèòóäó ïàäàþùåé âîëíû A
1↑

è êîýôôèöèåíòû B
2↑, B2↓

B
1↑ = A

2↑ + B
2↑ − A

1↑, B
1↓ = A

2↓ + B
2↓,

A
2↑ = −

2ik↑

(κ− ik↑)
a
1↑ +

(κ + ik↑)

(κ − ik↑)
B
2↑, A

2↓ =
(κ + ik↓)

(κ − ik↓)
B
2↓

Äëÿ ìàëîïðîçðà÷íîãî áàðüåðà (eκw ≫ e−κw ) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûå îòâåòû äëÿ àìïëèòóä

âîëíîâûõ ôóíêöèé âíóòðè áàðüåðà

B
2↑ ≃ −

2ik↑ e
−2κw

[
κ2 + k↑k↓ + iκ(k↑ − k↓) cosα

]
(κ − ik↑)

2(κ − ik↓)
A
1↑,

B
2↓ ≃

2κk↑ e−2κw (k↓ − k↑) sinα

(κ − ik↑)
2(κ − ik↓)

A
1↑,

è çà áàðüåðîì

A
3↑ ≃ −

4ik↑κ e−κw

(κ − ik↑)
2

· cos
α

2
· A

1↑ è A
3↓ ≃ −

4ik↑κ e−κw

(κ − ik↑)(κ − ik↓)
· sin

α

2
· A

1↑,

ãäå A
1↑ � àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû.
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Ðàññåÿíèå ↓ −÷àñòèöû íà ïðÿìîóãîëüíîì áàðüåðå

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì âíèç â àíàëîãè÷íîé ñèñòåìå. Îáùåå ðåøå-

íèå âî âñåõ òð¼õ îáëàñòÿõ äîëæíî èìåòü ñëåäóþùèé âèä

ψ
1↑ = B

1↑ e−ik↑ξ, ψ
1↓ = A

1↓ e
ik↓ξ + B

1↓ e−ik↓ξ.

ψ
2↑ = A

2↑ e−κξ + B
2↑ e

κξ, ψ
2↓ = A

2↓ e−κξ + B
2↓ eκξ.

ψ′
3↑ = A

3↑ e ik↑(ξ−w), ψ′
3↓ = A

3↓ e ik↓(ξ−w).

E

k↓ k↑

↓

↑

E

k′↓ k′↑

↓′

↑′

reflection transmission
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Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò ñïèíîðîâ è ïåðâûõ ïðîèç-

âîäíûõ ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ áàðüåðà:

ξ = 0 : B
1↑ = A

2↑ + B
2↑,−ik↑ B1↑ = −κ A

2↑ + κ B
2↑,

A
1↓ + B

1↓ = A
2↓ + B

2↓, ik↓ A
1↓ − ik↓ B

1↓ = −κ A
2↓ + κ B

2↓,

ξ = w : A
2↑ e−κw + B

2↑ e
κw = A

3↑ cos
α

2
+ A

3↓ sin
α

2
,

− κ A
2↑ e−κw + κ B

2↑ e
κw = ik↑ A

3↑ cos
α

2
+ ik↓ A

3↓ sin
α

2
,

A
2↓ e−κw + B

2↓ e
κw = −A

3↑ sin
α

2
+ A

3↓ cos
α

2
,

− κ A
2↓ e

−κw + κ B
2↓ eκw = −ik↑ A3↑ sin

α

2
+ ik↓ A3↓ cos

α

2
.

Äëÿ ìàëîïðîçðà÷íîãî áàðüåðà (eκw ≫ e−κw ) çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä âîëí â

îáëàñòè çà áàðüåðîì

A
3↑ ≃

4iκk↓ e−κw

(κ − ik↓)(κ − ik↑)
· sin

α

2
· A

1↓ è A
3↓ ≃ −

4iκk↓ e−κw

(κ − ik↓)
2

· cos
α

2
· A

1↓.
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Ïëîòíîñòü òóííåëüíîãî òîêà â ôåððîìàãíåòèêå

Ïóñòü e = −|e| åñòü ýëåìåíòàðíûé çàðÿä ýëåêòðîíà ñ ó÷¼òîì çíàêà, òîãäà ëîêàëüíûé ýëåê-

òðè÷åñêèé çàðÿä ðàâåí

Q = e
∑
σ

ψσψ
∗
σ = eψ↑ψ

∗
↑ + eψ↓ψ

∗
↓ .

Èñïîëüçóåì èñõîäíûå íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ Ïàóëè (ñëàéä 5) è âû÷èñëèì ñêîðîñòü èç-

ìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà

∂Q

∂t
= e

ψ∗
↑

iℏ

(
iℏ
∂ψ↑

∂t

)
+ e

ψ↑

iℏ

(
iℏ
∂ψ∗

↑

∂t

)
+ e

ψ∗
↓

iℏ

(
iℏ
∂ψ↓

∂t

)
+ e

ψ↓

iℏ

(
iℏ
∂ψ↓

∂t

)
=

=
e

iℏ

(
−

ℏ2

2m∗

) {
ψ∗
↑ ∇2ψ↑ − ψ↑ ∇

2ψ∗
↑ + ψ∗

↓ ∇2ψ↓ − ψ↓ ∇2ψ∗
↓

}
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (ó÷èòûâàåì, ÷òî z−z∗ = (a+ ib)−(a− ib) = 2i Im z)

∂Q

∂t
+ div j = 0, ãäå j =

(
eℏ
m∗

) {
Im
(
ψ∗
↑ ∇ψ↑

)
+ Im

(
ψ∗
↓ ∇ψ↓

)}
.

Äëÿ ïëîñêîñëîèñòîé ñèñòåìû F�I�F ïëîòíîñòü òîêà íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû ξ. Äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïëîòíîñòè òóííåëüíîãî òîêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü 3 çà áàðüåðîì, ïîñêîëüêó

òàì äëÿ êàæäîì ïðîåêöèè ñïèíà ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà òèïà ýëåêòðîííûõ âîëí, à íå ÷åòûðå

(êàê â îáëàñòÿõ 1 è 2).
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Ïëîòíîñòü òóííåëüíîãî òîêà â îáëàñòè çà áàðüåðîì

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö â ïðàâîì ôåððîìàãíèòíîì

ìåòàëëå (ξ > w) âîçíèêàåò ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè

ψ′
↑ = A

3↑ e ik↑(ξ−w), ψ′
↓ = A

3↓ e ik↓(ξ−w).

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ξ−êîìïîíåíòå ïëîòíîñòè òóííåëüíîãî òîêà

j =

(
eℏ
m∗

) {
Im
(
A∗
3↑ (ik↑)A3↑

)
+ Im

(
A∗
3↓ (ik↓)A3↓

)}
=

(
eℏ
m∗

) {
k↑ |A

3↑|
2 + (Re k↓) |A3↓|

2

}
.

1. Ïðè ðàññåÿíèè ↑ − ÷àñòèöû àìïëèòóäû âîëí â îáëàñòè çà áàðüåðîì îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-

íîøåíèÿìè

A
3↑ ≃ −

4ik↑κ e−κw

(κ − ik↑)
2

· cos
α

2
· A

1↑ è A
3↓ ≃ −

4ik↑κ e−κw

(κ − ik↑)(κ − ik↓)
· sin

α

2
· A

1↑.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ðàâíîé

j↑ =

(
eℏ
m∗

) {
k↑ |A3↑|

2 + (Re k↓) |A3↓|
2

}
≃

≃ e

(
ℏk↑
m∗ |A

1↑|
2

)
·

16 k↑κ
2k↑ e−2κw

(κ2 + k2↑)(κ2 + k2↑)
·
{(

cos
α

2

)
2

+
(Re k↓)

k↑

(κ2 + k2↑)

(κ2 + k2↓)

(
sin

α

2

)
2

}
.
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2. Ïðè ðàññåÿíèè ↓ − ÷àñòèöû àìïëèòóäû âîëí â îáëàñòè çà áàðüåðîì îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-

íîøåíèÿìè

A
3↑ ≃ +

4iκk↓ e−κw

(κ − ik↓)(κ − ik↑)
· sin

α

2
· A

1↓ è A
3↓ ≃ −

4iκk↓ e−κw

(κ − ik↓)
2

· cos
α

2
· A

1↓.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ðàâíîé

j↓ =

(
eℏ
m∗

) {
k↑ |A3↑|

2 + k↓ |A
3↓|

2

}
≃

≃ e

(
ℏk↓
m∗ |A

1↓|
2

)
·

16k↓κ
2k↓ e−2κw

(κ2 + k2↓)(κ2 + k2↓)
·
{

k↑

k↓

(κ2 + k2↓)

(κ2 + k2↑)

(
sin

α

2

)
2

+
(
cos

α

2

)
2

}
.

3. Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ êàê îòíîøåíèå ïëîòíîñòè òîêà ê ïîòîêó âåðîÿò-

íîñòè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû (ñðàâíèòå ñ ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðà â íåìàãíèòíîé ñèñòåìå)

T↑ =
16 k↑κ

2k↑ e−2κw

(κ2 + k2↑)(κ2 + k2↑)
·
{(

cos
α

2

)
2

+
(Re k↓)

k↑

(κ2 + k2↑)

(κ2 + k2↓)

(
sin

α

2

)
2

}
,

T↓ =
16k↓κ

2k↓ e
−2κw

(κ2 + k2↓)(κ2 + k2↓)
·
{

k↑

k↓

(κ2 + k2↓)

(κ2 + k2↑)

(
sin

α

2

)
2

+
(
cos

α

2

)
2

}
.
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Îöåíêà ïðîâîäèìîñòè òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè íèçêèõ

òåìïåðàòóðàõ è ìàëûõ íàïðÿæåíèÿõ

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ôåððîìàãíèòíûå ìåòàëëû ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè ñ ðàâíûìè

ýôôåêòèâíûìè ìàññàìè, ýíåðãèÿìè Ôåðìè, ðàáîòîé âûõîäà è íàìàãíè÷åííîñòüþ. Ðàññìîò-

ðèì ýëåêòðîíû, íàõîäÿùèåñÿ â ôåððîìàãíèòíîì ìåòàëëå 1 (ýìèòòåðå) â óçêîé ïîëîñå ýíåðãèé

îò µ− δE äî µ (ãäå δE = |e δU|) è íàëåòàþùèå íà áàðüåð ñëåâà. Òàêèå ýëåêòðîíû áóäóò òóí-

íåëèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîçäàâàòü çàðÿäîâûé

ïîòîê â ôåððîìàãíèòíîì ìåòàëëå 2 (êîëëåêòîðå) ðàâíûé

δI = const ·
{
T↑ + T↓

}
E=µ

· δU =⇒ G =

(
δI

δU

)
U→0

= const ·
{
T↑ + T↓

}
E=µ

ãäå êîýôôèöèåíò ó÷èòûâàåò âêëàä ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîðîâ è ôîðìû áàðüåðîâ âáëèçè ýíåð-

ãèè Ôåðìè µ.

Òóííåëèðîâàíèå â äâóõïîäçîííîì ñëó÷àå

E

EF

EF − |e|U↓

↑

E

↓′

↑′
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Ïðîâîäèìîñòü ïåðåõîäà â äâóõïîäçîííîì ñëó÷àå

Â îáùåì ñëó÷àå â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ìîãóò çàïîëíåíû îáå ñïèíîâûå ïîäçîíû è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü âêëàäû íàëåòàþùèõ ÷àñòèö ñ ñïèíîì ââåðõ è ñïèíîì âíèç:

G = const ·
{
T↑ + T↓

}
E=E

F

=

= const · 16κ2 e−2κw
(κ2 + k↑k↓)

2(k↑ + k↓)
2

(κ2 + k2↑)
2(κ2 + k2↓)

2
·
{
1+

(κ2 − k↑k↓)
2 (k↑ − k↓)

2

(κ2 + k↑k↓)
2(k↑ + k↓)

2
cosα

}
.

Ââåäåì ýôôåêòèâíóþ ñïèíîâóþ ïîëÿðèçàöèþ

P =
(k↑ − k↓) (κ

2 − k↑k↓)

(k↑ + k↓) (κ2 + k↑k↓)
è P2 < 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è â ñëó÷àå íåïîëíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè òóííåëüíûé òîê òàêæå çàâèñèò

îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè âåêòîðîâ íàìàãíè÷åííîñòè G ∝ (1+ P2 cosα), ïðè ýòîì

minG ∝ 1− P2 è maxG ∝ 1+ P2.
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Ïðîâîäèìîñòü ïåðåõîäà â îäíîïîäçîííîì ñëó÷àå

Åñëè ìîëåêóëÿðíîå ïîëå î÷åíü âåëèêî, òî âåðõíÿÿ ñïèíîâàÿ ïîäçîíà ìîæåò áûòü íåçàïîëíåíà,

òîãäà

G = const ·
{
T↑ + 0

}
E=E

F

= const ·
16 k↑κ

2k↑ e
−2κw

(κ2 + k2↑)(κ2 + k2↑)
·
1

2
·
(
1+ cosα

)
,

Â ýòîì âûðàæåíèè âñå âîëíîâûå âåêòîðà k↑ è κ âçÿòû äëÿ E = EF .

Âûâîä: ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà çàâèñèò çàâèñèò îò óãëà ìåæäó M
1
è M

2
è äîñòèãàåò ìàêñè-

ìóìà äëÿ ïàðàëëåëüíîé êîíôèãóðàöèè (α = 0) è íóëÿ ïðè àíòèïàðàëëåëüíîé êîíôèãóðàöèè

(α = π). Òóííåëüíûé F-I-F ïåðåõîä � èäåàëüíûé ñïèíîâûé âåíòèëü.

E

EF

EF − |e|U

↓

↑

E

↓′

↑′
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Ôîðìà òóííåëüíîãî áàðüåðà ïåðåõîäà

â îäíîïîäçîííîì ñëó÷àå ïðè êîíå÷íîì íàïðÿæåíèè

U1 − J
U1 − J − |e|U

E|| = µ

Ferromagnetic Insulator Ferromagnetic
metal 1 metal 2

↑

m1 m2

U1 − J

U1 + J − |e|UE|| = µ
↑

m1 m2
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Ïðîâîäèìîñòü ïåðåõîäà â îäíî� è äâóõïîäçîííîì ñëó÷àå

ñ ó÷¼òîì ÷èñëà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä

Slonczewski, Phys. Rev. B, vol. 39, 6995-7002 (1989).

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ó÷åñòü âñå ìíîæèòåëè, ïîÿâëÿþùèåñÿ èç-çà ñóììèðîâàíèÿ âñåõ ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä äëÿ ïëîñêîñëîèñòûõ ñòðóêòóð (ñì. ëåêöèþ 3), òî ïðîâîäèìîñòü ïåðå-

õîäà ðàâíà

� â îäíîïîäçîííîì ñëó÷àå:

G =
e2

8π2ℏ
κ
w

8κ2k2↑ e−2κw

(κ2 + k2↑)
2

·
(
1+ cosα

)
=

κ
ℏw

[
|e|
π

κk↑ e−κw

(κ2 + k2↑)

]
2

E=E
F

·
(
1+ cosα

)
;

� â äâóõïîäçîííîì ñëó÷àå:

G =
κ
ℏw

[
|e|κ
π

(κ2 + k↑k↓) (k↑ + k↓) e
−κw

(κ2 + k2↓) (κ2 + k2↑)

]
2

E=E
F

·
(
1+ P2 cosα

)
,

ãäå P =
(k↑ − k↓) (κ

2 − k↑k↓)

(k↑ + k↓) (κ2 + k↑k↓)
.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 10 30 îêòÿáðÿ 2024 (ÌÔÒÈ) 27 / 35



Ýêñïåðèìåíò: ïåðâûå ñâèäåòåëüñòâà

ñïèí-çàâèñÿùåãî òóííåëèðîâàíèÿ

Spin-dependent tunneling and tunneling magnetoresistance (TMR): ∆G/G
0
≃ 14%

Julliere, Phys. Lett. A, vol. 54, 225-226 (1975).
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Ýêñïåðèìåíò: òóííåëüíûé ìàãíèòîðåçèñòèâíûé ýëåìåíò

Ïàøåíüêèí, Ñàïîæíèêîâ, Ãóñåâ, Ðîãîâ, Òàòàðñêèé, Ôðàåðìàí,... Ïèñüìà â ÆÝÒÔ, ò. 111, ñ. 815-818

(2020).
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Ñïèí-ïîëÿðèçîâàííàÿ ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ

ìèêðîñêîïèÿ

Spin-polarized scanning tunneling microscopy (SP-STM)

Ðåæèìû ðàáîòû:

1. Ìèêðîñêîïèÿ â ðåæèìå çàäàííîé âûñîòû èëè çàäàííîãî òîêà: z(x , y) → M(x , y)

2. Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ: z(x , y) è dI/dV (x , y) → M(x , y)

3. Ìîäóëÿöèîííàÿ ìåòîäèêà: z(x , y) + m(t) → M(x , y)

m

m
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Ñïèí-ïîëÿðèçîâàííàÿ ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ

ìèêðîñêîïèÿ: ïåðâûå ðåçóëüòàòû

Wiesendanger, G�untherodt, G�untherodt, Gambino, Ruf. Phys. Rev. Lett., vol. 111, 247-250 (1990)
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Ñïèí-ïîëÿðèçîâàííàÿ ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ

ìèêðîñêîïèÿ: èññëåäîâàíèå ìàãíèòíûõ äîìåíîâ

Krause, Berbil-Bautista, H�anke, Vonau, Bode, Wiesendanger. Europhys. Lett. vol. 76, 637�643 (2006)
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Kleiber, Bode, Ravli�c, Wiesendanger. Phys. Rev. Lett., vol. 85, 4606-4609 (2000)
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Ñïèí-ïîëÿðèçîâàííàÿ ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ

ìèêðîñêîïèÿ: ìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå íàíî÷àñòèö

von Bergmann, Bode, and Wiesendanger, J. Magn. Magn. Mater. vol. 305, 279 (2006)
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Ñïèí-ïîëÿðèçîâàííàÿ ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ

ìèêðîñêîïèÿ: ìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå îòäåëüíûõ àòîìîâ

Meier, Zhou, Wiebe, Wiesendanger, Science, vol. 320, 82�86 (2008)
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Ëåêöèè 3-4

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ çàäà÷

òóííåëèðîâàíèÿ.

Ìåòîäû Âåíòöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðèëëþýíà è Ìèëëåðà-Ãóäà.

Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â çàäà÷àõ

êâàíòîâîé ìåõàíèêè
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Öåëü ëåêöèè

Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ â íåîäíîðîäíîì ïîòåíöèàëå ïðîèçâîëüíîãî âèäà íå èìååò àíàëèòè÷å-

ñêîãî ðåøåíèÿ

Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà ìàëî ïðèãîäíû

äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì ñ òîêîì âñåãäà åñòü ëèíåéíî-

ðàñòóùàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (ñì. çàêîí Îìà j = −σ∇ϕ). Ýòî îá-

ñòîÿòåëüñòâî ïðåïÿòñòâóåò ðàçäåëåíèþ ñëîæíîãî ïîòåíöèàëà íà ñóììó ëîêàëèçîâàííûõ

íåîäíîðîäíîñòåé

Ïåðåõîä îò ïëàâíûõ ïîòåíöèàëîâ ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ðåøàòü çà-

äà÷è ðàññåÿíèÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Åñòü ïðîáëåìà � äèñ-

êðåòèçàöèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåôèçè÷íûì îñöèëëÿöèÿì êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ è

ïðîõîæäåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè

×òî äåëàòü?

Îòâåò: íóæíî ïåðåõîäèòü ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó îïèñàíèþ òóííåëèðîâàíèÿ
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Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ìîäåëü Âåíòöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðèëëþýíà (ÂÊÁ)

Â ñòàöèîíàðíîì îäíîìåðíîì óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà

−
~2

2m∗
d2ψ

dz2
+ U(z)ψ = E‖ψ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, ñäåëàåì çàìåíó ψ(z) = exp(iS(z)/~) è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôàçû âîëíîâîé

ôóíêöèè S(z) (ò. í. ýéêîíàëà â òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè)

1

2m∗

(
dS

dz

)
2

−
i~
2m∗

(
d2S

dz2

)
= E‖ − U(z).

Ïîëàãàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêà ê êëàññè÷åñêîé, áóäåì

èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ~, ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàÿ ~ êàê ìàëûé ïàðàìåòð:

S(z) = S0(z) +
~
i
S1(z) +

(
~
i

)
2

S2(z) + . . .

Â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì

1

2m∗

(
dS

0

dz

)
2

= E‖ − U(z) èëè
dS

0

dz
= ± p(z),

êîòîðîå ýëåìåíòàðíî èíòåãðèðóåòñÿ S
0
(z) = ±

∫
p(z) dz, ãäå p(z) =

√
2m∗(E‖ − U(z)) åñòü

êëàññè÷åñêèé èìïóëüñ ÷àñòèöû.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 3-4 2 ìàðòà 2023 (ÍÍÃÓ) 3 / 49



Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì

dS
0

dz

dS
1

dz
+

1

2

d2S
0

dz2
= 0 èëè

dS
1

dz
= −

1

2

S ′′
0

S ′
0

= −
1

2

p′(z)

p(z)
.

Èíòåãðèðóÿ è îïóñêàÿ ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèì

S1(z) = −
1

2
ln p(z) = − ln

√
p(z).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ýéêîíàëà S(z) ' ±
∫
p(z) dz + i~ ln

√
p(z) â ñîîòíî-

øåíèå ψ(z) = exp(iS(z)/~), ïîëó÷àåì äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ψ+(z) è ψ−(z)

ψ±(z) = exp

(
±

i

~

∫
p(z) dz +

i

~
· i~ ln

√
p(z)

)
=

1√
p(z)

exp

(
±

i

~

∫
p(z)dz

)
.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé îáùåå ðåøåíèå äëÿ êëàññè÷åñêè-ðàçðåø¼ííûõ îáëà-

ñòåé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ψ(+)(z) è ψ(−)(z)

ψ(z) =
C1√
p(z)

exp

(
i

~

∫
p(z)dz

)
+

C2√
p(z)

exp

(
−

i

~

∫
p(z)dz

)
ïðè E‖ > U(z).

Â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà èìïóëüñ ÷àñòèöû ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ìíè-

ìûì, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

ψ(z) =
C ′
1√
|p(z)|

exp

(
1

~

∫
|p(z)|dz

)
+

C ′
2√
|p(z)|

exp

(
−
1

~

∫
|p(z)|dz

)
ïðè E‖ < U(z).
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Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêèõ âûðàæåíèé

Íóëåâîé ïîðÿäîê:

ψ(z) = const · exp

(
±

i

~

∫
p(z)dz

)
.

Íóëåâîé + ïåðâûé ïîðÿäîê:

ψ(z) =
const√
p(z)

· exp

(
±

i

~

∫
p(z)dz

)
.

Íóëåâîé + ïåðâûé + âòîðîé ïîðÿäîê:

ψ(z) =
const√
p(z)

·
{
1−

i~m∗

4

F (z)

p3(z)
−

i~m∗2

8

∫
F 2(z)

p5(z)
dz

}
· exp

(
±

i

~

∫
p(z) dz

)
,

ãäå F (z) = −dU/dz åñòü êëàññè÷åñêàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó.

Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè: ó÷¼ò âûñøèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ýéêîíàëà ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷-

íûì, åñëè ∣∣∣∣m∗~ F (z)

p3(z)

∣∣∣∣� 1 èëè

∣∣∣∣ 12π dλ

dz

∣∣∣∣� 1.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå çàâåäîìî íåïðèìåíèìî âáëèçè êëàññè÷åñêèõ òî÷åê ïîâîðîòà, â

êîòîðûõ E‖ = U(z) è, ñîîòâåòñòâåííî, èìïóëüñ ÷àñòèöû p(z) áëèçîê ê íóëþ.
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Ñîãëàñîâàíèå êâàçèêëàññè÷åñêèõ âûðàæåíèé âáëèçè

òî÷åê ïîâîðîòà: ìåòîä Öâàíà (Zwaan)∗

Ëàíäàó, Ëèôøèö, ò. III, �47

Ìåòîä îñíîâàí íà îáõîäå òî÷êè ïîâîðîòà ïî êîíòóðó z = z
0

+ ρ e iθ è èñïîëüçîâàíèè àíàëè-

òè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà âáëèçè òî÷êè âåòâëåíèÿ

θ θ = 0θ = π

z0
z

ψI(z) ψII(z)

Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â çàïðåùåííîé îáëàñòè

ψII (z) =
A

(z − z0)1/4
· exp

−α z∫
z0

√
z − z

0
dz

 = A ρ−1/4 e−iθ/4 · exp

(
−
2

3
α · (z − z0)3/2

)

=⇒ ψII (ρ, θ) = A ρ−1/4 e−iθ/4 · exp

(
−
2

3
αρ3/2 ·

(
cos

3θ

2
+ i sin

3θ

2

))
.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 3-4 2 ìàðòà 2023 (ÍÍÃÓ) 6 / 49



Ñîãëàñîâàíèå êâàçèêëàññè÷åñêèõ âûðàæåíèé âáëèçè

òî÷åê ïîâîðîòà: ìåòîä Ëàíãåðà (Langer)

Ìåòîä îñíîâàí íà ñðàâíåíèè ïðè-

áëèæåííîãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ è òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Øð¼äèíãåðà âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà

Âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà ïîòåíöèàë U(z) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

U(z) ' E‖ +

(
dU

dz

)
z0

(z − z0)

è ïðèâåñòè îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

d2ψ

dz2
+

2m∗

~2
(
E‖ − U(z)

)
ψ = 0

ê ìîäåëüíîìó óðàâíåíèþ Ýéðè

d2ψ

dξ2
− ξ · ψ = 0, ãäå ξ = (z − z0) 3

√
2m∗

~2

∣∣∣∣dUdz
∣∣∣∣
z0

.
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Óðàâíåíèå Ýéðè ψ′′ − ξ · ψ = 0 èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ Ai(ξ) è Bi(ξ),

êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè

Ai(ξ) =
1

π

∞∫
0

cos

(
u3

3
+ uξ

)
du =

1
√
π|ξ|1/4

×
{

exp
(
−2ξ3/2/3

)
/2 ïðè ξ → +∞,

sin
(
−2ξ3/2/3 + π/4

)
ïðè ξ → −∞;

Bi(ξ) =
1

π

∞∫
0

{
exp

(
−
u3

3
+ uξ

)
+ sin

(
u3

3
+ uξ

)}
du =

=
1

√
π|ξ|1/4

×
{

exp
(
2ξ3/2/3

)
ïðè ξ → +∞,

cos
(
−2ξ3/2/3 + π/4

)
ïðè ξ → −∞.

-20 -15 -10 -5 0 5
x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

Ai(x)

Bi(x)
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàïðåùåííàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò

òî÷êè ïîâîðîòà, à ðàçðåøåííàÿ îáëàñòü - ñëåâà:

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå â îáëàñòè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè äîëæíî îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé

Ai(x).

Ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ àñèìïòîòèê ôóíêöèè Ýéðè Ai(x)

1

2
·

1
√
π|ξ|1/4

exp

(
−
2

3
ξ3/2

)
ïðè ξ → +∞ =⇒

1 ·
1

√
π|ξ|1/4

sin

(
−
2

3
ξ3/2 +

π

4

)
ïðè ξ → −∞.
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Êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñïðàâà îò òî÷êè ïîâîðîòà â êëàññè÷åñêè çàïðåù¼ííîé îáëàñòè

â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè

ψII (z) =
C ′
2√
|p(z)|

exp

−1~
z∫

z0

|p(z)|dz

 =

(
2m∗~

(
dU

dz

)
z0

)−1/6
C ′
2

ξ1/4
exp

(
−
2

3
ξ3/2

)
.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñëåâà îò òî÷êè ïîâîðîòà â êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè â

îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè

ψI (z) =
C
1√

p(z)
exp

 i

~

z∫
z0

p(z) dz

+
C
2√

p(z)
exp

− i

~

z∫
z0

p(x) dx

 =

=

(
2m∗~

(
dU

dz

)
z0

)−1/6 {
C
1

|ξ|1/4
exp

(
−
2

3
i |ξ|3/2

)
+

C
2

|ξ|1/4
exp

(
2

3
i |ξ|3/2

)}
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ ψI (z) èìåëî âèä ñòîÿ÷åé âîëíû sin
(
−2ξ3/2/3 + π/4

)
è,

òåì ñàìûì, ñîâïàäàëî ñ àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëÿ Ai(ξ) ïðè ξ → −∞, íåîáõîäèìî

ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû C
1

= −C
0
e−iπ/4/(2i) è C

2
= C

0
e iπ/4/(2i)

ψI (z) =

(
2m∗~

(
dU

dz

)
z0

)−1/6
C
0

|ξ|1/4
sin

(
−
2

3
ξ3/2 +

π

4

)
.
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Ôîðìóëà ñâÿçè 1

Câÿçü ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåãî ðåøåíèÿ â çàïðåù¼ííîé îáëàñòè è ñòîÿ÷åé âîëíû â

ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè

1

2

1√
|p(z)|

exp

−1~
z∫

z0

|p(z)| dz

 ïðè E‖ < U(z) =⇒

1√
p(z)

sin

−1~
z∫

z0

p(z) dz +
π

4

 =
1√
p(z)

cos

−1~
z∫

z0

p(z) dz −
π

4

 ïðè E‖ > U(z).

Ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â óíèâåðñàëüíîì âèäå, íå çàâèñÿùåì îò òîãî, ñ êàêîé

ñòîðîíû îò òî÷êè ïîâîðîòà íàõîäèòñÿ êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíàÿ îáëàñòü

1

2

1√
|p(z)|

exp

−1~
∣∣∣ z∫
z0

p(z) dz
∣∣∣
 ïðè E‖ < U(z) =⇒

1√
p(z)

cos

1

~

∣∣∣ z∫
z0

p(z) dz
∣∣∣− π

4

 ïðè E‖ > U(z).
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Ôîðìóëà ñâÿçè 2

Câÿçü áåãóùåé âîëíû â ðàçðåø¼ííîé

îáëàñòè è ýêñïîíåíöèàëüíî

çàòóõàþùåãî ðåøåíèÿ â

çàïðåù¼ííîé îáëàñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâà îò áàðüåðà â êëàñcè÷åñêè ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò ðå-

øåíèå â âèäå íåîäíîðîäíîé âîëíû, áåãóùåé ñëåâà íàïðàâî. Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé Ýéðè Ai(−ξ) è Bi(−ξ)

i Ai(−ξ) + Bi(−ξ) =
1

√
π|ξ|1/4

×
{

exp
(
−2ξ3/2/3

)
ïðè ξ → −∞,

exp
(
2i ξ3/2/3 + iπ/4

)
ïðè ξ → +∞.

Ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ àñèìïòîòèê ôóíêöèè Ýéðè

1
√
π|ξ|1/4

exp

(
i
2

3
ξ3/2 + i

π

4

)
ïðè ξ → +∞ =⇒

1
√
π|ξ|1/4

exp

(
−
2

3
ξ3/2

)
ïðè ξ → −∞.
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Êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå â ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè èìååò âèä

ψI (z) =
C ′
2√
|p(z)|

exp

−1~
z∫

z0

|p(x)| dx

 ' (2m∗~(dU

dz

)
z0

)−1/6
C ′
2

|ξ|1/4
exp

(
−
2

3
ξ3/2

)
.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå â çàïðåù¼ííîé îáëàñòè èìååò âèä

ψII (z) =
C
1√

p(z)
exp

 i

~

z∫
z0

p(z) dz + i
π

4

 =

=

(
2m∗~

(
dU

dz

)
z0

)−1/6
C
1

ξ1/4
exp

(
2

3
i ξ3/2 + i

π

4

)
,

ãäå ôàçà π/4 âûáðàíà èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà.

Ôîðìóëà ñâÿçè áåãóùåé âîëíû â ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåãî ðå-

øåíèÿ â çàïðåù¼ííîé îáëàñòè â óíèâåðñàëüíîì âèäå

1√
p(z)

exp

 i

~

z∫
z0

p(z) dz + i
π

4

 ïðè E > U(z) =⇒

1√
|p(z)|

exp

1

~

∣∣∣ z∫
z0

p(z) dz
∣∣∣
 ïðè E‖ < U(z).
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Ïðîçðà÷íîñòü êâàçèêëàññè÷åñêîãî áàðüåðà

E

x1

îáëàñòü I îáëàñòü III

x2

îáëàñòü II

x

U(x) Åñëè ÷àñòèöà íàëåòàåò íà áàðüåð ñëåâà, òî â

îáëàñòè III çà áàðüåðîì (z > z
2
) áóäåò ëèøü

óõîäÿùàÿ âîëíà

ψIII (z) =
C√
p(z)

exp

 i

~

z∫
z2

p(z) dz + i
π

4

 .

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè II âíóòðè áàðüåðà (z
1
< z < z

2
) ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

ñâÿçè 2

ψII (z) =
C√
|p(z)|

exp

1

~

∣∣∣∣∣∣∣
z∫

z2

p(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
 .

Åñëè z < z2, òî

∣∣∣∣∣∣∣
z∫

z2

p(z) dx

∣∣∣∣∣∣∣ =

z2∫
z

∣∣p(z)
∣∣ dz =

z2∫
z1

∣∣p(x)
∣∣ dz − z∫

z1

∣∣p(z)
∣∣ dz.

ψII (z) =
C√
|p(z)|

exp

1

~

z2∫
z1

|p(z)| dz

 · exp

−1~
z∫

z1

|p(z)| dx

 .
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñâÿçè 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â îáëàñòè I ïåðåä áàðüåðîì (z < z
1
)

ψI (z) =
2C√
p(z)

exp

1

~

z2∫
z1

|p(z)| dz

 · cos

1

~

z1∫
z

p(z) dz −
π

4

 =

=
2C√
p(z)

exp

1

~

z2∫
z1

|p(z)| dx

 · cos

1

~

z∫
z1

p(z) dz +
π

4

 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cosα = (e iα + e−iα)/2, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå äâóõ áåãóùèõ âîëí

ψI (z) =
C√
p(z)

exp

1

~

z2∫
z1

|p(z)| dz

 · exp

 i

~

z∫
z1

p(z) dz + i
π

4

+

+
C√
p(z)

exp

1

~

z2∫
z1

|p(z)| dz

 · exp

− i

~

z∫
z1

p(z) dz − i
π

4

 .

Àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ

r ' exp (−iπ/2) è t = exp

{
− 1

~

z2∫
z1

|p(z)| dz
} Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ

R ' 1 è T = exp

{
− 2

~

z2∫
z1

|p(z)| dz
}
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Ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà

E

x1

U(x)

îáëàñòü I îáëàñòü III

x2

îáëàñòü II

x

U(x) Âûâåäåì óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå äèñêðåòíûå

óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû â îäíîìåðíîé ïîòåí-

öèàëüíîé ÿìå â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæå-

íèè è ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâèæåíèþ

ïðè z
1
≤ z ≤ z

2
, ãäå z

1
è z

2
� êëàññè÷åñêèå

òî÷êè ïîâîðîòà.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå ñâÿçè 1, çàòóõàþùåå ðåøåíèå ñïðàâà îò òî÷êè z = z
2
ïðèâîäèò ê îñöèë-

ëèðóþùåìó ðåøåíèþ â êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè âèäà

ψII (z) =
C√
p(z)

cos

1

~

z2∫
z

p(z) dz −
π

4

 .

Ïðèìåíèì ýòî æå ïðàâèëî ê òî÷êå z = z
1
è ïîëó÷èì äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè

ψII (z) =
C ′√
p(z)

cos

1

~

z∫
z1

p(z) dz −
π

4

 =
C ′√
p(z)

cos

−1~
z∫

z1

p(z) dz +
π

4

 .
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè äâà âûðàæåíèÿ ñîâïàäàëè âî âñåé îáëàñòè, ðàçíîñòü àðãóìåíòîâ êîñè-

íóñîâ â ýòèõ ôîðìóëàõ äîëæíà áûòü êðàòíà π (ïðè óñëîâèè C = (−1)nC ′, ãäå n � öåëîå)1

~

z2∫
z

p(z) dz −
π

4

−
−1~

z∫
z1

p(z) dz +
π

4

 =
1

~

z2∫
z1

p(z) dz −
π

2
= πn, n = 1, 2, ...

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ôîðìóëå Áîðà-Çîììåðôåëüäà

1

π~

z2∫
z1

p(z) dz = n +
1

2
, n = 0, 1, 2, ...

Òàêàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ÷àñòèöû â ïàðàáîëè÷å-

ñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå: Ïóñòü U(z) = m∗ω2z2/2 åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû è

z
1,2 = ±

√
2En/(m∗ω2) åñòü êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé En. Ïðè-

ìåíèì óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà è ïîëó÷èì

1

π~

√
2En/(m∗ω2)∫

−
√

2En/(m∗ω2)

p(z) dz =
2m∗ω

π~

√
2En/(m∗ω2)∫

0

√
2En

m∗ω2
− z2 dz =

2

π

En

~ω
arcsin 1 = n +

1

2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî arcsin 1 = π/2, ïîëó÷àåì En = ~ω
(
n +

1

2

)
.
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Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëà Áîðà-Çîììåðôåëüäà, ó÷èòûâàþùàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè îòðàæåíèè îò ñêà÷êà ïîòåíöèàëà

1

π~

z2∫
z1

p(z) dz = n + γ èëè
1

2π~

∮
p(z) dz = n + γ, n = 1, 2, ...

ãäå γ = 1/2 äëÿ ÿìû ñ äâóìÿ ñòåíêàìè êîíå÷íîãî íàêëîíà, γ = 3/4 äëÿ ÿìû ñ ñòåíêîé

êîíå÷íîãî íàêëîíà è âåðòèêàëüíîé ñòåíêîé è γ = 1 äëÿ ÿìû ñ âåðòèêàëüíûìè ñòåíêàìè.

1/4 1/4 1/2 1/4 1/2 1/2

Åùå îäíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëà Áîðà-Çîììåðôåëüäà

arg r ′1 + arg r2 = 2πn =⇒ arg r ′1 + arg r2 =
2

~

z2∫
z1

p(z) dz − π = 2πn, n = 0, 1, 2, ...
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Îöåíêà ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé äëÿ ÷àñòèöû â

ñèììåòðè÷íûõ ñâÿçàííûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ∗

Çàïèøåì îáùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ â òóííåëüíî-ñâÿçàííûõ

ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ

En ' E
(0)
n ± δEn, ãäå δEn =

√
T
0

∣∣∣
E=E

(0)
n

·
{

d

dE

(
arg r ′1 + arg r2

)
E=E

(0)
n

}−1
.

Çäåñü r ′
1
åñòü àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ îò ïðàâîé ñòåíêè ðàçäåëÿþùåãî áàðüåðà (ïðè z = z

1
) è

r
2
åñòü àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ îò ïðàâîé ñòåíêè ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (ïðè z = z

2
) äëÿ ÷àñòèö

ñ ýíåðãèåé, ðàâíîé n-ìó ñòàöèîíàðíîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ â íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ

ÿìàõ.

Èç ôîðìóëû Êåìáëà ïîëó÷èòü îöåíêó ïðîçðà÷íîñòè äëÿ ðàçäåëÿþùåãî ïîòåíöèàëüíûå ÿìû

òóííåëüíîãî áàðüåðà

√
T
0

∣∣∣
E=E

(0)
n

= exp

−
1

~

z1

(
E

(0)
n

)∫
−z1

(
E

(0)
n

) |p(z)| dz

 .

Çàïèøåì ôîðìóëó êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà â âèäå

A = arg r ′1 + arg r2 =
2

~

z2∫
z1

p(z) dz − π = 2πn.
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Íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå ñóììû ôàç

A
(
E

(0)
n

)
= arg r (0) + arg r

(0)
0

=
2

~

z2

(
E

(0)
n

)∫
z1

(
E

(0)
n

) p(z) dz − π =
2
√
2m∗

~

z2

(
E

(0)
n

)∫
z1

(
E

(0)
n

)
√

E
(0)
n − U(z) dz − π.

Ïðèðàùåíèå äëÿ ñóììû ðàçíîñòè ôàç çàïèøåì â âèäå ñóììû òð¼õ èíòåãðàëîâ

A
(
E

(0)
n + δEn

)
=

2
√
2m∗

~

z2

(
E

(0)
n +δEn

)∫
z1

(
E

(0)
n +δEn

)
√

E
(0)
n + δEn − U(z) dz − π =

=
2
√
2m∗

~

z1

(
E

(0)
n

)∫
z1

(
E

(0)
n +δEn

)
√

E
0

+ δEn − U(z) dz +
2
√
2m∗

~

z2

(
E

(0)
n

)∫
z1

(
E

(0)
n

)
√

E
0

+ δEn − U(z) dz+

+
2
√
2m∗

~

z2

(
E

(0)
n +δEn

)∫
z2

(
E

(0)
n

)
√

E
0

+ δEn − U(z) dz − π.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ îöåíêè âêëàäà ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ, ëåãêî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî îíè ïðîïîðöèîíàëüíû δE2
n è ïîòîìó ïðåäñòàâëÿþò ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè, êîòîðûå ïðè âû÷èñëåíèè ëèíåéíîãî îòêëèêà ìîãóò áûòü îïóùåíû.
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Ëèíåéíûé ïî δE âêëàä â ïðèðàùåíèå äëÿ ñóììû ðàçíîñòè ôàç

A
(
E

(0)
n + δEn

)
'

2
√
2m∗

~

z2

(
E

(0)
n

)∫
z1

(
E

(0)
n

)
√

E
(0)
n + δEn − U(z) dz − π '

'
2
√
2m∗

~

z2

(
E

(0)
n

)∫
z1

(
E

(0)
n

)
√

E
(0)
n − U(z) dz +

√
2m∗

~

z2

(
E

(0)
n

)∫
z1

(
E

(0)
n

) δEn√
E

(0)
n − U(z)

dz − π '

' A
(
E

(0)
n

)
+

2

~
δEn

z2

(
E

(0)
n

)∫
z1(
(
E

(0)
n

) dz

vn(z)
,

ãäå vn(z) = p(z)/m∗ � êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû íà n−îì óðîâíå. Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dE

(
arg r (0) + arg r

(0)
0

)
E=E

(0)
n

= lim
δEn→0

A
(
E

(0)
n + δEn

)
−A

(
E

(0)
n

)
δEn

'
2

~

z2∫
z1

dz

vn(z)
,

ãäå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ z
1
≡ z

1

(
E

(0)
n

)
è z

2
≡ z

2

(
E

(0)
n

)
äëÿ êðàòêîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì,

d

dE

(
arg r (0) + arg r

(0)
0

)
E=E

(0)
n

'
2

~

z2∫
z1

dz

vn(z)

Èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîâèíó ïåðèîäà êîëåáàíèé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå íà

n−îì íåâîçìóùåííîì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå, ïîýòîìó

d

dE

(
arg r (0) + arg r

(0)
0

)
E=E

(0)
n

'
2π

~ω(0)
n

.

Íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ â êâàçèêëàññè-

÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

En ' E
(0)
n ± δEn, ãäå δEn =

~ω(0)
n

2π
exp

−1~
z1∫
−z1

|p(z)| dz

 .
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Ìåòîä Ìèëëåðà è Ãóäà ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàçèêëàññèêè (1)

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à

d2ψ(z)

dz2
+

p2(z)

~2
ψ(z) = 0, p(z) =

√
2m∗ (E|| − U(z)).

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à

d2ϕ(S)

dS2
+ P2(S)ϕ(S) = 0.

Ìîæíî ëè íàéòè ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå è âûðàçèòü ψ(z) ÷åðåç ϕ(S)?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå èñêîìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê ψ(z) = T (z)ϕ[S(z)].

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

d2ψ(z)

dz2
= T ′′(z)ϕ[S(z)] + 2T ′(z)

dϕ[S(z)]

dS

dS

dz
+ T (z)

d2ϕ[S(z)]

dS2

(
dS

dz

)
2

+

+ T (z)
dϕ[S(z)]

dS

d2S

dz2

è ïîäñòàâèì â èñõîäíîå óðàâíåíèå

d2ψ(z)

dz2
+

p2(z)

~2
ψ(z) =

1

~2

(
~2

T ′′(z)

T (z)
− ~2 P2[S(z)]

(
dS

dz

)
2

+ p2(z)

)
T (z)ϕ[S(z)]+

+

(
2T ′(z)

dS

dz
+ T (z)

d2S

dz2

)
dϕ[S(z)]

dS
= 0.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, åñëè T (z) = 1/
√

S ′(z).
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Ìåòîä Ìèëëåðà è Ãóäà ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàçèêëàññèêè (2)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ(z) áûëà ðåøåíèåì èñõîäíîãî ¾òî÷íîãî¿ óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìî

ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

~2
T ′′(z)

T (z)
− ~2 P2[S(z)]

(
dS

dz

)
2

+ p2(z) = 0.

Åñëè ïîòåíöèàë U(z) ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è
∣∣~2 T ′′(z)/T (z)

∣∣ � p2(z), ìû

ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè è ïîëó÷èòü óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ â äèô-

ôåðåíöèàëüíîé è èíòåãðàëüíîé ôîðìàõ

P(S)
dS

dz
=

p(z)

~
è

S(z)∫
S(z0)

P(S) dS =

z∫
z0

p(z)

~
dz.

Ïðèáëèæåííîå (àíãë. approximate) ðåøåíèå èñêîìîé çàäà÷è ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñòíîå

ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

ψapp(z) =
1√
S ′(z)

ϕ[S(z)].
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Ñîõðàíåíèå ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ïðè ìàñøòàáíîì

ïðåîáðàçîâàíèè

Çàïèøåì ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòè äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

Π(z) =
i~
2m∗

{
ψapp(z)

dψ∗app(z)

dz
− ψ∗app(z)

dψapp(z)

dz

}
.

Âû÷èñëèì ãðàäèåíò ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî S(z) âñåãäà ìîæåò áûòü

âûáðàíà â âèäå âåùåñòâåííîé ôóíêöèè, òîãäà

d

dz
Π(z) =

i~
2m∗

{
ψapp(z)

d2ψ∗app(z)

dz2
− ψ∗app(z)

d2ψapp(z)

dz2

}
=

=
i~
2m∗

S ′
d

dS

{
ϕ[S]

dϕ∗(S)

dS
− ϕ∗(S)

dϕ(S)

dS

}
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ òî÷íîãî (èëè ïðèáëèæåííîãî) ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ϕ(S)

âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè, òî àâòîìàòè÷åñêè ýòî áóäåò ñïðàâåäëèâî

è äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ψapp(z).
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Òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ∗

Âû÷èñëèì d2ψapp(z)/dz2

d2ψapp(z)

dz2
=

{
3

4

S ′′ 2(z)

S ′ 2(z)
−

1

2

S ′′′(z)

S ′(z)

}
1√
S ′(z)

ϕ[S(z)] +
S ′2(z)√
S ′(z)

d2ϕ[S(z)]

dS2
.

Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ p2(z)ψapp(z)/~2, òîãäà

d2ψapp(z)

dz2
+

p2(z)

~2
ψapp(z) =

{
3

4

S ′′ 2(z)

S ′ 2(z)
−

1

2

S ′′′(z)

S ′(z)

}
1√
S ′(z)

ϕ[S(z)] =

=

{
3

4

S ′′ 2(z)

S ′ 2(z)
−

1

2

S ′′′(z)

S ′(z)

}
ψapp(z).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ψapp(z) áóäåò òåì ëó÷øå îïèñûâàòü èñòèííîå ðåøåíèå

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ÷åì ìåíüøå ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ.
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Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 1a: ïëîñêèå ýëåêòðîííûå âîëíû â

ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì

Åñëè ôóíêöèÿ p2(z) íå èìååò íóëåé è p2(z) > 0 (ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü), òî â êà÷åñòâå ìî-

äåëüíîé çàäà÷è ìîæíî âçÿòü çàäà÷ó î âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ â ïîñòîÿííîì ïîòåíöèàëå

d2ϕ(S)

dS2
+ P2(S)ϕ(S) = 0, ãäå P2(S) =

2m∗

~2
(E − U0) = k20 .

×àñòíûì ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå

áåãóùèå âîëíû âèäà ϕ
1
(S) = e ik0S è ϕ

2
(S) = e−ik0S .

Óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå k
0
(dS/dz) = p(z)/~ èëè

S(z) =
1

~k
0

z∫
z0

p(z) dz, ãäå z
0
� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ìîäóëèðîâàííûõ âîëí

ψapp(z) =
1√
S ′(z)

ϕ1,2[S(z)] =

√
~k

0√
p(z)

exp

± ik
0

~k
0

z∫
z0

p(z)dz

 =
const√
p(z)

exp

± i

~

z∫
z0

p(z)dz


Ìû ïîëó÷èëè ñòàíäàðòíîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå â ðàçðåø¼ííîé îáëàñòè!

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 3-4 2 ìàðòà 2023 (ÍÍÃÓ) 27 / 49



Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 1b: ïëîñêèå ýëåêòðîííûå âîëíû â

ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì

Åñëè ôóíêöèÿ p2(z) íå èìååò íóëåé è p2(z) < 0 (çàïðåù¼ííîé îáëàñòü), òî â êà÷åñòâå ìî-

äåëüíîé çàäà÷è ìîæíî âçÿòü çàäà÷ó î âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ â ïîñòîÿííîì ïîòåíöèàëå

d2ϕ(S)

dS2
+ P2(S)ϕ(S) = 0, ãäå P2(S) =

2m∗

~2
(E − U0) = −κ2

0 .

×àñòíûì ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå

áåãóùèå âîëíû âèäà ϕ
1
(S) = eκ0S è ϕ

2
(S) = e−κ0S .

Óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå iκ
0
(dS/dz) = i |p(z)|/~ èëè

S(z) =
1

~κ
0

z∫
z0

|p(z)| dz, ãäå z
0
� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ìîäóëèðîâàííûõ âîëí

ψapp(z) =
1√
S ′(z)

ϕ1,2[S(z)] =

√
~κ

0√
p(z)

exp

± κ
0

~κ
0

z∫
z0

|p(z)|dz

 =
const√
p(z)

exp

±1~
z∫

z0

|p(z)|dz


Ìû ïîëó÷èëè ñòàíäàðòíîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå â çàïðåù¼ííîé îáëàñòè!
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Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 2: ïëîñêèå ýëåêòðîííûå âîëíû â

ëèíåéíî ðàñòóùåì ïîòåíöèàëå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ p2(z) èìååò îäèí íóëü êðàòíîñòè åäèíèöà â òî÷êå z = z
0
è

êëàññè÷åñêè ðàçðåø¼ííàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò òî÷êè ïîâîðîòà, òîãäà

d2ϕ(S)

dS2
+ P2(S)ϕ(S) = 0, ãäå P2(S) = S.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðåøåíèåì, ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèì ñëåâà îò òî÷êè z
0
è îñöèëëèðó-

þùèì ñïðàâà îò òî÷êè z
0
, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéðè: ϕ(S) = Ai(−S).

Óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
√
S dS/dz = (

√
a/~)

√
z − z

0
,

S(z) =
( a

~2
)
1/3

(z − z0), ãäå z
0
� òî÷êà ïîâîðîòà.

Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñòîÿ÷åé âîëíû

ψapp(z) =
1√
S ′(z)

ϕ[S(z)] =

(
~2

a

)1/6

Ai

[( a

~2
)
1/3

(z0 − z)

]
=

= const ·

 ~2

2m∗
∣∣∣(dU/dz)z=z0

∣∣∣
1/6

Ai


2m∗

∣∣∣(dU/dz)z=z0

∣∣∣
~2

1/3

(z0 − z)


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Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 3: ïàðàáîëè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé

áàðüåð

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîýôôèöèåíòà

ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ìîæíî âçÿòü çàäà÷ó ðàññå-

ÿíèÿ íà ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå (Ëàíäàó, Ëèôøèö, ò. III, �50)

−
~2

2m∗
·
d2ϕ

dz2
+ U(z)ϕ = Eϕ, ãäå U(z) = U0 −

m∗ω2(z − z
0
)2

2
,

U
0
� âûñîòà áàðüåðà, z

0
� êîîðäèíàòà âåðøèíû áàðüåðà. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà áåçðàçìåðíûå

ïåðåìåííûå S = (z − z
0
)
√

m∗ω/~ è ε = 2(E − U
0
)/~ω, òîãäà óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â

áåçðàçìåðíîì âèäå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü êàê

~2

2m∗
·
m∗ω

~
·
d2ϕ

dS2
+

~ω
2

(
2(E − U

0
)

~ω
+ S2

)
ϕ = 0 èëè

d2ϕ

dS2
+ (ε+ S2)ϕ = 0.

U0

z0 z

U(z) = U0 −m∗ω2(z − z0)
2/2 U(S) = −S2

S0

ε > 0

ε < 0
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Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî áàðüåðà Êåìáëîì (1935) áûëî ïîëó÷åíî êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå è,

â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíà ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ r = −i t e−πε/2.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè |r |2 + |t|2 = 1, íàõîäèì êîýô-

ôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ÷åðåç ïàðàáîëè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

T = |t|2 =
1

1 + e−πε
è R = 1− T =

e−πε

1 + e−πε
=

1

1 + eπε
.

1. Ïðè ïîäáàðüåðíîì ðàññåÿíèè ε < 0 è P(S) =
√
−|ε|+ S2 = i

√
|ε| − S2.

Óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ íóëÿ èìïóëüñà S
1

= −
√
|ε|

(ëåâîé ñòåíêè) â òî÷êó z = z
1
òðåáóåò, ÷òîáû

1

~

z∫
z1

p(z) dz =

S∫
−
√
|ε|

i
√
|ε| − s2 ds.

Óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ íóëÿ èìïóëüñà S
2

= +
√
|ε|

(ïðàâîé ñòåíêè) â òî÷êó z = z
2
òðåáóåò, ÷òîáû

1

~

z∫
z2

p(z) dz =

S∫
√
ε

i
√
|ε| − s2 ds.

S−
√

|ε| +
√
|ε|

ε

z1 z2 z

E
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Ñëîæèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî

1

~

z∫
z1

p(z) dz =

S∫
−
√
|ε|

i
√
|ε| − s2 ds è

1

~

z∫
z2

p(z) dz =

S∫
√
|ε|

i
√
|ε| − s2 ds.

è ïîëó÷èì óñëîâèå èõ ñîâìåñòíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ S è z

1

~

z∫
z1

p(z) dz −
1

~

z∫
z2

p(z) dz =

S∫
−
√
|ε|

i
√
|ε| − s2 ds −

S∫
√
|ε|

i
√
|ε| − s2 ds.

èëè

1

~

z2∫
z1

p(z) dz = i

√
|ε|∫

−
√
|ε|

√
|ε| − s2 ds = i |ε| arcsin 1 =

πi

2
|ε|.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïîäáàðüåðíîãî ïðîõîæäåíèÿ ε = −|ε|, ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå

ε = −
2

πi

1

~

z2∫
z1

p(z) dz äëÿ ε < 0.
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2. Ïðè íàäáàðüåðíîì ðàññåÿíèè ε > 0 è P(S) =
√
ε+ S2. Êàê ñëåäñòâèå, ôóíêöèè P(S)

ÿâëÿþòñÿ ìíèìûìè: S
1

= i
√
ε è S

2
= −i

√
ε.

Ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùåìó, ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ S è z

1

~

z2∫
z1

p(z) dz =

−i
√
ε∫

+i
√
ε

√
ε+ s2 ds =

[
s = is′

]
=

−
√
ε∫

+
√
ε

i
√
ε− s′2 ds′.

Òàêîé èíòåãðàë áûë âû÷èñëåí âûøå (òîëüêî ñ äðóãèì ïîðÿäêîì ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ),

ïîýòîìó ïîëó÷àåì

ε = −
2

πi

1

~

z2∫
z1

p(z) dz äëÿ ε > 0,

ãäå z
1
è z

2
� íóëè ôóíêöèè p2(z) ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòÿìè, ñîîò-

âåòñòâåííî.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ε < 0 è ε > 0 ìû ïîëó÷èëè èäåíòè÷íûå óñëîâèÿ îòîáðàæåíèÿ

ε = −
2

πi

1

~

z2∫
z1

p(z) dz.
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3. Ôîðìóëà Êåìáëà äëÿ îäíîìåðíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

T =
1

1 + e−πε
=⇒ T =

1

1 + e−πε
=

1 + exp

 2

i~

z2∫
z1

p(z) dz



−1

Åñëè ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ìåíüøå âûñîòû áàðüåðà, òî êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà (ïðåäå-

ëû èíòåãðèðîâàíèÿ) ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óñëîâèÿ U(z
1,2) = E‖. Ïîñêîëüêó â èíòåðâàëå

z
1
< z < z

2
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, òî p(z) = i |p(z)| è

T =

1 + exp

2

~

z2∫
z1

|p(z)| dz



−1

, E‖ < max U(z).

Åñëè âûñîòà áàðüåðà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ÷àñòèöû, òî ìîæíî ïåðåéòè ê áîëåå

ïðîñòîé ôîðìóëå

T = exp

−2~
z2∫

z1

|p(z)| dz

 , E‖ � max U(z),

êîòîðàÿ âåðíà äëÿ áàðüåðîâ ñ ìàëîé ïðîçðà÷íîñòüþ (T � 1).
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Miller, Good, Phys. Rev. v. 51, 174-179 (1953).
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Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 4: ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ÷àñòèöå â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

−
~2

2m∗
·
d2ϕ

dz2
+ U(z)ϕ = Eϕ, ãäå U(z) = U0 +

m∗ω2(z − z
0
)2

2
,

U
0
� âûñîòà áàðüåðà, z

0
� êîîðäèíàòà âåðøèíû áàðüåðà. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíîìó âèäó

d2ϕ(S)

dS2
+ P2(S)ϕ(S) = 0, ãäå P(S) =

√
E − S2,

ãäå S = (z − z
0
)
√

m∗ω/~ åñòü áåçðàçìåðíàÿ êîîîðäèíàòà è ε = 2(E − U
0
)/(~ω) åñòü áåç-

ðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ. Ïîñêîëüêó äëÿ ÷àñòèöû â ïàðàáîëè÷åñêîé ÿìå ñïåêòð ýíåðãèé èçâåñòåí

En = U
0

+ ~ω(n + 1/2), òî εn = 2n + 1.

U0

z0 z

U (z) = U0 + m∗ω2(z − z0)
2/2 U (S) = +S2

S0

ε > 0
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Óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ íóëÿ èìïóëüñà S
1

= −
√
ε

(ëåâîé ñòåíêè) â òî÷êó z = z
1
òðåáóåò, ÷òîáû

1

~

z∫
z1

p(z) dz =

S∫
−
√
ε

√
ε− s2 ds.

Óñëîâèå îòîáðàæåíèÿ íóëÿ èìïóëüñà S
2

= +
√
ε

(ïðàâîé ñòåíêè) â òî÷êó z = z
2
òðåáóåò, ÷òîáû

1

~

z∫
z2

p(z) dz =

S∫
√
ε

√
ε− s2 ds.

Ñëîæèì ýòè óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì óñëîâèå èõ ñîâìåñòíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ S è z

1

~

z2∫
z1

p(z) dz =

√
ε∫

−
√
ε

√
ε− s2ds = ε arcsin 1 =

π

2
ε.

Sε

−√
ε +

√
ε

zE
z1 z2
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Ôîðìóëà Áîðà-Çîììåðôåëüäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ â îäíîìåð-

íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

εn = 2n + 1 =⇒
2

π

1

~

z2∫
z1

p(z) dz = 2n + 1 =⇒
1

π~

z2∫
z1

p(z) dz = n +
1

2
.

Miller, Good, Phys. Rev. v. 51, 174-179 (1953).
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Ñòàöèîíàðíûå è êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ

Çàïèøåì íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà i~ ∂Ψ/∂t = Ĥ Ψ.

Åñëè Ψ(r , t) = ψ(r) · e−iEt/~, òî Ĥ ψ = E ψ.

Åñëè Ψ(r , t) = ψ(r) · e−λt/2 · e−iEt/~, òî Ĥ ψ = (E − i · λ~/2)ψ.

Åñëè E = Re E + i Im E è |Im E | � Re E , òî òàêèå ¾ðàñïàäàþùèåñÿ¿ ñîñòîÿíèÿ íàçûâà-

þòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûìè. Ìíèìàÿ ÷àñòü ýíåðãèè îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàíòîâîãî

ñîñòîÿíèÿ:

|Ψ(r , t)|2 = |ψ(r)|2 · e−λt , ãäå λ ≡ −
2

~
Im E åñòü ïîñòîÿííàÿ ðàñïàäà.

ReΨ

t

t

exp(−λt/2)

t

exp(−λt/2)

ReE

ImE
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Ñêîðîñòü ðàñïàäà â ïîòåíöèàëå ñ äâóìÿ áàðüåðàìè
U1(z)

U2(z)

z

E||

E||

T (E||)

Ìû ïîêàçàëè (ñì. ëåêöèþ 2), ÷òî ôîðìà ëèíèè ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðû ñ

îäèíàêîâûìè áàðüåðàìè îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

T (E‖) '
Γ2n

Γ2n +
(
E‖ − E

(0)
n

)
2
, ãäå Γn =

∣∣∣∣∣∣ d

dE

(
arg r ′1 + arg r2

)∣∣∣∣
E‖=E

(0)
n

∣∣∣∣∣∣
−1 (

1−R
)

√
R

,

ãäå E
(0)
n � óðîâåíü ýíåðãèè ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ â îáëàñòè ìåæäó íåïðîçðà÷íûìè áàðüå-

ðàìè, Γn � øèðèíà ëèíèè äëÿ n−ãî ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ.

Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîëþñàì (ñèíãóëÿðíîñòÿì) àìïëèòóäû ïðîõîæ-

äåíèÿ t èëè êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T = |t|2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëþñ ôóíêöèè T (E‖)

ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíûì ýíåðãèÿì
E‖ = E

(0)
n − iΓn.
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Íàïîìíèì ôîðìóëó Áîðà-Çîììåðôåëüäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ

â îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû (ñì. ëåêöèþ 3)

arg r ′1 + arg r2 =
2

~

z2∫
z1

p(z) dz − π = 2πn, n = 0, 1, 2, ...

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

d

dE

(
arg r ′1 + arg r2

)∣∣∣∣
E‖=E

(0)
n

'
d

dE

2

~

z2∫
z1

p(z)dz


E‖=E

(0)
n

'

'
2

~
√
2m∗

z2∫
z1

d

dE

√
E − U(z) dz '

1

~
√
2m∗

z2∫
z1

dz√
E‖ − U(z)

'
1

~

∮
dz

vn(z)
'

1

~
·
1

fn
,

ãäå fn = vn/2L � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ÷àñòèöû â ÿìå ìåæäó áàðüåðàìè øèðèíîé L è vn �

êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü íà n−îì óðîâíå ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîëó÷àåì îöåíêó øèðèíû ëèíèè ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ

Γn =

∣∣∣∣∣ d

dE

(
arg r ′1 + arg r2

)∣∣∣∣
E=E

(0)
n

∣∣∣∣∣
−1 (

1−Rn

)√
Rn

'
∣∣∣∣1~ · 1fn

∣∣∣∣−1 Tn√
1− Tn

' ~·fn·Tn ïðè Tn � 1

è êîíñòàíòó ðàñïàäà, ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ ÷àñòîòû ñîóäàðåíèé ÷àñòèöû ñ áàðüåðàìè vn/L

íà êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ Tn ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð äëÿ n−ãî óðîâíÿ

λ = −
2

~
Im E '

2

~
Γn '

2

~
· ~ · fn · Tn èëè λ '

fn
2
· Tn '

vn
L
· Tn.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 3-4 2 ìàðòà 2023 (ÍÍÃÓ) 41 / 49



Ñêîðîñòü ðàñïàäà s−ñîñòîÿíèÿ â ñôåðè÷åñêîé ÿìå∗

Ðàññ÷èòàåì ñïåêòð ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

÷àñòèöû â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ÿìå

U(r) =


U
1
ïðè r < r

1

U
2
ïðè r

1
< r < r

2

U
1
ïðè r > r

2 r1 r2

U1

U2

U1

Äëÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé s−ôóíêöèè ψ(x , y , z) = ψ(r) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Øð¼äèí-

ãåðà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

d2

dr2
ψ(r) +

2

r

d

dr
ψ(r) +

2m∗

~2
(
E − U(r)

)
ψ(r) = 0

Ïîñëå çàìåíû ψ(r) = χ(r)/r ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (r → x)

d2

dr2
χ(r) +

2m∗

~2
(
E − U(r)

)
χ(r) = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ¾îäíîìåðíîãî¿ óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷íîå

óñëîâèå χ = 0 ïðè r = 0 äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàñõîäèìîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(r) ïðè

r = 0.
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Â êóñî÷íî-ïîñòîÿííîì ïîòåíöèàëå U(r) äëÿ ôóíêöèé χn ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

Îáëàñòü 1 (r < r
1
) : χ

1
(r) = a

1
e ik1r−a

1
e−ik1r

Îáëàñòü 2 (r
1
< r < r

2
) : χ

2
(r) = a

2
e ik2r + b

2
e−ik2r

Îáëàñòü 3 (r > r
2
) : χ

3
(r) = a

3
e ik3r + 0 e−ik3r .

Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ìàòðè÷íîì âèäå äëÿ ýôôåêòèâíîé

òðàíñôåð-ìàòðèöû M̂ = M̂(1) M̂(2)(
a
1

−a

)
= M̂

(
a
3

0

)
èëè M11 = −M21.

Ëåãêî ïîëó÷èòü ñïåêòð ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â îáùåì ñëó÷àå (k
2

= iκ
2
){

(k1 + k2)(k2 + k3) e i(−k1+k2)r1 e i(−k2+k3)r2 + (k1 − k2)(k2 − k3) e i(−k1−k2)r1 e i(k2−k3)r2
}

= −
{

(k1 − k2)(k2 + k3) e i(k1+k2)r1 e i(−k2+k3)r2 + (k1 + k2)(k2 − k3) e i(k1−k2)r1 e i(k2−k3)r2
}
.

Óïðîùåíèå äëÿ ñèììåòðè÷íîãî áàðüåðà k = k
1,3 =

√
2m∗(E − U1)/~ è κ =

√
2m∗(U2 − E)/~(κ

k
tg kr1 + 1

)
= −e−2κw

(
k − iκ
k + iκ

)
·
(κ
k

tg kr1 − 1
)
,

ãäå w = r
2
− r

1
� øèðèíà áàðüåðà è ϕ = arctg(κ/k) � ñäâèã ôàçû îòðàæ¼ííîé âîëíû.
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1. Äëÿ èäåàëüíîãî íåïðîçðà÷íîãî áàðüåðà (e−2κw ≪ 1) ïîëó÷àåì ñïåêòð ñòàöèîíàðíûõ

ñîñòîÿíèé â ñôåðè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå: (κ/kn) tg knr1 + 1 = 0.

2. Äëÿ ìàëîïðîçðà÷íîãî áàðüåðà (e−2κw � 1) ìîæíî ïîëó÷èòü ñïåêòð ñîñòîÿíèé ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé, ââîäÿ îòñòðîéêó îò ∆k = k − kn:(κ
k

tg kr1 + 1
)

= −e−2κw

(
k − iκ
k + iκ

)
·
(κ
k

tg kr1 − 1
)
, (∗)

ãäå kn � íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå âîëíîâîãî ÷èñëà.

Â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (*) ïîäñòàâèì íåâîçìóùåííûå çíà÷åíèÿ

Ïðàâàÿ ÷àñòü: − e−2κw

(
kn − iκn

kn + iκn

)
·
(
κn

kn
tan knr1 − 1

)
' 2 e−2κnw

(kn − iκn)2

k2n + κ2
n

.

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (*) äåëàåì ðàçëîæåíèå ïî ∆k è ó÷èòûâàåì, ÷òî (dκ/dk)n = −kn/κn,

tg knr1 = −kn/κn è cos−2 knr1 = (k2n + κ2
n )/κ2

n , òîãäà

Ëåâàÿ ÷àñòü:
(κ
k

tan kr1 + 1
)
'
(
k2n + κ2

n

)
knκ2

n

(1 + κnr1) ∆k

Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îòñòðîéêè ∆k â ñëåäóþùåì âèäå

∆kn =
2knκ2

n

(1 + κnr1)

(kn − iκn)2

(k2n + κ2
n )2

e−2κnw = Re ∆k + i Im ∆k.
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Çàïèøåì ìíèìóþ ÷àñòü îòñòðîéêè

Im ∆kn =
2knκ2

n

(1 + κnr1)

−2 kn κn

(k2n + κ2
n )2

e−2κnw < 0.

Ïîäñòàâèì k = kn + (Re ∆k + i Im ∆k) ' kn + i Im ∆k â âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè

E =
~2

2m
k2 '

~2

2m∗
(kn + i Im ∆k)2 , Im E =

~2

m∗
kn Im ∆k < 0.

Îöåíèì êîíñòàíòó ðàñïàäà

λ = −
2

~
Im E '

8~kn
m∗

k2nκ3
n

(k2n + κ2
n )2

e−2κnw(
1 + κnr1

) .
Åñëè áàðüåð âûñîêèé (κnr1 � 1), òî

λ '
~kn
m∗
·
1

2r
1

·
16knκ2

nkn

(k2n + κ2
n )2

e−2κnw '
vn
2r

1

· Tn.

Êîíñòàíòà ðàñïàäà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷àñòîòû ñîóäàðåíèé ÷àñòèöû ñ áàðüåðàìè vn/2r1
íà êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ Tn ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð äëÿ n−ãî óðîâíÿ ðàçìåðíîãî

êâàíòîâàíèÿ!

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 3-4 2 ìàðòà 2023 (ÍÍÃÓ) 45 / 49



Àëüôà-ðàñïàä êàê ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ ÷åðåç

êóëîíîâñêèé áàðüåð

Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ðàñïàäà òÿæ¼ëûõ ÿäåð âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç

ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð âèäà

U(r) =

{
−U

0
ïðè r < r

0

A/r ïðè r > r
0
,

ãäå A = (Z − 2)e · 2e,

ãäå r
0
� ðàäèóñ äåéñòâèÿ àòîìíûõ ñèë çà ñ÷¼ò ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, Z � àòîìíûé íîìåð

ÿäðà äî ðàñïàäà, α = 4

2
He � ÿäðî àòîìà ãåëèÿ (èëè àëüôà-÷àñòèöà).

0

r0 r

U = A/r

U0
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Ôîðìóëà Ãàìîâà äëÿ ñêîðîñòè àëüôà-ðàñïàäà

Ðàññìîòðèì êóëîíîâñêèé áàðüåð êàê êâàçèêëàññè÷åñêèé è îöåíèì ïðîçðà÷íîñòü òàêîãî áà-

ðüåðà äëÿ àëüôà-÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E ïî ôîðìóëå

T = exp

−2
~

b∫
a

|p(r)| dr

 ,

ãäå a = r
0
è b = A/E � êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà, |p(r)| =

√
2m∗

√
U(r)− E .

Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ëåãêî ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = b cos2 u∫ √
b

x
− 1 · dx = −b arccos

√
r

b
+ b

√
r

b
− r2

b2
.

Âû÷èñëèì ïðîçðà÷íîñòü îäíîìåðíîãî êóëîíîâñêîãî áàðüåðà

T ' exp

{
−
2A

~

√
2m∗

E

(
arccos

√
Er

0

A
−

√
Er

0

A

(
1−

Er
0

A

))
.

}
,

Äëÿ íèçêîýíåðãåòè÷íûõ àëüôà-÷àñòèö (Er
0
/A� 1) èìååì arccos

√
Er

0
/A→ π/2, ïîýòîìó

T ' exp

(
−
2A

~

√
2m∗

E
·
π

2

)
.
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Îöåíèì êîíñòàíòó ðàñïàäà

λ =
vn
2r

0

· T = const · exp

(
−
πA

~

√
2m∗

E

)
.

è âðåìÿ ïîëóðàñïàäà (half-life) T
1/2
≡ ln 2/λ äëÿ òÿæ¼ëûõ ÿäåð (Ãàìîâ, 1928)

lnT
1/2 ' − ln const +

π(Z − 2)2e2

~

√
2m∗

E
.

Ôîðìóëà Ãàìîâà êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî îáúÿñíÿåò ïîëó÷åííóþ ðàíåå ýìïèðè÷åñêóþ

çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïîëóðàñïàäà îò àòîìíîãî íîìåðà (Geiger and Nuttal, 1911)

lnT
1/2 ' −const1 + const2 ·

Z
√
E
.

Ïðèìåðû àëüôà-ðàñïàäà:

232

90
Th→228

88
Ra + α (1.4 · 1010 ëåò), 238

92
U→234

90
Th + α (4.5 · 109 ëåò),

236

92
U→232

90
Th + α (2.3 · 107 ëåò), 226

88
Ra→ 222

86
Re + α (1600 ëåò)

241

95
Am→ 237

93
Np + α (433 ãîäà), 210

84
Po→ 208

82
Pb + α (138 ñóò),

222

86
Rn→ 218

84
Po + α (3.8 ñóò).
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç êâàçèêëàññè÷åñêèé îäíîìåðíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

(ôîðìóëà Êåìáëà)

T =

1 + exp

 2

i~

z2∫
z1

p(z) dz



−1

.

2. Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç êâàçèêëàññè÷åñêèé ìàëîïðîçðà÷íûé áàðüåð

T = exp

−2~
z2∫

z1

|p(z)| dz

 ïðè E � maxU(z).

3. Ñïåêòð óðîâíåé ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ â îäèíî÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (ïðàâèëî êâàí-

òîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà)

1

π~

z2∫
z1

p(z) dz = n + γ, ãäå
1

2
≤ γ ≤ 1.

4. Ñâÿçü êîíñòàíòû ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è ïðîçðà÷íîñòè òóííåëüíîãî áà-

ðüåðà

λ = −
2

~
Im E è λ '

vn
L
· Tn
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