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Ñòðóêòóðà êóðñà

∗ Ïîâåðõíîñòíûå âîëíû è ïîâåðõíîñòíûå ñîñòîÿíèÿ

Îñíîâû êðèñòàëëîãðàôèè. Ðåëàêñàöèÿ è ðåêîíñòðóêöèÿ

Ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ Òàììà-Øîêëè

Ñêèí-ýôôåêò. Ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

Êðèñòàëëè÷åñêàÿ è ìíîãîñëîéíàÿ ðåíòãåíîâñêàÿ îïòèêà

Ïîâåðõíîñòíàÿ, ïðèêðàåâàÿ è äîìåííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Äèìåðèçàöèÿ è ïåðåõîä Ïàéåðëñà

∗ Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè

Ìåòîäû ýëåêòðîííîé äèôðàêöèè. Äèôðàêöèÿ ìåäëåííûõ è áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ è ñïåêòðîñêîïèÿ: STM, STS, SP-STM

Îñíîâû ðåíòãåíîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà

Ñêàíèðóþùàÿ ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: AFM, MFM, KPFM è äð.

Ñêàíèðóþùàÿ ëàçåðíàÿ ìèêðîñêîïèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ ïîëåâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: SHPM, SQUID-ìèêðîñêîïèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ áëèæíåïîëüíàÿ îïòè÷åñêàÿ è ÑÂ× ìèêðîñêîïèÿ

Ôîòîýëåêòðîííàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì
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Ëåêöèÿ 1

Ñêèí-ýôôåêò

Ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû
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Ìèêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âàêóóìå

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â âàêóóìå, îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

rot Hmicro(r , t) =
4π

c
jmicro(r , t) +

1

c

∂

∂t
Emicro(r , t),

rot Emicro(r , t) = −
1

c

∂

∂t
Hmicro(r , t),

div Emicro(r , t) = 4π ρmicro(r , t),

div Hmicro(r , t) = 0,

ãäå Emicro(r , t) � ìèêðîñêîïè÷åñêîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è Hmicro(r , t) � ìèêðîñêîïè÷åñêîå

ìàãíèòíîå ïîëå;

jmicro(r , t) =
∑
n

envn δ [r − rn(t)] è ρmicro(r , t) =
∑
n

en δ [r − rn(t)] ,

åñòü ìèêðîñêîïè÷åñêèå èñòî÷íèêè òîêà è çàðÿäà, ïðè ýòîì ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî
âñåì èñòî÷íèêàì çàðÿäà en.
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Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âåùåñòâå

Äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâå ìèêðîñêîïè÷åñêèå ïîëÿ
Emicro(r , t) è Hmicro(r , t) óñðåäíÿþò, âî-ïåðâûõ, ïî ñîñòîÿíèÿì ýëåêòðîíîâ â àòîìàõ è ñòàòè-
ñòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ è, âî-âòîðûõ, ïî ôèçè÷åñêè áåñêî-
íå÷íî ìàëîìó îáú¼ìó, ïîëó÷àÿ, òàêèì îáðàçîì, ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

E(r , t) = ⟨Emicro(r , t)⟩ = D(r , t)− 4πP(r , t),

B(r , t) = ⟨Hmicro(r , t)⟩ = H(r , t) + 4πM(r , t).

Çäåñü E(r , t) � ëîêàëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, P(r , t) � ëîêàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ è D(r , t)
� ëîêàëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ; B(r , t) � ëîêàëüíàÿ ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, M(r , t) �
ëîêàëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü è H(r , t) � ëîêàëüíàÿ íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîñëå
óñðåäíåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â âàêóóìå ïîëó÷àåì ìàêðîñêîïè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâå

rot H(r , t) =
4π

c
j (r , t) +

1

c

∂

∂t
D(r , t),

rot E(r , t) = −
1

c

∂

∂t
B(r , t),

div D(r , t) = 4π ρ(r , t),

div B(r , t) = 0.

Ì. È. Ðÿçàíîâ, Ýëåêòðîäèíàìèêà êîíäåíñèðîâàííîãî âåùåñòâà, Ì.: Íàóêà. � 1984.
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Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëåé

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòêëèê ñèñòåìû íà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, èçìåíÿþùååñÿ
âî âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó:

B ∼ e−iωt , H ∼ e−iωt , E ∼ e−iωt è D ∼ e−iωt .

Â ýòîì ñëó÷àå âñå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè (∂/∂t) âî âñåõ óðàâíåíèÿõ çàìåíÿþòñÿ íà ìíîæè-
òåëü −iω, ãäå ω = 2πf � óãëîâàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàêöèþ
ñðåäû íà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæíî îïèñàòü ïóòåì ââåäåíèÿ ÷àñòîòíî çàâèñÿùåé äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε(ω) è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè µ(ω)

D(r , ω) = ε(ω)E(r , ω) è B(r , ω) = µ(ω)H(r , ω).

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå

rot H(r , ω) =
4π

c
j (r , ω)−

iω

c
ε(ω)E (r , ω),

rot E(r , ω) =
iω

c
µ(ω)H(r , ω),

div (ε(ω)E(r , ω)) = 4π ρ(r , ω),

div (µ(ω)H(r , ω)) = 0.
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðà D∮
D · dS = 4πQ =⇒ S · (Dn2

+ Dn1
) = 4πQ =⇒ D2,n − D1,n = 4πQïîâ

2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðà B∮
B · dS = 0 =⇒ S · (Bn2

+ Bn1
) = 0 =⇒ B2,n − B1,n = 0

3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðà E∮
E · dℓ = 0 =⇒ L · (Eτ2

+ Eτ1
) = 0 =⇒ E2,τ − E1,τ = 0

4. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðà H∮
H · dℓ =

4π

c
I =⇒ L · (Hτ2

+ Hτ1
) =

4π

c
I =⇒ H2,τ − H1,τ =

4π

c
Iïîâ
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè àíàëèçå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà äîëæíû áûòü äîïîëíåíû èçâåñòíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

E1,∥ − E2,∥ = 0,

D1,⊥ − D2,⊥ = 4πQïîâ,

H1,∥ −H2,∥ =
4π

c
Iïîâ,

B1,⊥ − B2,⊥ = 0,

ãäå iïîâ � ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî òîêà, Qïîâ � ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà.

Ïðè îòñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ è çàðÿäîâ ïîëó÷àåì

E1,∥ − E2,∥ = 0 è ε1E1,⊥ − ε2E2,⊥ = 0,

H1,∥ −H2,∥ = 0 è µ1H1,⊥ − µ2H2,⊥ = 0.
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Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëÿ E(r , ω) è H(r , ω) â îäíîðîäíîé ñðåäå â îáëàñòè âíå èñòî÷íèêîâ (j = 0 è
ρ = 0) ïîä÷èíÿþòñÿ óíèâåðñàëüíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ.

Ïðèìåíèì îïåðàöèþ rot ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà

rot H(r , ω) =
4π

c
j (r , ω)−

iω

c
ε(ω)E (r , ω),

è ïîëó÷èì

rot rot H(r , ω) = −rot

(
iω

c
ε(ω)E (r , ω)

)
= −

iω

c
ε(ω) rot E (r , ω).

Ñ ó÷¼òîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà rot E(r , ω) = (iω/c)µ(ω)H(r , ω) ïîëó÷àåì

rot rot H(r , ω) =
ω2

c2
ε(ω)µ(ω)H(r , ω).

Ïîñêîëüêó rot rot H = ∇ div H −∆H = −∆H â îáëàñòè âíå èñòî÷íèêîâ, ïîëó÷àåì

∆H(r , ω) + k2(ω)H(r , ω) = 0,

ãäå

k(ω) =
ω

c

√
ε(ω)µ(ω)

åñòü âîëíîâîé âåêòîð ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ E(r , ω) âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî

∆E(r , ω) + k2(ω)E(r , ω) = 0.
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Ñâÿçü ïðîâîäèìîñòè è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü íàâåä¼ííîãî òîêà j ëèíåéíî çàâèñèò îò ëîêàëüíîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó Îìà

j (r , ω) = σ(ω)E(r , ω)

â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, σ(ω) � óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü íà ïåðåìåííîì òîêå.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, âîçíèêàþùèé òîê ìîæíî òðàêòîâàòü êàê èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè ñðåäû çà
ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïåðâîå óðàâíåíèå
Ìàêñâåëëà â âèäå

rotH(r , ω) = 0−
iω

c
D(r , ω) = −

iω

c
ε(ω)E(r , ω).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîò æå ýëåêòðè÷åñêèé òîê ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìèêðîñêîïè÷åñêèé òîê â
âàêóóìå (D(r , ω) = E(r , ω)), ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà â àëüòåð-
íàòèâíîì âèäå

rotH(r , ω) =
4π

c
j (r , ω)−

i ω

c
E(r , ω) =

4π

c
σ(ω)E(r , ω)−

i ω

c
E(r , ω) =

= −
iω

c

(
1+ i

4πσ(ω)

ω

)
E(r , ω).

Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ε(ω) = 1+ i
4πσ(ω)

ω
.
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Ïðîâîäèìîñòü ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ

Çàïèøåì óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ ïî÷òè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà

dp

dt
= eE −

p

τ
,

ãäå p = m∗v � èìïóëüñ ýëåêòðîíà, eE è −p/τ åñòü ñèëà ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
è ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ. Çäåñü m∗ è e = −|e| åñòü ýôôåêòèâíàÿ ìàññà è çàðÿä ñâîáîäíîãî
ýëåêòðîíà, τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè èìïóëüñà (âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî èçìåíåíèå âñåõ âåëè÷èí âî âðåìåíè ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó e−iωt , òîãäà

v =
eτ

m∗
1

(1− iωτ)
E è j = env =

ne2τ

m∗
1

(1− iωτ)
E ,

çäåñü n åñòü ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ÷èñëà ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â êðèñòàëëå.

Îïðåäåëèì ëîêàëüíóþ êîìïëåêñíóþ ïðîâîäèìîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà

σ(ω) ≡
j (r , ω)

E(r , ω)
= σ0

1

1+ (ωτ)2
+ i σ0

ωτ

1+ (ωτ)2

åñòü ïðîâîäèìîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà íà ïåðåìåííîì òîêå, σ0 = ne2τ/m∗ � ïðîâîäèìîñòü
ýëåêòðîííîãî ãàçà ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì ñâîáîäíîãî ïðîáåãà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ (ωτ ≪ 1) â
òåîðèè Äðóäå. Äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà (áåç ó÷¼òà ñòîëêíîâåíèé, ωτ ≫ 1) ïîëó÷à-
åì, ÷òî ïðîâîäèìîñòü èìååò ÷èñòî ìíèìûé (èíäóêòèâíûé) õàðàêòåð

σ(ω) = i
ne2

m∗ω
.
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Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ãàçà ñâîáîäíûõ
ýëåêòðîíîâ

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé ïðîâîäèìîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà â ôîðìóëó äëÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

σ(ω) =
ne2τ

m∗
1

(1− iωτ)
→ ε(ω) = 1+ i

4πσ(ω)

ω

è ïîëó÷èì âûñîêî÷àñòîòíóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ãàçà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ

ε(ω) = 1+
i

ω

4πne2τ

m∗
1

(1− iωτ)
= 1−

ω2
p

ω (ω + i/τ)
,

ãäå

ωp =

√
4πne2

m∗

åñòü ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà (÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà â îäíîðîäíîé ïëàçìå â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ).

Îöåíèì ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû äëÿ òèïè÷íîé êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ
â òâ¼ðäîì òåëå (n ≃ 1022 ñì−3, e = 4.8 · 10−10 åä. ÑÃÑ, 1 åä. ÑÃÑ = ã1/2 ñì3/2 ñ−1)

fp =
ωp

2π
=

√
1

π

ne2

m
≃

√
1022 ñì−3 × 23 · 10−20 ã ñì3 c−2

3.14× 9.1 · 10−31 êã
≃ 0.9 · 1015 Ãö.

Ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà äëÿ òèïè÷íûõ ìåòàëëîâ ëåæèò â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò.
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Íîðìàëüíûé ñêèí-ýôôåêò

Ðàññìîòðèì ¾ãðÿçíûé¿ èçîòðîïíûé ìåòàëë, íàõîäÿùèéñÿ â âûñîêî÷àñòîòíîì ýëåêòðîìàã-
íèòíîì ïîëå è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèìåíèìî îáû÷íîå âûðàæåíèå äëÿ òîêà ïðîâîäèìîñòè:

j (r , ω) = σ(ω)E(r , ω) ïðè δ ≫ ℓ.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëåé âíóòðè íåìàãíèòíîãî ìåòàëëà â âèäå

rot H(r , ω) =
4π

c
j (r , ω) =

4π

c
σ(ω)E(r , ω) è rot E(r , ω) =

iω

c
H(r , ω).

Â ïåðâîì óðàâíåíèè ìû ïðåíåáðåãëè òîêàìè ñìåùåíèÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì äëÿ
ìåòàëëîâ ñ õîðîøåé ïðîâîäèìîñòüþ ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ ÷àñòîòàõ; âî âòîðîì óðàâíåíèè
ìû ïîëîæèëè µ = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòàëë çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî x > 0 è
âîëíà ïàäàåò íîðìàëüíî íà åãî ïîâåðõíîñòü, ïðè÷¼ì âåêòîð E

íàïðàâëåí ïî îñè y , à H � ïî îñè z. Çàïèøåì ñèñòåìó ñêàëÿðíûõ
óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò Ey è Hz

−
∂Hz

∂x
=

4π

c
σ(ω)Ey è

∂Ey

∂x
=

iω

c
Hz .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ âîëí âíóòðè ìåòàëëà â âèäå

Hz (x) = H∥,0 e
ikx è Ey (x) = E∥,0 e

ikx ,

ãäå H∥,0 è E∥,0 åñòü àìïëèòóäû ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà.
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Êîìáèíèðóÿ óðàâíåíèÿ

− ik H∥,0 =
4π

c
σ(ω)E∥,0 è ik E∥,0 =

iω

c
H∥,0,

íàõîäèì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêîé áåãóùåé âîëíû

k2 = 4π i
ω σ(ω)

c2
.

Ïîäñòàâèì â ýòî ñîîòíîøåíèå ôîðìóëó äëÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëà

k =

√
4π i ω σ(ω)

c2
=

√
4π ω σ0

c2

√
i

1+ (ωτ)2
−

ωτ

1+ (ωτ)2
≃

≃
√

4π ω σ0
c2

·
{

1/
√
2+ i/

√
2, ωτ ≪ 1,

i/
√
ωτ, ωτ ≫ 1.

}
= k1 + ik2.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå âîëíîâîãî âåêòîðà â ïðåäïîëàãàåìîå ðåøåíèå e ikx−iωt , ìû
âèäèì, ÷òî àìïëèòóäà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ âãëóáü ìåòàëëà óáû-
âàåò ïî çàêîíó e−k2x � èíûìè ñëîâàìè, ïåðåìåííîå ïîëå ïðîíèêàåò ëèøü â ïîâåðõíîñòíûé
ñëîé ìåòàëëà íà ãëóáèíó ïîðÿäêà 1/k2. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ñêèí-ýôôåêòîì (àíãë. skin
e�ect). Îïðåäåëèì ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê ïðîíèêíîâåíèÿ êàê

δ ≡
1

Im k
=


√

c2/2πωσ0 = (c/ωp)
√
2/ωτ, ωτ ≪ 1√

c2 τ/4πσ0 = (c/ωp), ωτ ≫ 1
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Ñâåðõïðîâîäèìîñòü: äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü

Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ íîðìàëüíûõ è ¾ñâåðõïðîâîäÿùèõ¿ ýëåêòðîíîâ

m∗ dvn

dt
= eE −

m∗v

τn
è 2m∗ dv s

dt
= 2eE (τs = ∞).

Ïðîâîäèìîñòü ñèñòåìû íîðìàëüíûõ è ¾ñâåðõïðîâîäÿùèõ¿ ýëåêòðîíîâ

σ =
e2nn
m∗

τn
(1+ iωτn)

+
e2ns
m∗

1

iω
.

Ïðîâîäèìîñòü ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèì âðåìåíåì ñâîáîäíîãî ïðîáåãà èìååò ðàñõîäè-
ìîñòü (ïîëþñ) íà íóëåâîé ÷àñòîòå!

Ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ â ïðåäåëå (ωτs ≫ 1) îïðåäåëÿåò ëîíäîíîâñêóþ ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìàññèâíûé ñâåðõïðîâîäíèê:

 a B0

x

Bz(x)

 b

js,y(x)

B0

Ay(x) x

Bz(x)
δ =

c

ωp

∣∣∣∣∣
s

=

=

√
m∗c2

4πe2ns
≡ λL.
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Ñêèí-ýôôåêò è ïðîáëåìà ñâÿçè ñ ïîäâîäíûìè ëîäêàìè

https://ru.wikipedia.org/wiki/Ãîëèàô_(ðàäèîñòàíöèÿ)

¾Ãîëèàô¿ (ã. Êàëüáå, Òðåòèé ðåéõ, 1943 → ã. Ãîðüêèé, 1952)

¾Ãîëèàô¿ ñòàë ïåðâîé ðàäèîñòàíöèåé äèàïàçîíà ñâåðõäëèííûõ âîëí ìîùíîñòüþ 1000 êÂò.
Ðàäèîñòàíöèÿ èñïîëüçîâàëàñü â èíòåðåñàõ Êðèãñìàðèíå äëÿ ðàäèîñâÿçè ñ ïîäâîäíûìè ëîä-
êàìè èç òàê íàçûâàåìûõ ¾âîë÷üèõ ñòàé¿.

Äèàïàçîí ÷àñòîò: îò 15 äî 60 êÃö

Äèàïàçîí äëèí âîëí: îò 20 äî 5 êì

Ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ: îò 30 äî 1200 Ãö (ôàêòè÷åñêè àçáóêà Ìîðçå â ÀÌ-ðåæèìå)

Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äëÿ ñâÿçè: 9800 êì íà ãëóáèíå ïîãðóæåíèÿ 8-12 ì
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Cêèí-ýôôåêò è ïîâåðõíîñòíûé èìïåäàíñ

Äëÿ îïèñàíèÿ îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è ðàñ÷åòà ïîòåðü ÷àñòî ââîäÿò ïîâåðõíîñò-
íûé èìïåäàíñ

Zs ≡
4π

c

E∥(0)

H∥(0)
= Rs − iXs ,

ãäå Rs � ïîâåðõíîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå, Xs � ïîâåðõíîñòíûé ðåàêòàíñ.

Èñïîëüçóåì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

rot E =
iω

c
H =⇒

∂Ey

∂x
=

iω

c
Hz (x).

Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà â ñëåäóþùåì âèäå

Zs ≡
4πiω

c2

E∥(0)

E ′
∥(0)

=
4π

c2
ω

k
.

Â îáëàñòè íèæíèõ ÷àñòîò k ≃
√
2πωσ0/c

2 (1+ i), ïîýòîìó

Zs ≃
4π

c

ω√
2πωσ0 (1+ i)

≃
√

2πω

c2σ0
(1− i).

Ñëåäîâàòåëüíî, Rs = Xs è ïðîïîðöèîíàëüíû êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ÷àñòîòû.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ëåîíòîâè÷à E∥ = Zs [H × n]
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Àíîìàëüíûé ñêèí-ýôôåêò

À. À. Àáðèêîñîâ, Îñíîâû òåîðèè ìåòàëëîâ. � Ì.: Íàóêà. � 1987.

Äëÿ ÷èñòûõ ìåòàëëîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ℓ ≫ δ è òîãäà
ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñòüþ òîêà è ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ìîæåò áûòü íåëîêàëüíîé

j (r , ω) =

∫
K(r − r ′, ω)E(r ′, ω)d3r ′,

÷òî âûíóæäàåò ðàññìàòðèâàòü ñëîæíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Êîíöåïöèÿ íåýôôåêòèâíîñòè: ýëåêòðîíû, äâèãàþùèåñÿ ïî÷òè âäîëü ïîâåðõíîñòè îáðàçöà,
ñïîñîáíû âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì è îáåñïå÷èâàòü ýêðàíèðîâêó.

nýôô ∼ n ·
δ

ℓ
=⇒ σýôô ∼ i

σ0
kℓ

.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííóþ îöåíêó â äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â
ðåæèìå íîðìàëüíîãî ñêèí-ýôôåêò

k2 =
4πiωσ

c2
=⇒ k2 =

4πiωσ
ýôô

c2
=

4πiω

c2
· i

σ0
kℓ

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

k =

(
c2ℓ

4πωσ

)1/3

=⇒ δan =
1

Im k
∼
(
ℓδ2
)1/3

.

Âûâîä: çà ñ÷¼ò óìåíüøåíèÿ ýôôåêòèâíîé êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
ïðîíèêàåò âãëóáü ÷èñòîãî ìåòàëëà íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ!
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Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû (ïîâåðõíîñòíîãî ïëàçìîíà-ïîëÿðèòîíà)

Ì. È. Ðÿçàíîâ, Ýëåêòðîäèíàìèêà êîíäåíñèðîâàííîãî âåùåñòâà. � Ì.: Íàóêà. � 1984. � �26.

Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèôøèö, Ýëåêòðîäèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä. � Ì.: Ôèçìàòëèò. � 2005 � �88.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà äâóõ ñðåä (z = 0). Ïóñòü äèýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå
ïðîíèöàåìîñòè ñðåä 1 (z > 0) è ñðåäû 2 (z < 0) ðàâíû ε1(ω), µ1(ω) è ε2(ω), µ2(ω), ñîîòâåò-
ñòâåííî.

x

z

ε1,µ1

ε2,µ2

E1e
−γ1z eikxx−iωt

E2e
+γ2z eikxx−iωt

Áóäåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèÿ äëÿ ïîëåé â ñðåäàõ 1 è 2 èìåþò ñëåäóþùèé âèä

E1(r , t) = E1 e
iq·r−γ1z−iωt è H1(r , t) = H1 e

iq·r−γ1z−iωt äëÿ z > 0, (1a)

E2(r , t) = E2 e
iq·r+γ2z−iωt è H2(r , t) = H2 e

iq·r+γ2z−iωt äëÿ z < 0, (1b)

ãäå q = {qx , qy} � âîëíîâîé âåêòîð âîëíû â ïëîñêîñòè ãðàíèöû ðàçäåëà, γ1 è γ2 � äåêðå-
ìåíòû çàòóõàíèÿ âîëíû â ïåðâîé è âòîðîé ñðåäàõ, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò ε1,2(ω) ̸= 0 è µ1,2(ω) ̸= 0.
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Äëÿ ïîëåé â ïåðâîé ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ñðåäå ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ

ε1(ω) div E1(r , t) = 0 è µ1(ω) div H1(r , t) = 0,

êîòîðûå äëÿ ïðåäïîëàãàåìûõ çàâèñèìîñòåé ïîëåé îò êîîðäèíàò è âðåìåíè ýêâèâàëåíòíû
ñîîòíîøåíèÿì

div E1(r , t) = iqxE1,x + iqyE1,y − γ1E1,z = 0, (2a)

div H1(r , t) = iqxH1,x + iqyH1,y − γ1H1,z = 0. (2b)

Äëÿ ïîëåé âî âòîðîé ñðåäå èìååì ε2(ω) div E2(r , t) = 0 è µ2(ω) div H2(r , t) = 0. Ýòè ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ïðåäïîëàãàåìûõ çàâèñèìîñòåé ïîëåé îò êîîðäèíàò è âðåìåíè ýêâèâàëåíòíû

div E2(r , t) = iqxE2,x + iqyE2,y + γ2E2,z = 0, (3a)

div H2(r , t) = iqxH2,x + iqyH2,y + γ2H2,z = 0. (3b)

Âû÷òåì óðàâíåíèå (3a) èç óðàâíåíèÿ (2a)(
i qx E1,x + i qy E1,y − γ1 E1,z

)
−
(
i qx E2,x + i qy E2,y + γ2 E2,z

)
=

= i q · (E1,∥ − E2,∥)−
(
γ1 E1,z + γ2 E2,z

)
= 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïëîñêîñòè z = 0 è ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ
ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå(

γ1 E1,z + γ2 E2,z
)
= 0 èëè

(
γ1

ε2(ω)

ε1(ω)
+ γ2

)
E2,z = 0.
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Âû÷òåì óðàâíåíèå (3b) èç óðàâíåíèÿ (2b) è ïîëó÷èì(
i qx H1,x + i qy H1,y − γ1 H1,z

)
−
(
i qx H2,x + i qy H2,y + γ2 H2,z

)
=

= i q · (H1,∥ −H2,∥)−
(
γ1 H1,z + γ2 H2,z

)
= 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïëîñêîñòè z = 0 è ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ
ïîâåðõíîñòíîãî òîêà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(
γ1 H1,z + γ2 H2,z

)
= 0 èëè

(
γ1

µ2(ω)

µ1(ω)
+ γ2

)
H2,z = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñóùå-
ñòâóåò ïðè óñëîâèè(

γ1
µ2(ω)

µ1(ω)
+ γ2

)
H2,z = 0 è

(
γ1

ε2(ω)

ε1(ω)
+ γ2

)
E2,z = 0.
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Àíàëèç óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû(
γ1

µ2(ω)

µ1(ω)
+ γ2

)
H2,z = 0 è

(
γ1

ε2(ω)

ε1(ω)
+ γ2

)
E2,z = 0.

1. Äëÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû íåâîçìîæíà êîíôèãóðàöèÿ E1,z ̸= 0, E2,z ̸= 0 è H1,z ̸= 0,
H2,z ̸= 0. Â ñàìîì äåëå, èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò

γ1
µ2
µ1

+ γ2 = 0 è γ1
ε2
ε1

+ γ2 = 0,

Ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå ïðè µ2/µ1 = ε2/ε1. Îäíàêî γ1 è γ2 ïðåäïîëàãàþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè, ïîýòîìó íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ε2/ε1 < 0 è µ2/µ1 < 0.
Äëÿ ÷àñòîò îïòè÷åñêîãî äèàïàçîíà µ1 = µ2 ≃ 1, ïîýòîìó òàêîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

2. Ïîñêîëüêó â îïòè÷åñêîé îáëàñòè ÷àñòîò µ1 ≃ 1 è µ2 ≃ 1 è äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ γ1 è γ2
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, âûðàæåíèå γ1 µ2/µ1+γ2 íå ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû H1,z = 0 è H2,z = 0 (òàê íàçûâàåìàÿ TM−âîëíà).

3. Äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ìîæåò áûòü è îòëè÷íîé îò íóëÿ. Åñëè E2,z ̸= 0, òî

γ1 ε2(ω) = −γ2 ε1(ω),

äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî ε1(ω) ε2(ω) < 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè îäíîé ñðåäîé
ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðèê, òî âòîðîé ñðåäîé äîëæåí áûòü ìåòàëë ïðè ω < ωp .
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4. Ïîëÿ â ïåðâîé è âòîðîé ñðåäàõ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âîëíîâûì óðàâíåíèÿì{
∆+

ω2

c2
ε1(ω)

}
E1(r , ω) = 0 è

{
∆+

ω2

c2
ε2(ω)

}
E2(r , ω) = 0.

Ïîäñòàíîâêà ïðåäïîëàãàåìûõ ðåøåíèé â âèäå (1a) è (1b) äà¼ò äâà óñëîâèÿ

− q2 + γ21 +
ω2

c2
ε1(ω) = 0 è − q2 + γ22 +

ω2

c2
ε2(ω) = 0.

5. Âîçâåäåì â êâàäðàò ðàâåíñòâî γ1 ε2(ω) = −γ2 ε1(ω) è ïîëó÷èì

γ21 ε
2
2(ω) = γ22 ε

2
1(ω).

Ïîäñòàâèì γ21 = q2 − ω2 ε1(ω)/c
2 è γ22 = q2 − ω2 ε2(ω)/c

2 èç óðàâíåíèé ï. 3 è ïîëó÷èì
äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé H−âîëíû(

q2 −
ω2

c2
ε1(ω)

)
ε22(ω) =

(
q2 −

ω2

c2
ε2(ω)

)
ε21(ω),

îòêóäà ñëåäóåò ñâÿçü ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà è ÷àñòîòû (äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå)

q2 =
ω2

c2
·

ε1(ω) ε2(ω)

ε1(ω) + ε2(ω)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû êðîìå óñëî-
âèÿ ε1(ω) ε2(ω) < 0, âûïîëíÿëîñü áîëåå æ¼ñòêîå îãðàíè÷åíèå ε1(ω) + ε2(ω) < 0.
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Ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

Âûáåðåì îñü x ïàðàëëåëüíî âîëíîâîìó âåêòîðó âîëíû (ò. å. qx = q è qy = 0). Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòíîé TM−âîëíû H1,z = 0 è H2,z = 0. Èç óðàâíåíèÿ (3b) ñëåäóåò H2,x = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, è H1,x = 0. Íàì îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ñ÷èòàòü, ÷òî ìàãíèòíîå
ïîëå ïîâåðõíîñòíîé H−âîëíû íàïðàâëåíî ïî îñè y . Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà âûòå-
êàåò îáùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïîëÿ

rot H =

(
−
∂Hy

∂z

)
ex +

(
∂Hy

∂x

)
ez = −i

ωε(ω)

c

(
Ex ex + Ey ey + Ez ez

)
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëàãàåìûé âèä ðåøåíèÿ H1,y = H0 e
iqx−γ1z , ïîëó÷àåì

γ1H0 ex + i qH0 ez = −i
ωε1(ω)

c

(
E1,x ex + E1,y ey + E1,z ez

)
,

ãäå H0 � ìàãíèòíîå ïîëå íà ãðàíèöå ðàçäåëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå
ïîëÿ â ïåðâîé ñðåäå ïðè z = 0 ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

E1 =

(
+i

c

ω

γ1
ε1(ω)

H0

)
ex + 0 · ey +

(
−

c

ω

q

ε1(ω)
H0

)
ez è H1 = H0 ey .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé âî âòîðîé
ñðåäå ïðè z = 0

E2 =

(
−i

c

ω

γ2
ε2(ω)

H0

)
ex + 0 · ey +

(
c

ω

q

ε2(ω)
H0

)
ez è H2 = H0 ey .
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Â ñîîòâåòñòâèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìû ïîëó÷èëè, ÷òî òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû ýëåê-
òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò ðàçðûâ, îäíàêî êîìáèíàöèÿ ε(ω)Ez (r , ω) èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.

https://en.wikipedia.org/wiki/Surface_plasmon

Îïðåäåëèì äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

γ1 =

√
q2 −

ω2

c2
ε1(ω) =

√
ω2

c2
·

ε1(ω) ε2(ω)

ε1(ω) + ε2(ω)
−

ω2

c2
ε1(ω) =

ω

c

√
ε21(ω)∣∣ε1(ω) + ε2(ω)

∣∣
è

γ2 =

√
q2 −

ω2

c2
ε2(ω) =

√
ω2

c2
·

ε1(ω) ε2(ω)

ε1(ω) + ε2(ω)
−

ω2

c2
ε2(ω) =

ω

c

√
ε22(ω)∣∣ε1(ω) + ε2(ω)

∣∣ .
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Ïîâåðõíîñòíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíû íà èíòåðôåéñå
¾ìåòàëë�âîçäóõ¿

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó íà èíòåðôåéñå ¾ìåòàëë�âîçäóõ¿ â ïðèáëèæåíèè ñâîáîä-
íîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà. Èòàê, ïîäñòàâëÿÿ ε1(ω) = 1 è ε2(ω) = 1−ω2

p/ω
2 â ñîîòíîøåíèå äëÿ

ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà, ïîëó÷àåì

q2 =
ω2

c2
·
(ω2 − ω2

p )

(2ω2 − ω2
p )

,

Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå è ïðèâåäåì çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îò âîëíîâîãî âåêòîðà ê âèäó
áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ(

ω

ωp

)4

−
(

ω

ωp

)2 {
1+ 2

(
qc

ωp

)2
}

+

(
qc

ωp

)2

= 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

ω = ωp ·

√√√√1

2
+

(
qc

ωp

)2

−

√
1

4
+

(
qc

ωp

)4

≃
{

qc, qc ≪ ωp ,

ωp/
√
2, qc ≫ ωp .

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ñî çíàêîì ¾+¿ ïåðåä âíóòðåííèì êîðíåì îòáðîøåíî èç�çà òîãî, ÷òî
äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ε2(ω) < 0. Äëÿ áîëüøèõ ÷àñòîò ïîâåðõíîñòíîå ðåøåíèå
èìååò ÷àñòîòó â

√
2 ðàç ìåíüøóþ ÷àñòîòû îáú¼ìíîé ïëàçìåííîé âîëíû. Ýòî ïîçâîëÿåò îò-

ëè÷èòü ïîâåðõíîñòíûå âîëíû îò îáú¼ìíûõ ïðîäîëüíûõ âîëí.
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå vg = dω/dq, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíîé
ïëàçìîííîé âîëíû ïðè ìàëûõ q áëèçêà ê ñêîðîñòè ñâåòà (vg = c ïðè qc ≪ ωp) è ïðè
óâåëè÷åíèè âîëíîâîãî ÷èñëà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (¾ìåäëåííàÿ¿ âîëíà).

Âû÷èñëèì äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà ¾ìåòàëë � âîç-
äóõ¿ â ïðåäåëå ω ≪ ωp , êîãäà ε1(ω) ≪ |ε2(ω)|

γ1 ≃
ω

c

√
1∣∣ε2(ω)∣∣ ≃ ω

c

√
ω2

ω2
p

≃
ω2

c ωp

è γ2 ≃
ω

c

√
|ε2(ω)| ≃

ω

c

√
ω2
p

ω2
≃

ωp

c
.

Âåëè÷èíà γ2 äëÿ ìåòàëëà îæèäàåìî ñîîòâåòñòâóåò ãëóáèíå ñêèí�ñëîÿ íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ.
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Âîçáóæäåíèå ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ. Ñåíñîðû

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âîçáóæäåíèÿ ìåäëåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ âíåøíèì èçëó÷åíèåì
(íàïðèìåð, ëàçåðîì) íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü óñëîâèå ñèíõðîíèçìà (ðàâåíñòâà ÷àñòîò è èì-
ïóëüñîâ). Äëÿ ýòîãî ÷àñòî èñïîëüçóþò äèýëåêòðè÷åñêèå ïðèçìû, ÷òîáû çàìåäëèòü ñêîðîñòü
ñâåòà.

Îñîáàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ ê êà÷åñòâó ïîâåðõíîñòè è ïðèñóòñòâèþ
¾çàãðÿçíåíèé¿ ïîçâîëÿò ðàçðàáàòûâàòü ñõåìû äåòåêòèðîâàíèÿ àäñîðáàòîâ, áèîëîãè÷åñêèõ
ìîëåêóë è ïðî÷.

Êîíôèãóðàöèÿ Kretschmann�Raether
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Surface-enhanced Raman scattering (SERS)

Êîìáèíàöèîííîå ðàññåÿíèå ñâåòà (ýôôåêò Ðàìàíà) � íåóïðóãîå ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ íà ìî-
ëåêóëàõ âåùåñòâà, ñîïðîâîæäàþùååñÿ çàìåòíûì èçìåíåíèåì ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ.

Áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ ñèëüíî
âîçðàñòàåò (äî 1010 ðàç) äëÿ àäñîðáàòîâ íà ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ (ñåðåáðî, ïëàòèíà
è äð.) èç-çà óñèëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è âîçáóæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïëàçìîíîâ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè. SERS-òåõíèêà ïîçâîëÿåò äåòåêòèðîâàòü îòäåëüíûå ìîëåêóëû.

Fleischmann, Hendra and McQuillan, Raman Spectra of Pyridine Adsorbed at a Silver Electrode. Chem.

Phys. Lett., vol. 26, p. 163 (1974).
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Ëåêöèÿ 2

Îñîáåííîñòè îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí

ðåíòãåíîâñêîãî äèàïàçîíà

Êðèñòàëëè÷åñêàÿ è ìíîãîñëîéíàÿ ðåíòãåíîâñêàÿ îïòèêà
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Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè

Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïî ìîùíîñòè îò ïëîñêîé ãðàíèöû ðàçäåëà
äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ôðåíåëÿ

R =

∣∣∣∣n1 − n2
n1 + n2

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√
ε1 −√

ε2√
ε1 +

√
ε2

∣∣∣∣∣
2

,

ãäå ε1 è ε2 � äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè äâóõ ñðåä. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
âåùåñòâà íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ áåç ó÷¼òà ñòîëêíîâåíèé îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (ñì. ëåê-
öèþ 1)

ε = 1−
ω2
p

ω2
ïðè ω ≫ ωp è τ → 0,

ãäå ωp ≡
√
4πnýëe

2/m0 � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà (ωp ∼ 1015 ÷ 1016 c−1), nýë � ñðåäíÿÿ êîíöåí-
òðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â òâ¼ðäîì òåëå.

Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæäó âåùåñòâîì è âàêóóìîì (ε = 1) ðàâåí

R =

∣∣∣∣∣∣∣
1−

√
1− ω2

p/ω
2

1+
√
1− ω2

p/ω
2

∣∣∣∣∣∣∣
2

≃
1

16

ω4
p

ω4
ïðè ω ≫ ωp .

Ïðîìåæóòî÷íûé âûâîä: êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ äîëæåí ðåçêî óìåíüøàòüñÿ ïî ìåðå óâå-
ëè÷åíèÿ ÷àñòîòû.
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Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â âåùåñòâå íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ

Íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ (ω ≫ ωp) ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü µ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíè-
öå, ÷òî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâëÿòü B è H. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí ïðîèñõîäèò áåç èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû.

Ââåä¼ì êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû E(r , ω) = E(r , ω) e−iωt è H(r , ω) = H(r , ω) e−iωt , êîòîðûå
õàðàêòåðèçóþò îòêëèê íà êîíêðåòíîé ÷àñòîòå. Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèÿì Ìàêñâåëëà

rot E(r , ω) =
iω

c
H(r , ω) è rot H(r , ω) = −

iω

c
ε(r , ω)E(r , ω),

ãäå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñ÷èòàåòñÿ ìîäóëèðîâàííîé íà àòîìíûõ ìàñøòàáàõ

ε(r , ω) = 1−
4πnýë(r)e

2

m0ω
2

.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû äëÿ
âåêòîðîâ E(r , ω) è D(r , ω) = ε(r , ω)E(r , ω)

rot rot E(r , ω) = k20 D(r , ω). (∗)

ãäå k0 = ω/c � ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â âàêóóìå. Ïðèìåì âî
âíèìàíèå, ÷òî

div D(r , ω) = 0 è D(r , ω) = ε(ω)E(r , ω) = E(r , ω)−
4πe2nýë(r)

m0ω
2

E(r , ω).
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rot rot E(r , ω) = rot rot

(
D(r , ω) +

4πe2nýë(r)

m0ω
2

E(r , ω)

)
=

= −∆D(r , ω) + rot rot

(
4πe2nýë(r)

m0ω
2

E(r , ω)

)
. (∗∗)

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (*) è (**) â ñëåäóþùåì âèäå

∆D(r , ω) + k20 D(r , ω) = rot rot

(
4πe2nýë(r)

m0ω
2

E(r , ω)

)
.

Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èìååòñÿ ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

χ = −
e2nýë(r)

m0ω
2

è |χ| ≪ 1,

ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó χ

D(r , ω) = D(0)(r , ω) +D(1)(r , ω) +D(2)(r , ω) + . . .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå íóëåâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

∆D(0)(r , ω) + k20 D
(0)(r , ω) = 0.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàäàþùåé âîëíû

E (0)(r , ω) = E0 e
ik0r è D(0)(r , ω) =

E (0)(r , ω)

ε(r , ω)
,

ãäå E0 � àìïëèòóäà ýòîé âîëíû, k0 = ω/c � âîëíîâîé âåêòîð âîëíû â âàêóóìå.

Ñëàãàåìûå D(n), ïðîïîðöèîíàëüíûå n-é ñòåïåíè χ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîïðàâêè, âîçíèêà-
þùèå ïðè n-êðàòíîì ðàññåÿíèè.
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Ïðèáëèæåíèå îäíîêðàòíîãî (áîðíîâñêîãî) ðàññåÿíèÿ

Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

∆D(1)(r , ω) + k20 D
(1)(r , ω) = rot rot

(
4πe2nýë(r)

m0ω
2

E0 e
ik0r

)
.

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâ¼ðòêè ôóíêöèè Ãðèíà G(r , r ′) òð¼õìåð-
íîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà è ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

D(1)(r , ω) =

∫∫∫
G(r , r ′) rot rot

(
4πe2nýë(r

′)

m0ω
2

E0 e
ik0r

′
)
dr ′ =

= −
4πe2

m0ω
2

∫∫∫
1

4π

e ik0 |r−r ′|

|r − r ′|
rot rot

(
nýë(r

′)E0 e
ik0r

′)
dr ′,

0

k0 k

r′

r r− r′
x

z

θϕ

γ
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Äàëåå ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñòðóêòóðîé ïîëÿ â äàëüíåé âîëíîâîé çîíå (|r | ≫ λ), òîãäà
íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò îáðàçöà

|r − r ′| =
√

r2 + r ′2 − 2rr ′ cos γ = r ·

√
1− 2

(
r ′

r

)
cos γ +

(
r ′

r

)2

≃ r − r ′ cos γ = r − r ′ · n,

ãäå γ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r è r ′, n = r/|r | � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàññå-
ÿííîé âîëíû. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì óïðóãîå ðàññåÿíèå áåç èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû, òî
|k| = |k0| = ω/c.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â òî÷êå íàáëþäåíèÿ âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîâïàäàþò, ïîëó÷èì

E (1)(r , ω) = −
e2

m0ω
2

e ik0 r

r
×
∫∫∫

e−ik r ′ rot rot
(
nýë(r

′)E0 e
ik0r

′)
dr ′ =

=
e2

m0ω
2

e ik0 r

r

[
k ×

[
k × E0

]] ∫∫∫
nýë(r

′) e−iq r ′ dr ′,

ãäå

q ≡ k − k0

åñòü âåêòîð ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé ðàâåí ðàçíîñòè âîëíîâûõ âåêòîðîâ k ðàññåÿííîé âîëíû,
êîòîðóþ â äàëüíåé çîíå ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíî ïëîñêîé, è ïàäàþùåé âîëíû k0.

Ïðîìåæóòî÷íûé âûâîä: àìïëèòóäà ðàññåÿííîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà ôóðüå-îáðàçó îò
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè îáðàçöà.
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Ïðèáëèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû

Ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà ðàññåÿíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îò-
ðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè, ðàâíà

|qz | ≡ |kz − k0,z | = 2k0 cos θ =
2π

λ/(2 cos θ)

ïîýòîìó ðîëü ¾ýôôåêòèâíîé¿ äëèíû âîëíû èãðàåò âåëè÷èíà

λýôô,⊥ =
λ

cos θ
=

λ

sinφ
,

ãäå φ ≡ π/2− θ � óãîë ñêîëüæåíèÿ. Ïðè ìàëûõ óãëàõ ñêîëüæåíèÿ (φ ≪ 1) ¾ýôôåêòèâíàÿ¿
äëèíà âîëíû ìîæåò ñòàòü ñóùåñòâåííî áîëüøå ïîñòîÿííîé ðåø¼òêè, è òîãäà îñíîâíîé âêëàä
â ðàññåÿíèå áóäóò âíîñèòü êðóïíîìàñøòàáíûå èçìåíåíèÿ âîñïðèèì÷èâîñòè, à íå èçìåíåíèÿ
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè íà àòîìàðíûõ ìàñøòàáàõ.

Â ïðèáëèæåíèè ¾ìàëîóãëîâîãî¿ ðàññåÿíèÿ ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîé âîëíû îò îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ èäåàëüíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ

nýë(z) =

{
0 ïðè z < 0,
n0 ïðè z ≥ 0,

ãäå ïëîñêîñòü z = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè îáðàçöà. Î÷åâèäíî, ÷òî

E (1)(r , ω) = A0(r) n0

∞∫
−∞

e−iqx x
′
dx ′

∞∫
−∞

e−iqy y
′
dy ′

∞∫
0

e−iqz z
′
dz ′,

ãäå A0(r) = e2k20E0/(m0ω
2) · e ik0 r/r åñòü àìïëèòóäà ðàññåÿííîé âîëíû â òî÷êå íàáëþäåíèÿ.
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Çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îò ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè

Ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííûì x ′ è y ′ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì äåëüòà-ôóíêöèè

∞∫
−∞

e−iqx x
′
dx ′ = 2πδ(qx ) è

∞∫
−∞

e−iqy y
′
dy ′ = 2πδ(qy ).

Ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà ïî z ′ óäîáíî ôîðìàëüíî ââåñòè ñëàáîå çàòóõàíèå γ, à ïîñëå âçÿòèÿ
èíòåãðàëà óñòðåìèòü ýòî çàòóõàíèå ê íóëþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ
ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà

lim
γ→0

∞∫
0

e−iqz z
′−γz′dz ′ = lim

γ→0

e−iqz z
′−δz′

(−ikz − γ)

∣∣∣∣∣
∞

0

= lim
γ→0

1

(iqz + γ)
=

1

iqz
.

Ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ îòðàæ¼ííîé îò ïîëóïðîñòðàíñòâà âîëíû
ðàâíà

E (1)(r , ω) = A0(r)n0
(2π)2

iqz
δ(qx ) δ(qy ).

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì àìïëèòóäû ðàññåÿííîé âîëíû ñîîòâåòñòâóåò íóëåâûì çíà÷åíèÿì
ïðîäîëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ðàññåÿíèÿ: qx = 0 è qy = 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîõðàíå-
íèå ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ïðè ðàññåÿíèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññåÿíèå îò ïîëóïðîñòðàíñòâà
ñóùåñòâóåò òîëüêî â çåðêàëüíîì íàïðàâëåíèè: kx = k0,x , ky = k0,y è kz = −k0,z .
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Çåðêàëî êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ: äèôðàêöèîííàÿ ðàñõîäèìîñòü

+Lx/2∫
−Lx/2

e−iqx x
′
dx ′ =

2 sin(qxLx/2)

qx
è

+Ly/2∫
−Ly/2

e−iqy y
′
dy ′ =

2 sin(qyLy/2)

qy
.

Ñëåäñòâèÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé:

δqx =
2π

Lx
è δqy =

2π

Ly
.

x

z

k0

Lx

θ

2 δθ1

Îöåíèì ïîëóøèðèíó ãëàâíîãî ¾ëåïåñòêà¿ äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè

δθ ≃
λ

Lx

1

cos θ
,

ãäå Lx cos θ � ðàçìåð çåðêàëà, âèäèìûé ñî ñòîðîíû íàáëþäàòåëÿ.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ðåíòãåíîâñêîãî äèà-
ïàçîíà îò ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè (θ → π/2 èëè φ → 0) áåç ó÷¼òà
äèôðàêöèîííûõ èñêàæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R =

(
πe2n0
m0ω

2

)2

·
1

cos4 θ
=

(
πe2n0
m0ω

2

)2

·
1

sin4 φ
.

0 1 2
ϕ/ϕc

0

1

R

1 2

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðåäñêàçûâàåò ðàñõîäèìîñòü ïðè
ìàëûõ óãëàõ ñêîëüæåíèÿ: R ∼ 1/φ4. Òàêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ñâèäåòåëüñòâóåò î íàðóøåíèè ïðè-
áëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàñ-
ñåÿíèÿ îò ñðåäû ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ìåíüøåé åäèíèöû.
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Ïîëíîå âíåøíåå îòðàæåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü ïàäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ x−z. Çàïèøåì âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå∆E+k2(ω)E = 0 (ñì. ëåêöèþ 1) äëÿ y -êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â íåìàãíèòíîé
ñðåäå

∂2

∂x2
Ey +

∂2

∂z2
Ey + k2 Ey = 0, ãäå k2 =

(ω
c

)2
ε(ω, z)µ(ω) = k20ε(ω, z)

Ïîñêîëüêó â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷à äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è çàâèñèìîñòü îò
ïðîäîëüíîé x-êîîðäèíàòû äîëæíà èìåòü âèä áåãóùåé âîëíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k0 sin θ,
ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∂2Ey

∂z2
+ k20

(
ε(ω, z)− sin2 θ

)
Ey = 0.

Ïîñêîëüêó äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâ â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå âñåãäà ìåíü-
øå åäèíèöû, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òàêîé óãîë ïàäåíèÿ, ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå

k20
(
ε(ω, z)− sin2 θ

)
ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì. Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå âèäà

E ′′
y − κ2Ey = 0, ãäå κ2 = k20

(
sin2 θ − ε(ω, z)

)
> 0

îïèñûâàåò ïîÿâëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ âãëóáü îáðàçöà âîëí (Ey ∼ e−κz ) ñ íóëå-
âûì ïîòîêîì ìîùíîñòè âíóòðè îáðàçöà. Cëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà äëÿ ìàëûõ óãëîâ ñêîëüæåíèÿ äîëæåí áûòü ðàâåí åäèíèöå!
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Çàäà÷à îá îòðàæåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò ñðåäû ñ ïðîèçâîëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî äëÿ ëþáûõ óãëîâ (ñì. Ëàíäàó è Ëèôøèö, ò. 8,
çàäà÷à 2 ê �86). Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ïî ìîùíîñòè îò ñðåäû ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ è
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε, áëèçêîé ê åäèíèöå (1− ε ≪ 1), äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî
ïàäåíèÿ ðàâåí

R =

(
φ−

√
φ2 − (1− ε)

)4
(1− ε)2

,

ãäå φ � óãîë ñêîëüæåíèÿ. Îïðåäåëèì êðèòè÷åñêèé óãîë ñêîëüæåíèÿ

φc ≡
√
1− ε =

√
4πe2n0
m0ω

2

èç óñëîâèÿ îáðàùåíèþ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â íóëü.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè φ = φc ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì ïîëíîãî âíåøíåãî îòðàæåíèÿ (R = 1).
Â ïðåäåëå φ ≫ φc ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (êðèâàÿ 2 íà ñòð. 10)

R =

(
φ−

√
φ2 − φ2

c

)4
φ4
c

=⇒ R ≃
1

16

(
φc

φ

)4

≃
1

16

(
4πe2n0
m0ω

2

)2
1

φ4
ïðè φ ≫ φc ,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, â ïðå-
äåëå φ ≪ 1.
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Îòðàæåíèå îò øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè∗

Ïðåäïîëîæèì, ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè èìååò âèä

nýë(z) =

{
0 ïðè z < ξ(x , y),
n0 ïðè z ≥ ξ(x , y),

ãäå ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ z = ξ(x , y) îïèñûâàåò øåðîõîâàòóþ ãðàíèöó ðàçäåëà ìåæäó âåùå-
ñòâîì è âàêóóìîì. Ñ÷èòàÿ ñëó÷àéíóþ ïîâåðõíîñòü ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîé, äëÿ êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

⟨ξ(x , y) ξ(x ′, y ′)⟩ = σ2 exp

(
−
(x − x ′)2

ℓ2
−

(y − y ′)2

ℓ2

)
,

ãäå ïàðàìåòð σ õàðàêòåðèçóåò ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è
òèïè÷íóþ âûñîòó íåðîâíîñòè; ℓ åñòü ñðåäíèé ëàòåðàëüíûé ðàçìåð øåðîõîâàòîñòåé. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

⟨ξ2(x , y)⟩ = ⟨ξ(x , y) ξ(x , y)⟩ = σ2.

Íàõîäèì ôóðüå-îáðàç ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè è àìïëèòóäó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

E (1)(r , ω) = A0(r)

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqx x
′−iqy y

′
dx ′dy ′

∞∫
ξ(x,y)

nýë(z
′)e−iqz z′ dz ′ =

= A0(r)

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqx x
′−iqy y

′
dx ′dy ′

∞∫
0

n0 e
−iqz z′e−iqz ξ(x,y) dz ′.
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé z ′ ïîëó÷àåì

E (1)(r , ω) =
A0(r)n0

iqz

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqx x
′−iqy y

′
e−iqz ξ(x,y) dx ′dy ′.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àìïëèòóäà øåðîõîâàòîñòåé ìàëà, à èõ õàðàêòåðíûé ëàòåðàëüíûé ìàñøòàá
äîñòàòî÷íî âåëèê. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî |qz ξ(x , y)| ≪ 1, è ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â
ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ïî ξ ñëàãàåìûõ

e−iqz ξ(x,y) ≃ 1− iqz ξ(x , y)−
1

2
q2z ξ2(x , y).

Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòðàæ¼ííîé âîëíû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

E (1)(r , ω) =
A0(r)n0

iqz

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqx x
′−iqy y

′
dx ′dy ′ ×

(
1− iqz ξ(x

′, y ′)−
q2z ξ2(x ′, y ′)

2

)
;

ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòüþ èçëó÷åíèÿ
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

〈∣∣E(1)
∣∣2〉 = |A0(r)|2n20

q2z

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqx x
′−iqy y

′+iqx x
′′+iqy y

′′
×

{
1+q2z ⟨ξ(x ′, y ′)ξ(x ′′, y ′′)⟩−

q2z
2

⟨ξ2(x ′, y ′)⟩ −
q2z
2

⟨ξ2(x ′′, y ′′)⟩
}
dx ′dy ′dx ′′dy ′′.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ èìååò äâà îñíîâíûõ âêëàäà.
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1. Êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïî÷òè çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò
øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè, ïðè Lx → ∞ è Ly → ∞ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

〈∣∣E (1)
∣∣2〉

çåðê
=

|A0(r)|2n20
q2z

(1−q2z σ
2)

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqx (x
′−x′′)dx ′dx ′′

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqy (y
′−y′′) dy ′dy ′′

=
|A0(r)|2n20

q2z
(1− q2z σ

2) · (2π)2LxLy δ(qx )δ(qy ).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ñëàáîé øåðîõîâàòîñòè êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò øåðîõî-
âàòîé ïîâåðõíîñòè â (1−q2z σ

2) ðàç ìåíüøå êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò èäåàëüíîé ãðàíèöû
ðàçäåëà.

2. Êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò íåçåðêàëüíîå (äèôôóçíîå) ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû îò øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòüþ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈∣∣E (1)
∣∣2〉

äèôô
= |A0(r)|2n20 σ2

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

Lx/2∫
−Lx/2

Ly/2∫
−Ly/2

dx ′dy ′dx ′′dy ′′×

× exp

(
−iqx (x

′ − x ′′)− iqy (y
′ − y ′′)−

(x ′ − x ′′)2

ℓ2
−

(y ′ − y ′′)2

ℓ2

)
.

Ïîñëå âäóì÷èâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè Lx → ∞ è Ly → ∞ ïîëó÷àåì

〈∣∣E (1)
∣∣2〉

äèôô
= |A0(r)|2n20σ2πℓ2LxLy exp

(
−
(q2x + q2y )ℓ

2

4

)
.
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x

z

ξ(x, y)

k0

�

σ

2 δθ2

θ

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ℓ → ∞ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

〈∣∣E (1)
∣∣2〉

äèôô
= |A0(r)|2n20σ2 lim

ℓ→∞

{
πℓ2LxLy exp

(
−
(q2x + q2y )ℓ

2

4

)}
=

= (2π)2|A0(r)|2n20σ2LxLy δ(qx )δ(qy ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå îòðàæåíèå îò ïî÷òè ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñîîòíî-
øåíèåì〈∣∣E (1)

∣∣2〉
çåðê

+
〈∣∣E (1)

∣∣2〉
äèôô

= |A0(r)|2n20
(1− q2z σ

2)

q2z
· (2π)2LxLy δ(qx )δ(qy )+

+ (2π)2|A0(r)|2n20σ2LxLy δ(qx )δ(qy ) =
|A0(r)|2n20

q2z
· (2π)2LxLy δ(qx )δ(qy )

è ñîîòâåòñòâîâàòü çåðêàëüíîìó îòðàæåíèþ òîé æå èíòåíñèâíîñòè, ÷òî è îò èäåàëüíîé îòðà-
æàþùåé ïîâåðõíîñòè.
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Îòðàæåíèå îò ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóð â ïðèáëèæåíèè
îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ

Ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ îò ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû:

n(z)
k0 k

x

z

0

Lz

d

θ

Ïðîôèëü ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè çàïèøåì â ïðîñòåéøåì âèäå

nýë(z) =

{
0 ïðè |z| > Lz/2;
n0 +∆n1 cosKz ïðè |z| < Lz/2,

ãäå Lz � ïîëíàÿ òîëùèíà, d � ïåðèîä, K = 2π/d � âåêòîð ìîäóëÿöèè.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî îòðàæàþùàÿ ïîâåðõíîñòü íåîãðàíè÷åíà â ëàòåðàëüíîé ïëîñêîñòè, íàõîäèì àì-
ïëèòóäó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàññåÿííîé âîëíû êàê ôóðüå-îáðàç îò ëîêàëüíîé ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòè

E (1)(r , ω) = A0(r)

Lx/2∫
−Lx/2

e−iqx x
′
dx ′

Ly/2∫
−Ly/2

e−iqy y
′
dy ′

Lz/2∫
−Lz/2

nýë(z
′)e−iqz z

′
dz ′.
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Â ïðåäåëå Lx → ∞ è Ly → ∞ èìååì

E (1)(r , ω) = A0(r)(2π)
2δ(qx )δ(qy )

Lz/2∫
−Lz/2

nýë(z
′)e−iqz z

′
dz ′.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë ïî z− êîîðäèíàòå è ïîëó÷èì

E (1)(r , ω) = A0(r)(2π)
2δ(qx )δ(qy )×{

2n0
qz

sin
qzLz
2

+
∆n1

(qz − K)
sin

(qz − K)Lz
2

+
∆n1

(qz + K)
sin

(qz + K)Lz
2

}
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò çåðêàëüíîìó îòðàæåíèþ îò îäíîðîäíîé ñðåäû ñî ñðåäíåé
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ n0. Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå àìïëèòóäå ìî-
äóëÿöèè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ∆n1, èìåþò ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð è äîñòèãàþò ìàêñèìóìà
ïðè qz ≃ ±K .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî âåêòîð ðàññåÿíèÿ ðàâåí |qz | = 2k0 cos θ, çàïèøåì óñëîâèå ðåçî-
íàíñíîãî ðàññåÿíèÿ â âèäå

2k0 cos θ = K èëè 2d cos θ = λ,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå äèôðàêöèè Áðýããà-Âóëüôà íà îäíîìåðíîé ðåø¼òêå ñ
ãàðìîíè÷åñêîé ìîäóëÿöèåé ïëîòíîñòè.

Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ñ íåñêîëüêèìè ôóðüå êîìïî-
íåíòàìè (çàìåíà K → mK):

2k0 cos θ = mK èëè 2d cos θm = mλ, ãäå m = 1, 2, . . .
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ äèôðàêöèè Áðýããà-Âóëüôà íà îäíîìåðíîé ðåø¼òêå

2d cos θm = mλ èëè 2d sinφm = mλ, ãäå m = 1, 2, . . .

θ

∆L = 2d cos θ

k0 k

Ïðèìåð ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áðýããà-Âóëüôà (ïîñòðîåíèå äëÿ /λ = 0.4)

0
θ

0

1

θ1θ2θ3θ4 π/2

m = 1

m = 2

m = 3

m = 4

m = 5(a)

0
ϕ = θ − π/2

0
ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 π/2

∼ λ/d

∼ λ/Lz

(b)
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Îáñóäèì çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ðàññåÿííîé âîëíû îò òîëùèíû èäåàëüíîé ìíîãîñëîéíîé
ñòðóêòóðû. Àìïëèòóäà ðåçîíàíñíîãî ñëàãàåìîãî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì

a(qz ) =
∆nm

(qz ± Km)
sin

(qz ± Km)Lz
2

.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òî÷íîãî ðåçîíàíñà qz = ±Km (*)

a(qz ) =
∆nmLz

2
∼ N.

Cëåäîâàòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ áóäåò âîçðàñòàòü ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ñëî¼â N = Lz/d . Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ïîëÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ â
N2 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ îò îäèíî÷íîé ïë¼íêè, ÷òî íåïîñðåäñòâåí-
íî ñâÿçàíî ñ êîíñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèåé âîëí, îòðàæ¼ííûõ ðàçíûìè ñëîÿìè.

Çàïèøåì óñëîâèå ðåçîíàíñà m-ãî ïîðÿäêà (*) â âèäå

|qz | = mK èëè 2kz =
2πm

d
èëè kz =

πm

d
, ãäå m ∈ Z.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé èíòåðôåðåíöèîííûé ïèê (m = 1) ëåæèò íà ãðàíèöå çîíû Áðèëëþýíà
îäíîìåðíîé ñòðóêòóðû: kz = π/d .

Ìîäåëü îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïðåäñêàçûâàåò áåñêîíå÷íîå óñèëåíèå àìïëèòóäû ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ ðàññåÿííîé âîëíû ïðè Lz → ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çäðàâîìó ñìûñëó. Ôèçè÷åñêàÿ
ïðè÷èíà ðàñõîäèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåíåáðåæåíèè çàòóõàíèåì ïàäàþùåé ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû ïî ìåðå å¼ ïðîíèêíîâåíèÿ â ìíîãîñëîéíóþ ñòðóêòóðó.
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Îòêàç îò áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïåðåõîä ê
ïðèáëèæåíèþ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå, êîòîðîå äëÿ ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû è s-ïîëÿðèçàöèè ïàäà-
þùåãî èçëó÷åíèÿ èìååò âèä (ñ. 11)

∂2Ey

∂z2
+ k20

(
ε(z)− sin2 θ

)
Ey = 0.

Ðàññìîòðåííîå íàìè ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ëîêàëüíîé ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè
ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âèäà

ε(z) = 1−
4πe2nýë(z)

m0ω
2

= ε0 + 2ε1 cosKz,

ãäå ε0 = 1− 4πe2n0/(m0ω
2) è ε1 = −4πe2∆n1/(m0ω

2).

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε1 > 0.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ìàòüå, îïèñûâàþùåå ïàðàìåòðè÷åñêèé
ðåçîíàíñ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â âèäå äâóõ âñòðå÷íûõ íåîäíîðîäíûõ
ïëîñêèõ âîëí

Ey (z) = E1(z) e
iKz/2 + E2(z) e

−iKz/2,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû E1(z) è E2(z) ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííûìè ôóíêöèÿìè
z-êîîðäèíàòû (îãèáàþùèå).
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Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà ïðåäïîëàãàåìîãî ðåøåíèÿ

Ey (z) = E1(z) e
iKz/2 + E2(z) e

−iKz/2

z

E1(z)

z

E2(z)

Ïîäñòàâèì ìîäåëüíóþ çàâèñèìîñòü ε(z) è ïðåäïîëàãàåìûé âèä ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå Ìàòüå
è ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì

e iKz/2
{
iK

dE1
dz

+ k20
(
ε0 − sin2 θ

)
E1(z) + k20 ε1 E2(z)−

K2

4
E1(z)

}
+

e−iKz/2

{
−iK

dE2
dz

+ k20
(
ε0 − sin2 θ

)
E2(z) + k20 ε1 E1(z)−

K2

4
E2(z)

}
+

+ k20 ε1 e
3iKz/2 E1(z) + k20 ε1 e

−3iKz/2 E2(z) = 0 (∗).

� Óìíîæèì âñå ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (*) íà e−iKz/2 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå.
� Óìíîæèì âñå ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (*) íà e+iKz/2 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå.
� Òàêèå ïðîöåäóðû ïîçâîëÿþò èçáàâèòñÿ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ êîìïîíåíò è ïåðåéòè ê
óêîðî÷åííûì óðàâíåíèÿì äëÿ îãèáàþùèõ
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Ïîëó÷àåì óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ

iK
dE1
dz

+ k20
(
ε0 − sin2 θ

)
E1(z) + k20 ε1 E2(z)−

K2

4
E1(z) = 0 è

− iK
dE2
dz

+ k20
(
ε0 − sin2 θ

)
E2(z) + k20 ε1 E1(z)−

K2

4
E2(z) = 0.

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà ââåä¼ì ïàðàìåòð ¾ðàññòðîéêà¿

δ ≡ k20
(
ε0 − sin2 θ

)
−

K2

4
,

êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îò óñëîâèé òî÷íîãî áðýããîâñêîãî
ðåçîíàíñà (δ = 0 ïðè 2d cos θ = λ).

Çàïèøåì óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä âñòðå÷íûõ âîëí â ñëåäóþùåì âèäå

iK
dE1
dz

+ δ · E1(z) + k20 ε1E2(z) = 0 è − iK
dE2
dz

+ δ · E2(z) + k20 ε1E1(z) = 0.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îïèñûâàþò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæ-
äó ïðîõîäÿùåé è îòðàæ¼ííîé âîëíàìè, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå
ìîäóëÿöèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ýòîò ýôôåêò îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäíèìè ñëàãàå-
ìûìè, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò ðàñöåïèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ.
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Ðåøåíèå ñèñòåìû óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé â âèäå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé

E1(z) = A1 e
iγz è E2(z) = A2 e

iγz ,

ãäå γ > 0 � ïàðàìåòð, îïèñûâàþùèé ïðîñòðàíñòâåííîå èçìåíåíèå àìïëèòóä âñòðå÷íûõ âîëí.

z

E1(z)

z

E2(z)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ γ è
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àìïëèòóäàìè A1 è A2

(δ − Kγ)A1 + k20 ε1A2 = 0 è k20 ε1A1 + (δ + Kγ)A2 = 0.

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè
ðàâåíñòâà íóëþ äåòåðìèíàíòà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû

(δ − Kγ) · (δ + Kγ) + k20 ε1 · k20 ε1 = 0.
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Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî γ, ïîëó÷àåì

γ1,2 = ±
k20 ε1
K

√
δ2

k40ε
2
1

− 1.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Åñëè |δ| > k20 ε1, òî γ1,2 � âåùåñòâåííûå è òîãäà îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé

Ey (z) = A1 e
iγ1z e iKz/2 + A2 e

iγ1z e−iKz/2 = A1 e
i(K+γ1)z/2 + A2 e

−i(K−γ1)z/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ìîäóëèðîâàííûå áåãóùèå
âîëíû, ïåðåíîñÿùèå ýíåðãèþ îò ïîâåðõíîñòè ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû ê ïîäëîæêå. Ýòî áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ðåçêîìó ïàäåíèþ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðè ñóùåñòâåííîì îòêëîíåíèè
îò óñëîâèé áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà.

2. Åñëè |δ| < k20 ε1, òî ðåøåíèÿìè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíèìûå âåëè÷èíû:
γ1,2 = ±iγ∗, ãäå

γ∗ =
k20ε1
K

√
1−

δ2

k40ε
2
1

.

Â ýòîì ñëó÷àå îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé èìååò âèä

Ey (z) = A1 e
−γ∗z e iKz/2 + A2 e

−γ∗z e−iKz/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, âáëèçè áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà (|δ| < k20 ε1) â ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðå ìî-
ãóò ñóùåñòâîâàòü ëèøü ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèå è çàòóõàþùèå ðåøåíèÿ ñ ìíèìûì
âîëíîâûì âåêòîðîì, ÷òî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåæèìó ïî÷òè ïîëíîãî îòðàæåíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíû îò ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû.
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Íåîäíîðîäíûå ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîííûå âîëíû â
ìíîãîñëîéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå

Îáñóäèì âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû äëÿ
ñëó÷àÿ ìàëîé îòñòðîéêè îò áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà (|δ| < k20 ε1).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîëùèíà ñâåðõðåø¼òêè ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò äëèíó ýêñòèíêöèè:
Lz ≫ λ2/(2πdε1). Ýòî äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàòóõàþùèå ïðè
z → ∞ ðåøåíèÿ âèäà

E1(z) = A1 e
−γ∗z è E2(z) = A2 e

−γ∗z

è ïðåíåáðå÷ü âîëíàìè, íàðàñòàþùèìè ïðè z → ∞.
Èñïîëüçóÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîíåíèå íàõîäèì àìïëèòóäû âñòðå÷íûõ âîëí

A2 = −
(δ − i Kγ∗)

k20 ε1
A1 = −e−iφ∗

A1,

ãäå

φ∗ = arctg

(
Kγ∗

δ

)
= arctg


(
k20ε1
δ

)√
1−

(
δ

k20ε1

)2


åñòü ôàçîâûé ìíîæèòåëü.
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Ïîëó÷àåì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû

Ey (z) = E1(z) e
iKz/2 + E2(z) e

−iKz/2 = A1 e
−γ∗z

(
e iKz/2 − e−iφ∗

e−iKz/2
)
=

= 2A1 e
−γ∗z e−iφ∗/2 cos

(
Kz

2
+

φ∗

2

)
.

Êâàäðàò ìîäóëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàòóõàþùóþ ñòîÿ÷óþ âîëíó

|Ey (z)|2 = 2|A1|2 e−2γ∗z
(
1+ cos(Kz + φ∗)

)
,

ïðè ýòîì ôàçà φ∗ îïðåäåëÿåò ñäâèã ïó÷íîñòåé |Ey (z)|2 îòíîñèòåëüíî ìàêñèìóìîâ äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε(z). Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â âèäå ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé Òàììà-Øîêëè.

ε(z)

z

|Ey(z)|2

Ñëåäîâàòåëüíî, íåçíà÷èòåëüíûì îòêëîíåíèåì óãëà ïàäåíèÿ îò óñëîâèÿ òî÷íîãî áðýããîâñêîãî
ðåçîíàíñà ìîæíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì èçìåíÿòü φ îò íóëÿ (ïðè δ/k20ε1 = 1) äî π (ïðè
δ/k20ε1 = −1), ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïó÷íîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè
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¾Ñòîëèê¿ Äàðâèíà

Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ è ôàçîâîãî ñäâèãà îò
íîðìèðîâàííîé ðàññòðîéêè âáëèçè áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà â îòñóòñòâèå ïîãëîùåíèÿ

δ/k20ε1

−1 0 1
0

π

δ/k20ε1−1 0 1

1
ϕ
∗

R
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Íåîäíîðîäíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû â ñèñòåìå ñ
ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèåé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè

ε(z)

z

|Ey(z)|2

Ïàðàìåòð

Lýêñ ≡
1

γ∗ , ãäå γ∗ =
k20ε1
K

√
1−

δ2

k40ε
2
1

,

íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýêñòèíêöèè è îïèñûâàåò ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè íåîäíîðîäíûõ âîëí âáëèçè
ïîâåðõíîñòè â ñèñòåìå áåç çàòóõàíèÿ. Äëèíà ýêñòèíêöèè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òî÷íîãî
áðýããîâñêîãî ðåçîíàíñà (ïðè δ = 0) Lýêñ = K/(k20ε1) = λ2/(2πdε1) ìîæåò áûòü ìíîãî áîëüøå
ïåðèîäà ñòðóêòóðû d è äëèíû âîëíû, ïîñêîëüêó àìïëèòóäà ïåðâîé ôóðüå-ãàðìîíèêè ε1 ìíîãî
ìåíüøå åäèíèöû.

Ìåòîä óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé ó÷èòûâàåò ñàìîâîçäåéñòâèå è ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ðàñ-
õîäèìîñòè ïðè âûïîëíåíèè ðåçîíàíñíîãî áðýããîâñêîãî óñëîâèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñòðóê-
òóð â ïðåäåëå ìàëîé òîëùèíû (Lz ≪ Lýêñ).
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Ìíîãîñëîéíûå ðåíòãåíîâñêèå çåðêàëà

TEM: ò¼ìíûå ïîëîñû � Mo, ñâåòëûå ïîëîñû � Be

θ − 2θ ñêàí: èçìåðåíèå ïîä óãëîì çåðêàëüíîãî ïàäåíèÿ

0◦ 1◦ 2◦ 3◦ 4◦

ϕϕ

1

10−1

10−2

10−3

10−4

10−5

R

1

2

3

4
5
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Ëåêöèè 3-4

Ýôôåêò Ìåéññíåðà

Ïîâåðõíîñòíàÿ è ïðèêðàåâàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Ìåçîñêîïè÷åñêàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Äîìåííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Ñâåðõïðîâîäèìîñòü íà ïëîñêîñòÿõ äâîéíèêîâàíèÿ
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Êëþ÷åâûå îòêðûòèÿ â îáëàñòè
ñâåðõïðîâîäèìîñòè è ñâåðõòåêó÷åñòè

1908: ïîëó÷åíèå æèäêîãî ãåëèÿ (Êàìåðëèíã-Îííåñ)

1911: îòêðûòèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè (Êàìåðëèíã-Îííåñ) •
1933: îòêðûòèå äèàìàãíåòèçìà ñâåðõïðîâîäíèêîâ (Ìåéññíåð, Îêñåíôåëüä)

1935: äâóõæèäêîñòíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà (áð. Ëîíäîíû)

1938: îòêðûòèå ñâåðõòåêó÷åñòè (Êàïèöà) •
1941: òåîðèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è ñâåðõòåêó÷åñòè æèäêîãî ãåëèÿ (Ëàíäàó) •
1946: ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè (Ãèíçáóðã, Ëàíäàó) •
1950: âèõðè â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè (Ôåéíìàí)

1957: âèõðè â ñâåðõïðîâîäíèêàõ âòîðîãî ðîäà (Àáðèêîñîâ) •
1957: ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè (Áàðäèí, Êóïåð, Øðèôôåð) •
1959: ñâåðõòåêó÷åñòü íåéòðîííûõ çâåçä (Ìèãäàë)

1962: òóííåëèðîâàíèå â ñâåðõïðîâîäíèêàõ (Ãèàýâåð, Äæîçåôñîí) •
1987: îòêðûòèå âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè (Áåäíîðö, Ìþëëåð) •
1995: áîçå-ýéíøòåéíîâñêàÿ êîíäåíñàöèÿ (Êîðíåëë, Âèìàí, Êåòòåðëå) •

• Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ
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Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îòêðûòèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè:
Êàìåðëèíã-Îííåñ, 1911

Ëåéäåíñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ, Íèäåðëàíäû

ýêñïåðèìåíòû ñ äèñòèëëèðîâàííîé ðòóòüþ (Hg)

H. Kamerlingh Onnes, Commun. Phys. Lab. Univ. Leiden. Suppl. 29 (Nov. 1911).

D. van Delft, P. Kes, The discovery of superconductivity. Physics Today, v. 63, 38-43 (2010).
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Äâóõæèäêîñòíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà: òåîðèÿ Ëîíäîíîâ

Ïëîòíîñòè ¾íîðìàëüíîé¿ è ¾ñâåðõòåêó÷åé¿ ýëåêòðîííîé æèäêîñòåé

nn ≃ n0

(
T

Tc0

)m

è ns ≃ n0

{
1−

(
T

Tc0

)m}
,

ãäå Tc0 � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Óðàâíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ¾íîðìàëüíûõ¿ ýëåêòðîíîâ è ¾ñâåðõòåêó÷èõ¿ ïàð â ýëåê-
òðè÷åñêîì ïîëå E ñ ó÷¼òîì ðàññåÿíèÿ íà äåôåêòàõ (ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè)

m∗ dvn

dt
= eE−

m∗vn

τn
è 2m∗ dv s

dt
= 2eE ,

ãäå τn � âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ¾íîðìàëüíûõ¿ ýëåêòðîíîâ, ν = 1/τn � ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà
ñîóäàðåíèé, 2m∗ è 2e � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîííûõ ïàð.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ïîëÿ è òîêè èçìåíÿþòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ∼ e iωt .

Ââåäåì ïëîòíîñòè òîêà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêó çàðÿäà äëÿ ¾íîðìàëüíîé¿ è ¾ñâåðõïðîâî-
äÿùåé¿ êîìïîíåíò

j n = ennvn =
nne

2τn
m∗

1

(1+ iωτn)
E è j s = ensv s =

nse
2

m∗
1

iω
E .

Ñâÿçü ïîëíîé ïëîòíîñòè òîêà j = j s + j n è àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå çàêîíà Îìà j = σE , ãäå

σ =
nne

2τn
m∗

1

(1+ iωτn)
+

nse
2

m∗
1

iω
←− ñèíãóëÿðíîñòü ïðè ω = 0.
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Ýôôåêò Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà (1)

W. Meissner, R.Ochsenfeld, Ein neuer E�ekt bei Eintritt der Supraleitf�ahigkeit. Naturwissenschaften, v. 21,

787-788 (1933).

Àíàëèç íà îñíîâå äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè

Çàïèøåì ëîêàëüíûé çàêîí Îìà äëÿ ïðîâîäèìîñòè íà ïåðåìåííîì òîêå â ñëåäóþùåì âèäå

j (r , ω) = σ(ω)E(r , ω), ãäå σ(ω) =
nne

2τn
m∗

1

(1+ iωτn)
+

nse
2

m∗
1

iω
.

Ïîäñòàâèì ýòî ñîîòíîøåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

rot B =
4π

c
j =

4π

c

(
nne

2τn
m∗

1

(1+ iωτn)
+

nse
2

m∗
1

iω

)
E .
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Çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà â ñëåäóþùåé ôîðìå

rot E = −
iω

c
B.

Êîìáèíèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

rot rot B =
4π

c

(
nne

2τn
m∗

1

(1+ iωτn)
+

nse
2

m∗
1

iω

) (
−
iω

c

)
B ≃

≃
(
−
4π

c2
nne

2

m∗
iωτn

(1+ iωτn)
−

4πnse
2

m∗c2

)
B (∗).

Ââåä¼ì äâà ïàðàìåòðà: ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íîðìàëüíûå ìåòàëëû â
ïðåäåëå íèçêèõ ÷àñòîò (ñì. ëåêöèþ 1) è ëîíäîíîâñêóþ ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäÿùèå ìåòàëëû

δ =
c

√
2πωσ0

è λ =

√
m∗c2

4πnse
2
.

Â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó λ =∞
ïðè T > Tc0.

Ââåä¼ííûå íàìè ïàðàìåòðû δ è λ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óðàâíåíèå (*) â ïðåäåëå íèçêèõ ÷àñòîò
â ñëåäóþùåì âèäå

∆B −
(
2i

δ2
+

1

λ2

)
B = 0 ïðè ωτ ≪ 1.

Ïðè óïðîùåíèè ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèÿ div B = 0 è rot rot B = ∇div B−∆B = −∆B.
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Ïðè óñëîâèè 4πωσ
0
/c2 ≪ λ−2 (èëè δ ≫ λ), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íèçêèõ ÷àñòîò è äëÿ

òåìïåðàòóð, íå ñëèøêîì áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì
íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ â ïîëíóþ ïðîâîäèìîñòü è ýêðàíèðîâêó è ïîëó÷èòü âòîðîå óðàâíåíèå
Ëîíäîíîâ

∆B −
1

λ2
B = 0.

Ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîäÿùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ â ïàðàëëåëüíîì
ìàãíèòíîì ïîëå: B = Bz (x)ez . Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

B′′
z (x)−

1

λ2
Bz (x) = 0,

ëîêàëèçîâàííîå âáëèçè ïîâåðõíîñòè, èìååò âèä

Bz (x) = B0 exp
(
−
x

λ

)
.

 a B0

x

Bz(x)

 b

js,y(x)

B0

Ay(x) x

Bz(x)
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Èäåàëüíûé äèàìàãíåòèçì ñâåðõïðîâîäíèêîâ:
Ìåéññíåð è Îêñåíôåëüä, 1933

A. M. Forrest, Meissner and Ochsenfeld revisited. Eur. J. Phys., v. 4, 117 (1983)
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Ôóíêöèîíàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ ñâåðõïðîâîäíèêà ââåäåì êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ �
ïàðàìåòð ïîðÿäêà Ψ(r) (order parameter), êâàäðàò ìîäóëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíóþ
ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîíäåíñàòà

|Ψ(r)|2 ≡
ns(r)

2
,

ãäå ns(r)/2 � ïëîòíîñòü êóïåðîâñêèõ ïàð.

Ñîãëàñíî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (ÃË) ïëîòíîñòü
ñâîáîäíîé ýíåðãèè äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà è íîðìàëüíîãî ìåòàëëà ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå
è ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîé èíäóêöèè âíóòðè îáðàçöà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
÷¼òíûì ñòåïåíÿì |Ψ| è |∇Ψ|

fs = fn,0 + α |Ψ(r)|2 +
β

2
|Ψ(r)|4 +

1

4m∗

∣∣∣(− iℏ∇−
2e

c
A(r)

)
Ψ(r)

∣∣∣2 +
B2(r)

8π

è

fn = fn,0 +
B2(r)

8π
@ Ψ(r) = 0,

ãäå fn0 � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå,
A(r) � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, B(r) = rot A(r) � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, 2e = −2|e| è 2m∗ �
çàðÿä è ìàññà êóïåðîâñêîé ïàðû.

Êàê ïðàâèëî, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ åñòü F = U −TS. Ãäå ýíòðîïèéíûé âêëàä (−TS) â ôóíêöèîíàëå ÃË?
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Ðàçóìíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ðàçëîæåíèÿ α âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû
ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà Tc0 èìååò ëèíåéíûé õàðàêòåð:

α = const · (T − Tc0),

ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ β âáëèçè Tc0 ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñÿùèì îò òåìïåðàòóðû.

Ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé ñâîáîäíîé ýíåðãèè â îäíîðîäíîì ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè (Ψ = Ψ
0
)

è â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè (Ψ = 0) â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé è òîêîâ ðàâíà

δf ≡ fs − fn = α |Ψ0|2 +
β

2
|Ψ0|4.

Åñëè T > Tc0, òî α > 0 è ìèíèìóìó δf ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå ñ Ψ
0
= 0; ñëåäîâàòåëü-

íî, ïîÿâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè ïðè T > Tc0 ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíûì. Åñëè
T < Tc0, òî α < 0 è ìèíèìóì δf ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

|Ψ
0
| =

√
−α/β ∝

√
1− T/Tc0.

0

0

δ
f
=

f s
−

f n

|Ψ||Ψ0|

T > Tc0 T < Tc0

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòð ïîðÿäêà ψ(r) ≡ Ψ(r)/|Ψ
0
|, íîðìèðîâàííûé íà ðàâíîâåñ-

íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà |Ψ
0
| ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå:

|ψ| = 1 äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ è |ψ| = 0 äëÿ íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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Çàïèøåì ôóíêöèîíàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè ÃË, èñïîëüçóÿ íîðìèðîâàííûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà

fs = fn,0 + α |Ψ0|2 |ψ|2 +
β

2
|Ψ0|4 |ψ|4 +

|Ψ
0
|2

4m∗

∣∣∣(− iℏ∇−
2e

c
A
)
ψ
∣∣∣2 +

(rot A)2

8π
=

=
Φ2

0

32π3λ2ξ2

(
− |ψ|2 +

1

2
|ψ|4 + ξ2

∣∣∣(− i∇+
2π

Φ
0

A
)
ψ
∣∣∣2)+

(rot A)2

8π
,

ãäå ìû ââåëè ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:

Φ0 =
πℏc
|e|

= 2 · 10−7 Ãñ · ñì2 � êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà,

λ =

√
m∗c2β

8πe2|α|
� ëîíäîíîâñêóþ ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ξ =

√
ℏ2

4m∗|α|
� äëèíó êîãåðåíòíîñòè.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà α = const · (T − Tc0),
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Tc0 äëÿ ïàðàìåòðîâ λ è ξ ñïðàâåä-
ëèâû óíèâåðñàëüíûå çàâèñèìîñòè

λ =
λ
0√

1− T/Tc0

è ξ =
ξ
0√

1− T/Tc0

,

ãäå λ
0
è ξ

0
� ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è äëèíà êîãåðåíòíîñòè ïðè T = 0.
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Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hext(r) óäîáíî ââåñòè ïëîòíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêî-
ãî ïîòåíöèàëà (ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãèááñà), èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

gs = fs −
B ·Hext

4π
=

=
Φ2

0

32π3λ2ξ2

(
− |ψ|2 +

|ψ|4

2
+ ξ2

∣∣∣(− i∇+
2π

Φ
0

A
)
ψ
∣∣∣2)+

(rot A)2

8π
−

rot A ·Hext

4π

è ïîëíûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë (ò. í. ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãèááñà)

G ≡
∫∫∫

gs dV =

∫∫∫ {
fn,0 +

Φ2

0

32π3λ2ξ2

(
− |ψ|2 +

|ψ|4

2
+ ξ2

∣∣∣(− i∇+
2π

Φ
0

A
)
ψ
∣∣∣2)} dV+

+

∫∫∫ {
(rot A)2

8π
−

rot A ·Hext(r)

4π

}
dV .

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè

δG

δψ∗ = 0 è
δG

δA
= 0,

ãäå δ/δψ∗ è δ/δA � âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå.

Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó.

Â. Â. Øìèäò, Ââåäåíèå â ôèçèêó ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ì.: ÌÖÌÍÎ. � 2000.

À. À. Àáðèêîñîâ, Îñíîâû òåîðèè ìåòàëëîâ. Ì.: Íàóêà. � 1987; Ì.: Ôèçìàòëèò. � 2009.
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Óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

Ìèíèìèçèðóÿ G ïî ψ∗ è A, ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ìîäóëÿ è ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

ξ2
(
−i∇+

2π

Φ
0

A

)
2

ψ − ψ + |ψ|2 ψ = 0,

rot rot A =
4π

c
j s +

4π

c
j ext

ãäå

j s =
c

4π

|ψ|2

λ2

(
−
Φ
0

2π
∇θ − A

)
è j ext =

4π

c
rot Hext ,

åñòü ïëîòíîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà è òîêà âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ; θ(r) = argψ(r) � ôàçà
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.

Ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ. Åñëè ñâåðõïðîâîäíèê ãðàíè÷èò ñ âàêóóìîì èëè äèýëåêòðèêîì, òî ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì áóäåò(

−i∇+
2π

Φ
0

A(r)

)
n

ψ(r) = 0 èëè i
∂

∂n
|ψ(r)|+

(
−
∂

∂n
θ(r)−

2π

Φ
0

An(r)

)
|ψ(r)| = 0,

ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà.

Ïàðàìåòð ïîðÿäêà Ψ � åñòü ïëàâíàÿ îãèáàþùàÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè.
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Ýôôåêò Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà (2)

Àíàëèç íà îñíîâå ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ÃË:

Ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîäÿùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ â ïàðàëëåëüíîì
ìàãíèòíîì ïîëå. Âûáåðåì ïàðàìåòð ïîðÿäêà ÷èñòî âåùåñòâåííûì: argψ = 0.

Åñëè B
0
→ 0, òî ïåðâîå óðàâíåíèå ÃË

ξ2
(
−i∇+

2π

Φ
0

A

)
2

ψ − ψ + |ψ|2 ψ = 0

äîïóñêàåò îäíîðîäíîå ðåøåíèå ψ = 1.

Âòîðîå óðàâíåíèå ÃË âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà

rot rot A =
4π

c
j s , ãäå j s = −

c

4π

A

λ2

äëÿ ëîíäîíîâñêîé êàëèáðîâêè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (divA = 0) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

∆A−
1

λ2
A = 0 =⇒ ∆B −

1

λ2
B = 0.

Ðåøåíèå, ëîêàëèçîâàííîå âáëèçè ïîâåðõíîñòè, èìååò âèä

Ay = −A0 exp
(
−
x

λ

)
è Bz = B0 exp

(
−
x

λ

)
.
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Çàðîæäåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè: ëèíåàðèçîâàííîå
óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

Î÷åâèäíî, ÷òî íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè íîðìèðîâàííóþ ïëîò-
íîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîíäåíñàòà ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé âåëè÷èíîé: |ψ|2 ≪ 1. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì ñëàãàåìûì |ψ|2ψ è ïîïðàâêàìè ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó, îáó-
ñëîâëåííûìè ñâåðõïðîâîäÿùèìè òîêàìè, è ïåðåéòè ê òàê íàçûâàåìîìó ëèíåàðèçîâàííîìó
óðàâíåíèþ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (

−i∇+
2π

Φ
0

A

)
2

ψ =
1

ξ2
ψ

â çàäàííîì ìàãíèòíîì ïîëå Hext , îïèñûâàåìîì âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì

A(r) =
1

c

∫∫∫
j ext(r

′)

|r − r ′|
dr ′.

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ôîð-
ìàëüíî ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà

1

2m∗

(
−iℏ∇−

e

c
A
)
2

ψ = E ψ,

äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ñâîáîäíîé áåññïèíîâîé ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E , ìàññîé m∗ è çàðÿäîì
e ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïèñûâàåìîãî âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A(r).

Òàêàÿ àíàëîãèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñâîéñòâàìè ëîêàëèçîâàííûõ ðå-
øåíèé çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ëîêàëèçîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñîñòîÿíèé.
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Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó(
−i∇+

2π

Φ
0

A

)
2

ψ =
1

ξ2
ψ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψn(r)
è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé En = (1/ξ2)n äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L̂ =

(
−i∇+

2π

Φ
0

A

)
2

,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó.

Òîò ôàêò, ÷òî äëèíà êîãåðåíòíîñòè çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ñîáñòâåí-
íîìó ðåøåíèþ ψn(r) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà(

1

ξ2

)
n

=
1

ξ2
0

(
1−

T

Tc0

)
=⇒ Tc,n ≡ Tc0 ·

{
1− ξ20 ·

(
1/ξ2

)
n

}
,

ãäå Tc0 � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè â íóëåâîì ïîëå (B = 0).

Ðàçóìíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà êàê ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ Tc,n

Tc ≡ maxTc,n = Tc0 ·
{
1− ξ20 ·min

(
1/ξ2

)
n

}
.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì óðàâíåíèÿ òèïà Øð¼äèíãåðà.
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Ìàêðîñêîïè÷åñêèé êâàíòîâî-ðàçìåðíûé ýôôåêò äëÿ
ñâåðõïðîâîëÿùåãî êîíäåíñàòà

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà:

En ∼
ℏ2

2m
·
n2

ℓ2
=⇒ min

(
2mEn

ℏ2

)
∼

1

ℓ2
,

ãäå ℓ � äëèíà ëîêàëèçàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè.

Ñîïîñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè è òåîðèè ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè:

min

(
2mEn

ℏ2

)
≡

1

ξ2
=⇒ 1−

T

Tc0
≃
ξ2
0

ℓ2
.

x
Bz(x) = bz(x) + H

|ψ(x)|
�

�b

x0

Âûâîä: ÷åì ìåíüøå ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, òåì íèæå êðèòè÷åñêàÿ òåìïå-
ðàòóðà ïîÿâëåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ.
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Çàðîæäåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè âíóòðè ìàññèâíûõ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ

Âûáåðåì îñü z ïàðàëëåëüíî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ (Hext = Hez ), òîãäà âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A = Hxey . Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîð-
äèíàò îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà

L̂ =

(
−i∇+

2π

Φ
0

A

)
2

=

(
−i

∂

∂x
ex − i

∂

∂y
ey − i

∂

∂z
ez +

2π

Φ
0

Hxey

)
2

áóäåò èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü îñåé y è z, ñîîòâåòñòâóþùèå
êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè.

Cëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ
Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ìîæíî èñêàòü â âèäå

ψ(r) = f (x) · e−iky · e−iqz ,

ãäå k è q � èìïóëüñû êîíäåíäàòà âäîëü îñåé y è z, ñîîòâåòñòâåííî.

Íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé ïîÿâëåíèÿ ðåøåíèé, ëîêàëèçîâàííûõ âî âíóòðåííåé îáëàñòè
ñâåðõïðîâîäíèêà è èñ÷åçàþùèõ ïðè x → ±∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóþò îáú¼ìíîé ñâåðõïðîâîäèìî-
ñòè (bulk superconductivity). Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè f (x) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

−f ′′(x) +
(
2π

Φ
0

Hx − k

)
2

f (x) + q2 f (x) =
1

ξ2
f (x) ïðè óñëîâèè f (x)

∣∣∣
x→±∞

= 0.
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Êðàåâàÿ çàäà÷à

−f ′′(x) +
(
2π

Φ
0

Hx − k

)
2

f (x) =

(
1

ξ2
− q2

)
f (x) ïðè óñëîâèè f (x)

∣∣∣
x→±∞

= 0

åñòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â ýôôåê-
òèâíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

U(x) =

(
2πHx

Φ
0

− k

)
2

=

(
2πH

Φ
0

)
2

(x − x0)
2 ,

öåíòð êîòîðîé ñäâèíóò èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà âåëè÷èíó x
0
= Φ

0
k/(2πH).

-10
0

10

10
20

30

Cõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà U(x, y) è ïðåäïîëàãàåìîãî âèäà ðåøåíèÿ

Re
(
f (x) · e−iky · e−iqz

)
äëÿ k = 0 (ñëåâà) è k ̸= 0 (ñïðàâà) ïðè q = 0
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Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è î ëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ìàññèâíîì ñâåðõïðîâîäíèêå. Óðàâ-
íåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

−
d2

dx2
ψn(x) +

2m

ℏ2
mω2x2

2
ψn(x) =

2mEn

ℏ2
ψn(x), En = ℏω

(
n +

1

2

)
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ïðèíÿëî âèä âòîðîãî
ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèè ÃË

−f ′′(x) +
(
2π

Φ
0

Hx − k

)
2

f (x) =

(
1

ξ2
− q2

)
f (x),

íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü ñäâèã x → x − x
0
è ïîëîæèòü ω = (ℏ/m) (2π|H|/Φ

0
).

Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ÃË

1

ξ2
0

·
(
1−

Tc,n

Tc0

)
− q2

áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìè íîðìèðîâàííîé ýíåðãèè ÷àñòèöû â ïàðàáîëè÷åñêîé ÿìå

2mEn

ℏ2
=

2mℏ (ℏ/m) (2π|H|/Φ
0
)

ℏ2

(
n +

1

2

)
=⇒

2π|H|
Φ
0

(2n + 1) .

Ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó òåìïåðàòóðîé ïîÿâëåíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî n−îìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ ÷àñòèöû â ýôôåêòèâíîé ïîòåíöè-
àëüíîé ÿìå, è àìïëèòóäîé âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

1−
Tc,n,q

Tc0

=
2πξ2

0

Φ
0

|H| (2n + 1) + ξ20 q
2.
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Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå

1−
Tc,n,q

Tc0

=
2πξ2

0

Φ
0

|H| (2n + 1) + ξ20 q
2.

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôîðìèðîâàíèÿ îáú¼ìíîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè (bulk superconductivity), ïîäñòàâëÿÿ n = 0 è q = 0

Hc2 = H
(0)
c2 ·

(
1−

T

Tc0

)
èëè 1−

Tc2

Tc0

=
|H|
H

(0)
c2

.

ãäå

H
(0)
c2 =

Φ
0

2πξ2
0

åñòü òàê íàçûâàåìîå âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.

-4 -2 0 2 4
x/�H

E ′
0

E ′
1

E ′
2

U(x)

|ψ0(x)|

|ψ1(x)|

|ψ2(x)|

-2 -1 0 1 2
H/H

(0)
c2

Tc/Tc0

1

Tc2
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Çàðîæäåíèå ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàðîæäåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â âèäå ëîêàëèçîâàííîãî çàðîäûøà
áåñêîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäû â ñâåðõïðîâîäíèêå ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïðè x = 0.

Âûáåðåì îñü z ïàðàëëåëüíî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ (Hext = Hez ) è çàïèøåì âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë â âèäå A = Hxey . Ñèììåòðèÿ çàäà÷è ïî-ïðåæíåìó ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèå

ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó â âèäå ψ(r) = f (x)·e−iky ·e−iqz . Ïîñòàâëåííàÿ
íàìè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íàèìåíüøåé ñîáñòâåííîé ýíåðãèè êðàåâîé çàäà÷è

− f ′′(x) +

(
2π

Φ
0

Hx − k

)
2

f (x) + q2 f (x) =
1

ξ2
f (x)

ïðè óñëîâèè
df

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0 è f (x)
∣∣∣
x→∞

= 0.

Ê ñîæàëåíèþ, àíàëèòè÷åñêè çàäà÷à íå ðåøàåòñÿ, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíÿòü ëèáî ÷èñëåííûå
àëãîðèòìû, ëèáî ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è äëÿ îöåíêè ìèíèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ýíåðãèè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
èñïîëüçóåì ìåòîä ïðîáíûõ ôóíêöèé

Eapp =

∫
ψ∗
app L̂ψapp dV∫
ψ∗
appψapp dV

→ min .
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ãàóññîâà êîëîêîëà ñ ìàêñèìóìîì
íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà

ψ(x , y , z) = e−x2/2a2 · e−iky · e−iqz ,

ãäå a � õàðàêòåðíàÿ ðàçìåð çàðîäûøà ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè
çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà ñîáñòâåííîé ýíåðãèè íà êëàññå ôóíêöèé ñ òðåìÿ ñâîáîäíûìè ïàðà-
ìåòðàìè k, q è a.

Íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè

I1 ≡
∞∫
0

ψ∗(x) L̂ψ(x) dx =

∞∫
0

e−x2/2a2

{
−

d2

dx2
+

(
2π

Φ
0

H x − k

)
2

+ q2

}
e−x2/2a2 dx =

=

√
π

4a
+

(
2π

Φ
0

H

)
2
√
πa3

4
− 2k

(
2π

Φ
0

H

)
a2

2
+ k2

√
πa

2
+ q2

√
πa

2

è

I2 ≡
∞∫
0

ψ∗(x)ψ(x) dx =

∞∫
0

e−x2/a2 dx =

√
πa

2
.

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå òàáëè÷íûå èíòåãðàëû

∞∫
0

e−x2/a2 dx =

√
πa

2
,

∞∫
0

x e−x2/a2 dx =
a2

2
è

∞∫
0

x2 e−x2/a2 dx =

√
πa3

4
.
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Îöåíêà ñîáñòâåííîé ýíåðãèè íà ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ôóíêöèé

E(k, q, a) =
I
1

I
2

=

√
π/(4a) +

(
2π
Φ0

H
)
2 √

πa3/4− 2k
(
2π
Φ0

H
)
a2/2+ k2

√
πa/2+ q2

√
πa/2

√
πa/2

.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ ìàãíèòíóþ äëèíó

ℓH ≡

√
Φ
0

2π|H|

è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè â êîìïàêòíîì âèäå

E(k, q, a) =
1

2a2
+

1

ℓ4H

a2

2
−

ka

ℓ2H

2
√
π

+ k2 + q2.

Ìèíèìóì ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì

kmin =
1

ℓH

4

√
1

π(π − 2)
, qmin = 0 è amin = ℓH

4

√
π

(π − 2)
,

ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî

Emin ≡ E(kmin, qmin, amin) =

√
(π − 2)/π

ℓ2H
≃

0.603

ℓ2H
.

Òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è äà¼ò êîýôôèöèåíò 0.590, êîòîðûé ìåíåå, ÷åì íà 2.5%,
îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîãî íàìè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ.
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Âîçâðàùàÿñü ê ñâÿçè ìèíèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ýíåðãèåé Emin ≃ 0.590/ℓ2H è ìèíèìàëüíûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ξ−2 = ξ−2

0
(1− T/Tc0), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó òåìïåðàòóðîé

è âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì íà ëèíèè ôàçîâîãî ïåðåõîäà

1−
T

Tc0

≃ 0.590
2πξ2

0

Φ
0

|H|.

Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ôîðìèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè (surface supercon-
ductivity)

Hc3 = 1.695 · H(0)
c2 ·

(
1−

T

Tc0

)
èëè 1−

Tc3

Tc0

= 0.590 ·
|H|
H

(0)
c2

.

-2 -1 0 1 2
H/H

(0)
c2

Tc/Tc0

1

Tc2 Tc3
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Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

0 2 4 6
x/�H

0

0.5

1

1.5
U
(x
),

|ψ
(x
)|

(a)

|ψ|
U(x) |ψ| U(x)

E ′
0 = 0.59

E ′
0 = 1

H 0 1 2 3 4
x′
0 = k�H

0

0.5

1

E
′ 0
=

�2 H
·
m
in
(1
/
ξ
2
)

E ′
0 = 0.59

E ′
0 = 1

1

2
(b)

Ýôôåêòèâíûé äâóõúÿìíûé ïîòåíöèàë

-4 -2 0 2 4
x/�H

0

0.5

1

1.5

U
(x
)

x0−x0

U(x)−U(x)

E ′ = 1

E ′ = 0.59
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Çàðîæäåíèå ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ âîïðîñà î çàðîæäåíèè ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ìèêðî-
è íàíîñòðóêòóðàõ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü òîíêî-
ïëåíî÷íîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ (x , y) è å¼ êðàé ðàñïîëàãàåòñÿ
ïðè x = 0. Çàïèøåì âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â âèäå Hext = Hez è
A = Hxey . Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèììåòðèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ ÃË â âèäå

ψ(r) = f (x) · e−iky ·
(
Ae−iqz + Be iqz

)
èëè ψ(r) = f (x) · e−iky ·

(
A′ cos qz + B′ sin qz

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìèðîâàíèå ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè âáëèçè êðàÿ òîíêîé ïë¼í-
êè òîëùèíû D â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì ïîëå áóäåò îïèñûâàòüñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

− f ′′(x) +

(
2π

Φ
0

Hx − k

)
2

f (x) + q2 f (x) =
1

ξ2
f (x),

ïðè óñëîâèè
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, ψ(x , y , z)
∣∣∣
x→∞

= 0 è
∂ψ

∂z

∣∣∣∣
z=±D/2

= 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî îäíîðîäíîå ïî òîëùèíå ïë¼íêè ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå (q = 0) óäîâëå-
òâîðÿåò êàê äîïîëíèòåëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè ∂ψ/∂z = 0 íà âåðõíåé è íèæíåé ïî-
âåðõíîñòÿõ ïë¼íêè (z = ±D/2), òàê è ìèíèìóìó ñîáñòâåííîé ýíåðãèè 1/ξ2. Ïðè óñëîâèè
q = 0 çàäà÷à î ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè (edge superconductivity) â òîíêîé ïë¼íêå â
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé î ïîâåðõíîñòíîé ñâåðõïðîâîäèìî-
ñòè â ïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå.
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Ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî çàäà÷ î ïîâåðõíîñòíîé è ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî
êðèòè÷åñêîå ïîëå è êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà çàðîæäåíèÿ ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè
áóäåò îïèñûâàòüñÿ îäíèìè è òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè

Hc3 = 1.695 · H(0)
c2 ·

(
1−

T

Tc0

)
èëè 1−

Tc3

Tc0

= 0.590 ·
|H|
H

(0)
c2

.

0 2 4 6
x/�H

0

0.5

1

1.5

U
(x
),

|ψ
(x
)|

|ψ(x)|
U(x) = �−2

H (x− x0)
2

E ′
0 = min(�2H/ξ

2) = 0.59

SH
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Ïðèêðàåâàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü: ïîëåâûå çàâèñèìîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

Ôîòîãðàôèÿ Nb ìèêðîìîñòèêà Òðàíñïîðòíûå èçìåðåíèÿ ïðè 4.2 K

-10 -5 0 5 10
H, kOe

0

0.5

1

1.5

R
,
Ω

Hc3Hc2−Hc2−Hc3

Íàáëþäàåòñÿ ñìåùåíèå ðåçèñòèâíîãî ïåðåõîäà â îáëàñòü á�îëüøèõ ïîëåé ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ
èçìåðèòåëüíîãî òîêà � ñâèäåòåëüñòâî ïåðåõîäà ñâåðõòîêà ñâåðõïðîâîäÿùèìè ïðèêðàåâûìè
êàíàëàìè.

Werner, Aladyshkin, Nefedov, Putilov et al. Edge superconductivity in Nb thin �lm microbridges revealed

by electric transport measurements and visualized by scanning laser microscopy // Superconductor Science

and Technolology, vol. 26, 095011 (2013).
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Âîññòàíîâëåííàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà H − T

-10 -5 0 5 10
H, kOe

0

0.5

1

R
/
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Íàêëîíû ëèíèé ôàçîâîãî ïåðåõîäà îòëè÷àþòñÿ â 1.7 ðàçà � ñâèäåòåëüñòâî ôîðìèðîâàíèÿ
îáú¼ìíîé è ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Werner, Aladyshkin, Nefedov, Putilov et al. Edge superconductivity in Nb thin �lm microbridges revealed

by electric transport measurements and visualized by scanning laser microscopy // Supercond. Sci. Technol.,

vol. 26, 095011 (2013).
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Íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ ñêàíèðóþùàÿ ëàçåðíàÿ ìèêðîñêîïèÿ

àíãë. low-temperature scanning laser microscopy (LT-SLM)

Ôàêòè÷åñêè ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð ñêàíèðóþùåé òåïëîâîé ìèêðîñêîïèè:

This �gure was taken from J. Fritzsche, Superconductivity controlled by inhomogeneous �elds generated by

magnetic domains // PhD thesis, Katholieke Universiteit Leuven (2008).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ ìåòîäîì

íèçêîòåìïåðàòóðíîé ñêàíèðóþùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè ñ ëîêàëüíûì íàãðåâîì îáðàçöà îò ýëåê-

òðîííîãî ëó÷à
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Èäåÿ: èçìåðåíèå èíäóöèðîâàííîãî ëàçåðíûì ëó÷îì ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ìîñòèêå ∆V â
çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò öåíòðà ïó÷êà x , y

Óñëîâèÿ èçìåðåíèé: òåìïåðàòóðà � 3.5 äî 9 K, ìàãíèòíîå ïîëå � äî 2 êÝ

LT-SLM óñòàíîâêà â ãðóïïå ïðîô. Ä. Ê¼ëëå è ïðîô. Ð. Êëÿéíåðà (University of Tuebingen)
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Âèçóàëèçàöèÿ ïðèêðàåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè ìåòîäîì
ñêàíèðóþùåé ëàçåðíîé ìèêðîñêîïèè

( )a
� �V, V
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Werner, Aladyshkin et al., Edge superconductivity in Nb thin �lm microbridges revealed by electric transport

measurements and visualized by scanning laser microscopy // Supercond. Sci. Technol., vol. 26, 095011

(2013).
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Ìåçîñêîïè÷åñêàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Ìåçîñêîïè÷åñêèå ñâåðõïðîâîäíèêè � ýòî ñâåðõïðîâîäÿùèå îáðàçöû ìàëûõ ðàçìåðîâ (ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ äëèí êîãåðåíòíîñòè). Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâûå ýôôåêòû áóäóò îñîáåííî ñèëüíû.

1. Â ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ ðàñøèðÿåòñÿ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè íà ïëîñêîñòè H − T ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññèâíûìè ñâåðõïðîâîäíèêàìè:

0.0 1.0 1.7 2.0

H/H
(0)
c2

|Ψ|
H/H

(0)
c2 = 0.90 H/H

(0)
c2 = 1.50 H/H

(0)
c2 = 1.85

o

0  

0.2

0.4

0.6

0.8

Ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ |ψ(x, y)| â ñâåðõïðîâîäÿùåì îáðàçöå êâàäðàòíîé ôîðìû (20ξ0 × 20ξ0)

âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ïðè T = 0

À. Þ. Àëàäûøêèí, Ýôôåêòû ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ è ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ãè-

áðèäíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ íàíîñòðóêòóðàõ. Äèññ. ñîèñê. ... ä-ðà ôèç.-ìàò. íàóê (2020).
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Ìåçîñêîïè÷åñêàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü

2. Â ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ çàâèñèìîñòü Tc (H) ìîæåò áûòü îñöèëëÿòîðíîé (òàê
íàçûâàåìûå îñöèëëÿöèè Ëèòòëà-Ïàðêñà) è áûòü ñâÿçàííîé ñ ïåðåõîäàìè ìåæäó êâàíòîâàí-
íûìè âèõðåâûìè ñîñòîÿíèÿìè.

3. Â ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ìíîãîêâàíòîâûå ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèå âèõðè è âèõðåâûå ðåø¼òêè íåãåêñàãîíàëüíîé ñèììåòðèè.

( )a ( )b

J. Berger, J. Rubinstein (Eds). Connectivity and superconductivity. Springer. Lecture notes in physics. �

2000.

T. Cren, L. Serrier-Garcia, F. Debontridder, D. Roditchev. Vortex fusion and giant vortex states in con�ned

superconducting condensates. Phys. Rev. Lett., vol. 107, 097202 (2011).
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Äîìåííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Îáñóäèì âîïðîñ î çàðîæäåíèè ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â òîíêîé ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåé ïë¼íêå, íåîãðàíè÷åííîé â ëàòåðàëüíîì íàïðàâëåíèè, â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå,
ñîçäàâàåìîì äîìåííîé ñòðóêòóðîé â ôåððîìàãíèòíîé ïë¼íêå èëè êðèñòàëëå.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî, ïî-ïåðâûõ, òîëùèíà ôåððîìàãíåòèêà Df ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàåò øèðèíó ìàãíèòíûõ äîìåíîâ L è, âî-âòîðûõ, íàìàãíè÷åííîñòü ôåððîìàãíåòèêà M =
M

0
f (x) ez îðèåíòèðîâàíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè, ãäå M

0
� âåëè÷èíà îñòàòî÷íîé íà-

ìàãíè÷åííîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå z−êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè ôåððî-
ìàãíåòèêà è âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè áóäåò èìåòü âèä ìåàíäðà ñ àìïëèòóäîé B

0
=

2πM
0
. Åñëè øèðèíà äîìåíîâ íàìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîé äëèíû ëîêàëèçàöèè ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ℓB =
√

Φ0/(2πB0
), òî çàðîæäåíèå ñâåðõïðîâîäèìî-

ñòè â îáëàñòÿõ ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ò. å. âáëèçè äîìåííûõ ñòåíîê)
áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìî. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ïðî-
öåññà çàðîæäåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè âáëèçè óåäèí¼ííîé äîìåííîé ñòåíêè
(domain�wall superconductivity) â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå â âèäå ñòóïåíüêè:

Bz (x) = B0 sgn x è Ay (x) = B0 |x |

(a)

(b)

S

F

z

x

U(x) |ψ(x)|

x

Bz(x)

Hc2 < |B0| < Hc3
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Çàïèøåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â âèäå A = B
0
|x | ey è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàí-

íîãî óðàâíåíèÿ ÃË â âèäå ψ(r) = f (x) e−iky , ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f (x) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

−f ′′(x) +
(
2π

Φ
0

B0|x | − k

)
2

f (x) =
1

ξ2
f (x) ïðè óñëîâèè f (x)

∣∣∣
x→±∞

= 0.

Ìû óæå ó÷ëè, ÷òî íàèáîëüøåé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîå ïî òîë-
ùèíå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (q = 0).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à íå èçìåíÿåò âèäà ïðè èíâåðñèè (x → −x), ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f (x) äîëæíà áûòü ÷¼òíîé ôóíêöèåé x . Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè íå ìîæåò èìåòü íóëåé, ïðîèçâîäíàÿ
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè x = 0 äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè
ê çàäà÷å, îïðåäåë¼ííîé äëÿ x ≥ 0

− f ′′(x) +

(
2π

Φ
0

B0 x − k

)
2

f (x) =
1

ξ2
f (x)

ïðè óñëîâèè
df

dx

∣∣∣
x=0

= 0 è f (x)
∣∣∣
x→∞

= 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è î çàðîæäåíèè ïðèêðàåâîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè â òîíêèõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïë¼íêàõ, åñëè âìåñòî âíåøíåãî ïîëÿ H ïîä-
ñòàâèòü àìïëèòóäó z−êîìïîíåíòû ¾âñòðîåííîãî¿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B

0
è ïîëîæèòü q = 0.
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domain-wall superconductivity (DWS)

(a)

(b)

S

F

z

x

U(x) |ψ(x)|

x

Bz(x)

Hc2 < |B0| < Hc3

A. I. Buzdin, A. S. Mel'nikov, Domain wall superconductivity in ferromagnetic superconductors. Phys. Rev.

B., v. 67, 020503 (2003).

A. Yu. Aladyshkin, A. I. Buzdin, A. A. Fraerman, A. S. Mel'nikov et al., Domain�wall superconductivity in

hybrid superconductor-ferromagnet structures. Phys. Rev. B., v. 68, 184508 (2003).
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Ëîêàëèçîâàííàÿ è äåëîêàëèçîâàííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü
â òîíêèõ ïë¼íêàõ â ïîëå ìàãíèòíûõ äîìåíîâ

(a)

3:

2:

1:

Bz(x)

H = B0

H = 0

H = −B0

|ψ(x)|

|ψ(x)|

|ψ(x)|

-2 -1 0 1 2
H/H

(0)
c2

1

2

3

(b)
Tc/Tc0

1

Tc2

H = B0H = −B0

Ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî âíåøíåãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ î äîìåííîé è ïðèêðàåâîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè íàðóøàåòñÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè |H| ≤ B

0
ýíåðãåòè÷åñêè

âûãîäíûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñ ìàêñèìóìîì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âáëèçè äîìåííîé ñòåíêè.

Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè TDWS
c (H) äëÿ òîíêîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè â

çíàêîïåðåìåííîì ïîëå âèäà Bz (x) = B
0
sgn x + H ïðè |H| < B

0

1−
TDWS
c

Tc0

≃
B
0

H
(0)
c2

·
{
0.59− 0.70

(
H

B
0

)
2

+ 0.09

(
H

B
0

)
4
}
.
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Ìàãíèòíûå òåêñòóðû äëÿ âèçóàëèçàöèè äîìåííîé è
êîìïåíñèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè

òîíêèå ñâåðõïðîâîäÿùèå ïëåíêè Pb íà ôåððîìàãíèòíîì êðèñòàëëå BaFe
12
O
19

Êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ïîëó÷åíû ìåòîäîì ìàãíèòíî-ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè

This �gure was taken from J. Fritzsche, Superconductivity controlled by inhomogeneous �elds generated by

magnetic domains // PhD thesis, Katholieke Universiteit Leuven (2008).
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Òðàíñïîðòíûå èçìåðåíèÿ: ⊥ − îðèåíòàöèÿ
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(b)

I

II

V
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(c)

VII

VIII

III

IV

ñâåðõïðîâîäÿùèå îáëàñòè

Aladyshkin, Fritzsche et al., Crossover between di�erent regimes of inhomogeneous superconductivity in

planar superconductor-ferromagnet hybrids // Physical Review B, vol. 84, 094523 (2011).

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 3-4 12 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 41 / 56



Âèçóàëèçàöèÿ êîìïåíñèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè
ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé ëàçåðíîé ìèêðîñêîïèè

∆V, µV

(a)

(b1)

(c1)

(d1)

(e1)

(f1)

(b2)

(c2)

(d2)

(e2)

(f2)

0

2

4

6

8

Aladyshkin, Fritzsche et al., Crossover between di�erent regimes of inhomogeneous superconductivity in

planar superconductor-ferromagnet hybrids // Physical Review B, vol. 84, 094523 (2011).
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Âèçóàëèçàöèÿ äîìåííîé è êîìïåíñèðîâàííîé
ñâåðõïðîâîäèìîñòè ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé ëàçåðíîé
ìèêðîñêîïèè

H0 = −165Oe

6.2K

RDS

H0 = 0

Mz Mz

∆V

∆V

x

∆V

x

∆V

x

∆V

x

∆V

x

∆V

x

6.2K

DWS

6.1K

DWS

6.0K

DWS

5.7K

ES ES

H0 = +165Oe

6.2K

RDS

Werner, Aladyshkin et al., Domain-wall and reverse-domain superconducting states of a Pb thin-�lm bridge

on a ferromagnetic BaFe12O19 single crystal // Physical Review B, vol. 84, 020505 (2011).

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 3-4 12 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 43 / 56



Ñâåðõïðîâîäèìîñòü íà ïëîñêîñòÿõ äâîéíèêîâàíèÿ

Íàëè÷èå â ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ ïðîòÿæ¼ííûõ
äåôåêòîâ òèïà ïëîñêîñòåé äâîéíèêîâàíèÿ (twin boundaries), íàðó-
øàþùèõ ïåðèîäè÷íîñòü ðåø¼òêè íà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòà-
áàõ, ìîæíî îïèñàòü äîáàâëåíèåì â ôóíêöèîíàë ÃË ïîâåðõíîñò-
íîãî ïîòåíöèàëà

U(x) = −γ|Ψ(x)|2δ(x)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè

g∗
s =

Φ2

0

32π3λ2ξ2

(
− |ψ|2 +

|ψ|4

2
+ ξ2

∣∣∣(− i∇+
2π

Φ
0

A
)
ψ
∣∣∣2−γ 4m∗ξ2

ℏ2
|ψ|2δ(x)

)
+

+
(rot A)2

8π
−

rot A ·Hext

4π
.

Çäåñü ïàðàìåòð γ > 0 ó÷èòûâàåò ëîêàëüíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè âáëèçè ïëîñêîñòè
äâîéíèêîâàíèÿ (x = 0) è, òåì ñàìûì, ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñòèìóëÿöèþ ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè.

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ïîÿâëåíèå ëîêàëèçîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â îòñóòñòâèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (A = 0), òîãäà ïîëíàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò ðàâíà

G∗ =

∫∫∫
Φ2

0

32π3λ2ξ2

(
− |ψ|2 +

|ψ|4

2
+ ξ2

∣∣∣− i∇ψ
∣∣∣2−γ 4m∗ξ2

ℏ2
|ψ|2δ(x)

)
.
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Ìèíèìèçàöèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî ψ∗(r) ïðèâîäèò ê
êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

−f ′′(x) + k2 f (x)−
4m∗γ

ℏ2
δ(x) f (x) =

1

ξ2
f (x) ïðè óñëîâèè f (x)

∣∣∣
x→±∞

= 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

f ′′(x)− k2 f (x) +
1

ξ2
f (x) = −

4m∗γ

ℏ2
δ(x) f (x).

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f (x) = Ae−κ|x|, ãäå A � íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, κ ≡
√

k2 − 1/ξ2. Ïî-
ñêîëüêó ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé f ′(x) ïðè x = 0 ñ îäíîé ñòîðîíû îïðåäåëÿåòñÿ äåêðåìåíòîì
çàòóõàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, ñ äðóãîé ñòîðîíû � ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

f ′
∣∣
x→0+

− f ′
∣∣
x→0− = −2Aκ = −

4mAγ

ℏ2
,

îòêóäà ñëåäóåò κ = 2m∗γ/ℏ2.

Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû κ2 = k2 − 1/ξ2, ñ äðóãîé ñòîðîíû � κ2 = (2m∗γ/ℏ2).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

ξ2
0

(
1−

Tc

Tc0

)
= k2 −

(
2m∗γ

ℏ2

)
2

.

Ïîñêîëüêó íàèáîëüøåé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå ñ k = 0, ïîëó÷àåì,
÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå ìîæåò
ïðåâûøàòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó îáú¼ìíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè

Tc

Tc0

= 1+ ξ20

(
2mγ

ℏ2

)
2

> 1.
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twin-boundary superconductivity

Õëþñòèêîâ, Áóçäèí Ëîêàëèçîâàííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü â äâîéíèêîâûõ ìåòàëëè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ //

Óñïåõè ôèçè÷åñêèõ íàóê, ò. 155, ñ. 47-88 (1988).
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Ïîëÿðèçàöèÿ ðåø¼òêè è ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ

kx

ky

|k ↑〉

|k′ ↑〉

|− k ↓〉

|− k′ ↓〉

h̄ω

δŴïîò = Vk,k′ â
+
k↑â

+
−k↓â−k′↓âk′↑
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Êóïåðîâñêèå ïàðû: ìåòàôîðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

Omnis comparatio claudicat (ëàò.) � âñÿêîå ñðàâíåíèå õðîìàåò
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â ìîäåëè
Áàðäèíà-Êóïåðà-Øðèôôåðà (ÁÊØ)

Çàïèøåì ïðîáíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû ïîïàðíî-êîððåëèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ïàðíûõ ñîñòîÿíèé (k ↑,−k ↓) ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè è ñïèíàìè

|BCS⟩ =
∏
k

(
uk + vk â

+
k↑â

+
−k↓

)
|0⟩.

ãäå â+k,σ è âk,σ � ñòàíäàðòíûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ |BCS⟩ îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñ ïîïàðíî-êîððåëèðîâàííûìè ýëåê-
òðîííûìè ñîñòîÿíèÿìè ñ íåîïðåäåë¼ííûì ÷èñëîì ÷àñòèö.

Ôàêòîðû êîãåðåíòíîñòè u
k
è v

k
õàðàêòåðèçóþò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðíîå ñîñòîÿíèå äâóõ

ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè k è−k è ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè ñâîáîäíî
èëè çàïîëíåíî. Î÷åâèäíî, ÷òî

|uk |
2 + |vk |

2 = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k.

Ââåä¼ì ôàçû ôàêòîðîâ êîãåðåíòíîñòè arg u
k
= 0 è arg v

k
= θ, ïðè ýòîì θ íå çàâèñèò îò k

|BCSθ⟩ =
∏
k

(
|uk |+ |vk | e

iθ â+
k↑â

+
−k↓

)
|0⟩.

Bardeen, Cooper and Schrie�er, Phys. Rev., vol. 108, 1175 (1957)

äå Æåí, Ñâåðõïðîâîäèìîñòü ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ. Ìîñêâà: Ìèð (1968)
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Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè T = 0

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ïàð è ôèêñèðîâàííûì õèìè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì µ

Ĥ = Ĥêèí + Ŵïîò − µ N̂ =
∑
k,σ

{(
ℏ2k2

2m∗

)
− µ

}
â+
k,σ âk,σ +

∑
k,k′

Vk,k′ â
+
k↑â

+
−k↓â−k′↓âk′↑,

ãäå ε
k
= ℏ2k2/2m∗ − µ åñòü ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò óðîâíÿ Ôåðìè.

Âû÷èñëèì ñðåäíþþ ýíåðãèþ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé
∣∣BCS〉 èëè ∣∣BCSθ〉

Ē =
〈
BCS∗∣∣Ĥ∣∣BCS〉 =∑

k

2εk |vk |
2 +

∑
k

∑
k′

Vk,k′ ukv
∗
k u

∗
k′vk′ =

=
∑
k

2εk |vk |
2 −

∑
k

ukv
∗
k ·
(
−
∑
k′

Vk,k′ u
∗
k′vk′

)
=
∑
k

2εk |vk |
2 −

∑
k

∆k ukv
∗
k ,

Ïàðàìåòð

∆k = −
∑
k′

Vk,k′ u
∗
k′vk′ = −

∑
k′

Vk,k′ |uk′ ||vk′ | e
iθ

÷àñòî íàçûâàþò ïîòåíöèàëîì ñïàðèâàíèÿ. Ýòîò ïàðàìåòð õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ýíåðãåòè-
÷åñêîé ùåëè â ñïåêòðå êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

∆k (r) = |∆k (r)| e
iθ(r) ⇐⇒ ψ(r) = |ψ(r)| e iθ(r).
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Ðàâíîâåñíûå ôàêòîðû êîãåðåíòíîñòè

Çàïèøåì ñðåäíþþ ýíåðãèþ ñâåðõïðîâîäíèêà â âèäå êîìáèíàöèè ïîïàðíî-êîððåëèðîâàííûõ
ñîñòîÿíèé â âèäå

Ē =
∑
k

2εk |vk |
2 +

∑
k,k′

Vk,k′ |uk ||vk ||uk′ ||vk′ |.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå íîðìèðîâêè |u
k
| =

√
1− |vk |2 âûðàçèì ñðåäíþþ ýíåðãèþ

÷åðåç |v
k
|

Ē =
∑
k

2εk |vk |
2 +

∑
k

∑
k′

Vk,k′

√
1− |v

k
|2 |vk |

√
1− |v

k′ |
2 |vk′ |.

Óñëîâèå ∂Ē/∂|vq | = 0 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ v2q , ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìóìó ñðåäíåé ïîëíîé ýíåðãèè, ãäå q � ïðîèçâîëüíûé
èìïóëüñ. Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè äâîéíîé ñóììû ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî âûáðàííîå íàìè çíà-
÷åíèå ìîæåò âõîäèòü êàê â ñóììó ïî k, òàê è â ñóììó ïî k ′, ïîýòîìó

∂Ē

∂|vq |
= 4εq |vq |+

∑
k′

Vq,k′

1

2

(−2|vq |)√
1− |vq |2

|vq |+
√
1− |vq |2

 √
1− |v

k′ |
2|vk′ |+

+
∑
k

Vk,q

√
1− |v

k
|2|vk |

1

2

(−2|vq |)√
1− |vq |2

|vq |+
√
1− |vq |2

 = 0.
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ôàêòîðà êîãåðåíò-
íîñòè vq

4εq |vq |+ 2

 1− 2|vq |2√
1− |vq |2

∑
k′

Vq,k′ |uk′ ||vk′ | = 4εq |vq | − 2

 1− 2|vq |2√
1− |vq |2

 |∆q | = 0,

êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (çàìåíà îáîçíà÷åíèé q → k äëÿ óäîá-
ñòâà)

|vk |
4 − |vk |

2 +
|∆

k
|2(

ε2
k
+ |∆

k
|2
) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

|vk |
2 =

1

2

(
1±

√
1−

|∆
k
|2(

ε2
k
+ |∆

k
|2
) ) =

1

2

1± ε
k√

ε2
k
+ |∆

k
|2

 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |v
k
|2 → 0 ïðè ε

k
→∞, íàõîäèì ðàâíîâåñíûå ôàêòîðû êîãåðåíòíîñòè

( ∣∣v
k

∣∣2∣∣u
k

∣∣2
)

=
1

2

(
1∓

ε
k

E
k

)
=

1

2

1∓ (
ℏ2k2/2m∗ − µ

)√(
ℏ2k2/2m∗ − µ

)2
+ |∆

k
|2

 ,

ãäå E
k
=
√
ε2
k
+ |∆

k
|2 � ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé. Êàê ýòî ïîíèìàòü?
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Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íî-çàïîëíåííûõ è ÷àñòè÷íî-ñâîáîäíûõ ýëåêòðîííûõ ñî-
ñòîÿíèé â îäíîðîäíîì ñâåðõïðîâîäíèêå â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

|− k ↓〉 |k ↑〉
kx

ky

|k| = kF

vkuk

vk → 1
uk → 0

vk → 0
uk → 1
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Ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ñîñòîÿíèé (q ↑,−q ↓) â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïðè T = 0. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ,
âûäåëèì âêëàä ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â ñðåäíåé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäíèêà

Ē =
∑
k

2εk |vk |
2 +

∑
k

∑
k′

Vk,k′ ukv
∗
k u

∗
k′vk′ =

∑
k ̸=q

2εk |vk |
2 + 2εq |vq |2+

+
∑
k ̸=q

∑
k′ ̸=q

Vk,k′ ukv
∗
k u

∗
k′vk′ +

∑
k′ ̸=q

Vq,k′ uqv
∗
q u

∗
k′vk′ +

∑
k ̸=q

Vk,q ukv
∗
k u

∗
q vq + Vq,q uqv

∗
q u

∗
q vq ≃

≃ ôîí+ 2εq |vq |2 − 2∆q uqv
∗
q .

1. Åñëè ïàðíîå ñîñòîÿíèå (q ↑,−q ↓) ÷àñòè÷íî çàïîëíåíî è ÷àñòè÷íî ñâîáîäíî ðàâíîâåñíûì
îáðàçîì, òî ïîëíàÿ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

Ē0 ≃ ôîí+ 2εq |vq |2 − 2∆q uqv
∗
q ≃ ôîí+ εq − Eq , ïðè ýòîì εq − Eq < 0.

2. Åñëè ñîñòîÿíèå |q ↑⟩ çàïîëíåíî, à ñîñòîÿíèå |q ↓⟩ � ñâîáîäíî (èëè íàîáîðîò), òî ïîëíàÿ
ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

Ē1 ≃ ôîí+ εq (1+ 0)− 0 ≃ ôîí+ εq .

3. Èçìåíåíèå ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû ïîïàðíî-êîððåëèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ èç-çà íåðàâíî-
âåñíîãî çàïîëíåíèÿ îäíîãî èç ïàðíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíî Ē

1
− Ē

0
= Eq .
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Ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé è ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé

Ðàâíîâåñíûå ôàêòîðû êîãåðåíòíîñòè( ∣∣v
k

∣∣2∣∣u
k

∣∣2
)

=
1

2

1∓ (
ℏ2k2/2m∗ − µ

)√(
ℏ2k2/2m∗ − µ

)2
+ |∆

k
|2

 =
1

2

1∓
√

E2

k
− |∆

k
|2

E
k

 ,

ãäå E
k
=
√
ε2
k
+ |∆

k
|2 � ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé.

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé (density of states, DOS)

ρs(E) = ρn ·
{

0 E ≤ |∆|
|E |/

√
E2 − |∆|2 E > |∆|

= ρn · Re
(

|E |√
E2 − |∆|2

)

-0.02 0 0.02
∆k/kF

0

0.5

1

|v
k
|2

a
n
d
|u

k
|2

|vk|2 |uk|2

2∆/µ

|uk| · |vk|

-0.02 0 0.02
∆k/kF

0

1

2

3

4

E
/
∆

Ek =
√

ε2k +∆2

Ek = |εk|

0 1 2 3
ρ/ρn

0

1

2

3

4

E
/∆ ρs

ρn
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¾Ïîëóïðîâîäíèêîâàÿ¿ ìîäåëü ñâåðõïðîâîäíèêà

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ òóííåëèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëóïðîâîäíèê
ñ øèðèíîé çàïðåù¼ííîé çîíû 2∆ è ìîäèôèöèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé

ρs = ρn · Re
(

|E ′|√
E ′2 − |∆|2

)
, ãäå E ′ = E − µ

è ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êâàçè÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ çàïîëíåíû ðàâíîâåñíûì îáðàçîì â ñîîòâåò-
ñòâèå ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè-Äèðàêà

f (E) =
1

1+ e(E−µ)/k
B
Θ
.

N
S

2∆

kkF

E

µ

E

ρs(E)

f(E)

∆0

∆(T )

Tc
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Ëåêöèè 5-6

Ñêàíèðóþùàÿ çîíäîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: îáùèå ïðèíöèïû

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ è ñïåêòðîñêîïèÿ

Àòîìíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: êîíòàêòíûé
è áåñêîíòàêòíûé ðåæèìû
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Îáùèé ïðèíöèï ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè

àíãë. scanning probe microscopy (SPM)

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ: STM, STS, spin-polarized STM

Ñêàíèðóþùàÿ ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: AFM, MFM, Kelvin probe microscopy, ...

Ñêàíèðóþùàÿ áëèæíåïîëüíàÿ îïòè÷åñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ: NSOM

Ñêàíèðóþùàÿ áëèæíåïîëüíàÿ ÑÂ× ìèêðîñêîïèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ ïîëåâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: scanning Hall probe microscopy, SQUID microscopy

Ñêàíèðóþùàÿ ëàçåðíàÿ ìèêðîñêîïèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ ýëåêòðîííàÿ ìèêðîñêîïèÿ
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Ëèòåðàòóðà ïî ìåòîäàì
ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè

∗ Chen, Introduction to scanning tunneling microscopy. Oxford University Press (1993)

∗ Scanning tunneling microscopy (Eds. Stroscio and Kaiser), in series Methods of Experimental Physics,

vol. 27, Academic Press (1993)

∗ Noncontact atomic force microscopy (Eds. Morita, Wiesendanger and Meyer), in series Nanoscience

and Technology, Springer (2002)

∗ Wiesendanger, Introduction to scanning probe microscopy and spectroscopy: Methods and

Application. Cambridge University Press (1994)

∗ Ìèðîíîâ, Îñíîâû ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè. Íèæíèé Íîâãîðîä (2004)

∗ Îóðà, Ëèôøèö, Ñàðàíèí, Çîòîâ, Êàòàÿìà, Ââåäåíèå â ôèçèêó ïîâåðõíîñòè. Ìîñêâà: Íàóêà

(2006)

∗ Springer Handbook of Nanotechnology (Ed. B. Bhushan), part C. Springer, 3rd edition (2010)

∗ Voigtl�ander, Scanning probe microscopy. Springer (2015)

∗ Voigtl�ander, Atomic force microscopy. Springer (2019)
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Cèñòåìû ãðóáîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ:
øàãîâûé ýëåêòðîäâèãàòåëü

Ïðèìåð øàãîâîãî ýëåêòðîäâèãàòåëÿ ñ 3.6◦-ïîâîðîòîì çà îäèí øàã (100 øàãîâ/îáîðîò)

Ñóùåñòâóþò øàãîâûå ýëåêòðîäâèãàòåëè ñ 1.8◦ èëè 0.9◦-ïîâîðîòîì çà îäèí øàã (200 èëè 400
øàãîâ/îáîðîò)

Åñëè ñîåäèíèòü øàãîâûé ýëåêòðîäâèãàòåëü ñ ëèíåéíûì ìàíèïóëÿòîðîì (ïóñòü øàã ðåçüáû
0.1-0.2 ìì), òî ìîæíî ïîëó÷èòü êîíòðîëèðóåìîå ïåðåìåùåíèå çîíäà íà 0.2-2 ìêì çà îäèí
øàã äàæå áåç ïîíèæàþùåãî ðåäóêòîðà.

https://ru.wikipedia.org/wiki/Øàãîâûé_ýëåêòðîäâèãàòåëü

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 5-6 19 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 4 / 62



Ïüåçîýôôåêò

Ïðÿìîé ïüåçîýôôåêò � ïîÿâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èç-çà äåôîðìàöèè

Îáðàòíûé ïüåçîýôôåêò � âîçíèêíîâåíèå äåôîðìàöèè èç-çà ïðèëîæåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàáëþäåíèÿ ïüåçîýôôåêòà â ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöàõ ÿâëÿåò-
ñÿ îòñóòñòâèå öåíòðà ñèììåòðèè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Òåì íå ìåíåå, ïüåçîýôôåêò ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ è â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ äèýëåêòðèêàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåõîä òî÷êè ôàçîâî-
ãî ïåðåõîäà (òàê íàçûâàåìîé òåìïåðàòóðû Êþðè) ïðè îõëàæäåíèè ïðîèñõîäèò â äîñòàòî÷íî
ñèëüíîì ïîëÿðèçóþùåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ êåðà-
ìè÷åñêèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïðèìåíÿþùèõñÿ â ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèê-
ðîñêîïèè, ÿâëÿåòñÿ öèðêîíàò�òèòàíàò ñâèíöà (lead zirconate titanate, PZT), êîòîðûé èìååò
õèìè÷åñêóþ ôîðìóëó âèäà Pb [ZrxTi1−x ] O3, ãäå 0 ≤ x ≤ 1 åñòü óäåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ öèð-
êîíèÿ â äàííîì èíòåðìåòàëëè÷åñêîì ñîåäèíåíèè (îáû÷íî x ≃ 0.52).

Î÷åíü ÷àñòî â òåîðèè ïüåçîýôôåêòà èñïîëüçóþò èíäåêñû 1, 2 è 3 âìåñòî ñòàíäàðòíîãî îáî-
çíà÷åíèÿ îñåé x , y è z äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ñìåøèâàòü êðèñòàë-
ëîãðàôè÷åñêèå îñè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ îñÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìè îáùóþ ãåî-
ìåòðèþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà. Ïîñêîëüêó òåíçîð äåôîðìàöèé (àíãë. strain) äîëæåí
áûòü ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà, òî ýòîò òåíçîð â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòðèçóåò-
ñÿ øåñòüþ íåçàâèñèìûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå èíîãäà ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: S11 → S1, S22 → S2, S33 → S3, S23 → S4, S13 → S5 è S12 → S6.
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Câÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàöèè (àíãë. strain) êðèñòàëëà Sij è êîìïîíåíòàìè
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei äëÿ ìàòåðèàëîâ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî êëàññà 4mm
òàêèõ, êàê ïîëÿðèçîâàííàÿ PZT�êåðàìèêà â òåòðàãîíàëüíîé ôàçå èëè BaTiO3, äëÿ ñëó÷àÿ
íóëåâûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé (àíãë. stress)

S1
S2
S3
S4
S5
S6

 =



0 0 d31
0 0 d32
0 0 d33
0 d24 0
d15 0 0
0 0 0


 E1

E2
E3

 ,

ãäå îñü 3 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ïîëÿðèçàöèè ïüåçîýëåêòðèêà, dij � ìàòðèöà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü íì/Â. Íàïðèìåð, åñëè ê ïüåçîýëåêòðè÷åñêîìó ýëå-
ìåíòó, èìåþùåìó ôîðìó ïàðàëëåëåïèïåäà îáúåìîì Lx ×Ly ×Lz , ïðèëîæåíî âíåøíåå íàïðÿ-
æåíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òî âíóòðè ïüåçîýëåêòðèêà âîçíèêàåò îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
E3 = V /Lz ïàðàëëåëüíîå îñè z ïîëÿðèçàöèè ïüåçîýëåêòðèêà, òî

δLx

Lx
≡ S1 = d31 E3,

δLy

Ly
≡ S2 = d32 E3,

δLz

Lz
≡ S3 = d33 E3.

Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëû, íàïðèìåð, äëÿ
PZT�êåðàìèêè d31 ≃ −0.2 íì/Â ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå è d31 ≃ −0.02 íì/Â ïðè òåì-
ïåðàòóðå æèäêîãî ãåëèÿ (4.2 Ê).
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Ïüåçîñèñòåìû ãðóáîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ:
ëèíåéíûé øàãîâûé ïüåçîäâèãàòåëü

Øàã 3: áûñòðîå ñîêðàùåíèå ïüåçîýëåìåíòîâ è
ïðîñêàëüçûâàíèå ñàïôèðîâûõ øàðèêîâ

Øàã 1: íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå

V=0

Øàã 2: ìåäëåííîå óäëèíåíèå ïüåçîýëåìåíòîâ è
ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå âåðõíåé ïëàòôîðìû

V V=
max

V=0
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Ïüåçîñèñòåìà òî÷íîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ

Èçìåíåíèå ðàçìåðîâ 4-õ ñåãìåíòíîé òðóáêè ïðè ïîäà÷å íàïðÿæåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå
ýëåêòðîäû

δLx ≃ Vx

2
√
2 d31 L

2
z

πDh
è δLy ≃ Vy

2
√
2 d31 L

2
z

πDh
,

ãäå D åñòü íàðóæíûé äèàìåòð òðóáêè, h åñòü òîëùèíà ñòåíîê. Åñëè ïîäàòü îäèíàêîâîå íà-
ïðÿæåíèå V íà âñå ÷åòûðå ýëåêòðîäà îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîãî ýëåêòðîäà, òî ïüåçîòðóáêà
óäëèíÿåòñÿ (èëè óêîðà÷èâàåòñÿ) íà âåëè÷èíó

δLz ≃ V
d31 Lz

h
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Òóííåëüíûé ýôôåêò â ôèçèêå òâ¼ðäîãî òåëà

Çîííàÿ ñòðóêòóðà äâóõ ìåòàëëîâ è êîíòàêòíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ

E

E
(s)
F

E
(s)
F +Ws

E
(t)
F

E
(t)
F +Wt

(a)

V (z)

EF = E
(s)
F − |e|ϕ∗

s

E
(s)
F +Ws − |e|ϕ∗

s

EF = E
(t)
F − |e|ϕ∗

t

E
(t)
F +Wt − |e|ϕ∗

t

(b)

Âîçíèêíîâåíèå òóííåëüíîãî òîêà: I = const · U · exp
(
− 2

ℏ
∫ b
a |p(z)|dz

)
∼ e−2κ·w

U > 0

EF

EF + |e|U

(a)

ē
ē

U < 0

EF
EF + |e|U

(b)
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ è ñïåêòðîñêîïèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ â ðåæèìå çàäàííîé âûñîòû

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ â ðåæèìå çàäàííîãî òîêà

Òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ â çàäàííîé òî÷êå

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
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I − V êîíâåðòåð íà îñíîâå îïåðàöèîííîãî óñèëèòåëÿ∗

Èäåàëüíûé îïåðàöèîííûé óñèëèòåëü (ÎÓ):
- âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå ÎÓ ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî;
- ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë âûõîäà ÎÓ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ ìåæäó
íåèíâåðòèðóþùèì (+) è èíâåðòèðóþùèì (−) âõîäàìè: φout = K

(
φ+ − φ−

)
, ãäå K � êîýô-

ôèöèåíò óñèëåíèÿ (îáû÷íî 104 . . . 106).

RoutRin

−

+

ϕ− ϕout

ϕs

I

Óðàâíåíèÿ Êèðõãîôà:

φ+ = φs

φout = K
(
φs − φ−

)
φ− = I · Rin,

φout = I
(
Rin + Rout

)
= φ− + I Rout .

Ðåøåíèå â ïðåäåëå K ≫ 1:

φ− ≃ φs

{
1−

1

K

(
1+

Rout

Rin

)}
→ φs ,

Vout = φout − φs =
(
I · Rout + φ−

)
− φs ≃ I · Rout .
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Ïåðâûé óñïåõ: ðàñøèôðîâêà ðåêîíñòðóêöèè Si(111)7×7

Binnig, Rohrer, Gerber, Weibel, Phys. Rev. Lett., vol. 50, 120�123 (1983)

Îóðà, Ëèôøèö, Ñàðàíèí, Çîòîâ, Êàòàÿìà,

Ââåäåíèå â ôèçèêó ïîâåðõíîñòè. Ìîñêâà: Íàóêà (2005)

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 5-6 19 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 12 / 62



Àðòåôàêòû ÑÒÌ èçîáðàæåíèé
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¾Ïîëóïðîâîäíèêîâàÿ¿ ìîäåëü ñâåðõïðîâîäíèêà

Îïèñàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ òóííåëüíî-ñâÿçàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåì ïðè çàäàí-
íîì íàïðÿæåíèè ñâåðõïðîâîäíèê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëóïðîâîäíèê ñ øèðèíîé çàïðå-
ù¼ííîé çîíû 2∆ è ìîäèôèöèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé

ρs = ρn · Re
(

|E ′|√
E ′2 − |∆|2

)
, ãäå E ′ = E − µ

è ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êâàçè÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ çàïîëíåíû ðàâíîâåñíûì îáðàçîì â ñîîòâåò-
ñòâèå ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè-Äèðàêà

f =
1

1+ eE
′/k

B
Θ
.

N
S

2∆

kkF

E

µ

E

ρs(E)

f(E)

∆0

∆(T )

Tc

Ýòà ìîäåëü øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷¼òà òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ òóííåëüíî-ñâÿçàííûõ
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåì ïðè çàäàííîì íàïðÿæåíèè

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 5-6 19 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 14 / 62



Òóííåëüíûé êîíòàêò N�I�S: ïðîâîäèìîñòü â ðåæèìå
çàäàííîãî íàïðÿæåíèÿ

Êà÷åñòâåííûé àíàëèç íà îñíîâå çîííûõ äèàãðàìì:

N I S

mN mS

N I S

mN

mS

|eV|>DD

D

N I S

mN

mS

|eV|>D

Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå:
íóëåâîé òîê

Ïîëîæèòåëüíîå ñìåùåíèå:
ïîòîê ýëåêòðîíîâ èç âN S

Ïîëîæèòåëüíîå ñìåùåíèå:
ïîòîê ýëåêòðîíîâ èç âS N

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ êâàçè÷àñòè÷íûé (quasiparticle) òîê äîëæåí âîçíèêàòü òîëüêî ïðè
êîíå÷íîì íàïðÿæåíèè

|eV | > ∆.
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Êâàçè÷àñòè÷íûé òîê â ìîäåëè òóííåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ïåðåõîäà

Iqp = 2e ·
2π

ℏ

∑
k

∑
q

|Mk,q |
2 ·
{
f (E)− f (E − eV )

}
dE =

= 2e ·
2π

ℏ
· |M|2

∞∫
−∞

ρ1(E) · ρ2(E − eV ) ·
{
f (E)− f (E − eV )

}
dE ,

ãäå ρ1(E) è ρ2(E) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ëåâîãî è ïðàâîãî ýëåêòðîäîâ. Ïîäñòàâèì ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé ñâåðõïðîâîäÿùåãî ýëåêòðîäà ñîãëàñíî ïîëóïðîâîäíèêîâîé ìîäåëè

Iqp = 2e ·
2π

ℏ
· |M|2

∞∫
−∞

ρn1 · ρn2 · Re
(

|E − eV |√
(E − eV )2 −∆2

)
·
{
f (E)− f (E − eV )

}
dE .

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé Tc = 0 è ∆ = 0, òîãäà

Iqp = 2e ·
2π

ℏ
· |M|2 · ρn1 · ρn2

∞∫
−∞

{
f (E)− f (E − eV )

}
dE = 2e ·

2π

ℏ
· |M|2 · ρn1 · ρn2 · eV =

V

Rn

,

ãäå Rn = ℏ (4πe2|M|2ρn1ρn2)−1 � ñîïðîòèâëåíèå êîíòàêòà â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè (èçìåðÿ-
åìûé ïàðàìåòð).

Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü âîëüò-àìïåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó òóííåëüíîãî êîíòàêòà N�I�S,
èñïîëüçóÿ íîðìèðîâàííûå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è íîðìàëüíîå ñîïðîòèâëåíèå

Iqp =
1

|e|Rn

∞∫
−∞

Re

(
|E − eV |√

(E − eV )2 −∆2

)
·
{
f (E)− f (E − eV )

}
dE .
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Ó÷ò¼ì, ÷òî e = −|e| è kBT → 0, òîãäà

Iqp =
1

|e|Rn

∞∫
−∞

1 · Re
(

|E + |e|V |√
(E + |e|V )2 −∆2

)
·
{
f (E)− f (E + |e|V )

}
dE =

=
1

|e|Rn

0∫
−|e|V

Re
(E + |e|V )√

(E + |e|V )2 −∆2
dE =

1

|e|Rn

|e|V∫
∆

E ′
√
E ′2 −∆2

dE ′ =

√
(eV )2 −∆2

|e|Rn

.

Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ìàëûõ è áîëüøèõ íàïðÿæåíèé

Iqp ≃

 0 ïðè |eV | < ∆ è T ≪ Tc

V /Rn ïðè |eV | ≫ ∆ è/èëè T > Tc

Âèä çàâèñèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè dI/dV îò íàïðÿæåíèÿ V ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ

Rn
dI

dV
=

{
0 ïðè |eV | < ∆

|eV |/
√

(eV )2 −∆2 ïðè |eV | ≥ ∆

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñâåðõïðîâîäíèêà îò ýíåðãèè
ρs(E) = ρn · Re |E |/

√
E2 − |∆|2, åñëè çàìåíèòü eV → E .
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Âîëüò-àìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè êîíòàêòà N�I�S â
ðåæèìå çàäàííîãî íàïðÿæåíèÿ

-2 -1 0 1 2
|e|V/∆0

-2

0

2
|e
|I
R

n
/∆

0

T = 0

T = Tc

-2 -1 0 1 2
|e|V/∆0

0

1

2

3

R
−
1

n
·
d
I
/
d
V

T = 0

T = Tc

Âèä çàâèñèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè dI/dV îò íàïðÿæåíèÿ V ïðè íèçêèõ òåì-
ïåðàòóðàõ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
ñâåðõïðîâîäíèêà îò ýíåðãèè

Rn
dI

dV
=

{
0 |eV | < ∆

|eV |/
√

(eV )2 −∆2 |eV | ≥ ∆
=⇒ ρs(E) =

{
0 |E | < ∆

|E |/
√

E2 − |∆|2 |E | ≥ ∆

åñëè çàìåíèòü eV → E .
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Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ â ðåæèìå çàäàííîãî íàïðÿæåíèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ ïîçâîëÿåò äåòåêòèðîâàòü íåñâåðõïðîâîäÿùèå âêëþ-
÷åíèÿ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà

N N

|e|V

dI/dV

|e|V

dI/dV

N S N N
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Òóííåëüíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ: âèõðè â Pb îñòðîâêàõ

Roditchev, Brun, Serrier-Garcia, Cuevas, ... Nature Physics, vol. 11, 322-337 (2015)
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Àòîìíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: îñíîâíûå ðåæèìû

Àòîìíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ (ÀÑÌ), atomic-force microscopy (AFM)

∗ Ñòàòè÷åñêèé ðåæèì

Êîíòàêòíàÿ ìåòîäèêà (contact mode)

∗ Äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû

Ïîëóêîíòàêòíàÿ ìåòîäèêà (intermittent/tapping mode)

Áåñêîíòàêòíàÿ ìåòîäèêà (non-contact mode)

Ñòàòè÷åñêàÿ ìåòîäèêà: ðåãèñòðàöèÿ z�îòêëîíåíèÿ çîíäà

+ : ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè èñïîëíèòåëüíîãî ìåõàíèçìà è îáðàòíîé ñâÿçè

� : çàìåòíîå ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà îáðàçåö

Äèíàìè÷åñêàÿ ìåòîäèêà: ðåãèñòðàöèÿ èçìåíåíèé àìïëèòóäû/÷àñòîòû/ôàçû êîëåáàíèé

+ : óìåíüøåíèå ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ïîâûøåíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè

� : óñëîæíåíèå òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, íèçêàÿ ñêîðîñòü ñêàíèðîâàíèÿ
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Ñòàíäàðòíûå Si çîíäû äëÿ àòîìíî-ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè
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Îñíîâíûå ìåòîäû ðåãèñòðàöèè îòêëîíåíèÿ çîíäà

Springer Handbook of Nanotechnology (Ed. B. Bhushan), part C (2010)
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Ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë Ëåííàðäà�Äæîíñà

Ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà (Lennard-Jones) îïèñûâàåò ïðèòÿæåíèå íåéòðàëüíîãî çîíäà (tip)
ê ïîâåðõíîñòè (surface) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è îòòàëêèâàíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ

Uts(z) = U0 ·
{(

z∗

z

)12

−
(
z∗

z

)6
}

,

ãäå z � óñëîâíîå ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè, U0 è z∗ � ïàðàìåòðû ìîäåëè.

Íîðìàëüíàÿ z−êîìïîíåíòà ñèëû Fts = −dUts/dz, äåéñòâóþùåé íà çîíä, ìåíÿåò çíàê.
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U
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0
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0F
z
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Ïðèëèïàíèå ê ïîâåðõíîñòè â êîíòàêòíîì ðåæèìå

jump-to-contact, snap-to-contact

Ðåçóëüòèðóþùèé ïîòåíöèàë

Utot(z) = Uts + Uóïð = U0 ·
{(

z∗

z

)12

−
(
z∗

z

)6
}

+
k

2
(z − z0)

2 ,

ãäå z0 � ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå çîíäà, ∆z = z − z0 � èçãèá êîíñîëè èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ïîâåðõíîñòüþ. Â çàâèñèìîñòè îò æåñòêîñòè ïðóæèíû k è ðàâíîâåñíîé âûñîòû z0 ìîãóò áûòü
ðàçíûå ïðîôèëè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîòåíöèàëà Utot(z).

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóåò áàëàíñó ñèë |Fts | = |Fóïð|, ãäå Fóïð = −k · (z − z0) åñòü
ñèëà óïðóãîñòè ïî çàêîíó Ãóêà

d

dz
Utot(z) =

d

dz
Uts(z) + k (z − z0) = 0

Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðåçóëüòèðóþùåãî

d2

dz2
Uts(z) + k > 0 èëè k >

d

dz
Fts .

Äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè ñèñòåìû íóæíà áîëüøàÿ æåñòêîñòü ïîäâåñà, îäíàêî ýòî
óìåíüøàåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü!
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Ðåçóëüòèðóþùèé ïîòåíöèàë

Utot(z) = U0 ·
{(

z∗

z

)12

−
(
z∗

z

)6

+
1

2

k z∗ 2

U0

(
z

z∗
−

z0
z∗

)2
}

Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî äëÿ ïàðàìåòðà k z∗ 2/U0 = 2 è z0/z
∗ = 2.2

1 1.5 2 2.5 3
z/z∗

-1

0

1

U
/U

0

Uts

U

1 1.5 2 2.5 3
z/z∗

-2

-1

0

1

2

F
z

−U ′
ts U ′

z0

A

B

A → B

C

D

C → D

Ïðèëèïàíèå çîíäà ê ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê ãèñòåðåçèñó çàâèñèìîñòè z îò z0!
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Èññëåäîâàíèå àäãåçèè è ìèêðîæ¼ñòêîñòè

Ïî íàêëîíó ëèíåéíîé ÷àñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ôàêòè÷åñêóþ ìèêðîæåñòêîñòü îáðàçöà

Ïî øèðèíå ãèñòåðåçèñà ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû àäãåçèè

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 5-6 19 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 27 / 62



Ïðîìåæóòî÷íûå âûâîäû: êîíòàêòíûé ðåæèì èçìåðåíèé

∗ Ñàìàÿ ïðîñòàÿ òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ: ñòàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå êîíñîëè ∆z = z − z0
äàåò èíôîðìàöèþ î ñèëå âçàèìîäåéñòâèÿ çîíäà ñ ïîâåðõíîñòüþ

∗ Êàê ïðàâèëî èìååò ìåñòî ìåõàíè÷åñêàÿ íåñòàáèëüíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ïðèëèïàíèåì çîíäà
ê ïîâåðõíîñòè

∗ Çàìåòíîå âëèÿíèå íà ïîâåðõíîñòü îáðàçöà, ïîýòîìó ìåòîä êàê ïðàâèëî íå ïðèìåíèì äëÿ
èññëåäîâàíèÿ îðãàíè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ

∗ Ìåòîä íå ïðèãîäåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè ñ àòîìàðíûì ðàçðåøåíèåì

∗ Âîçìîæíû èçìåðåíèÿ â ðåæèìå çàäàííîé ñèëû ñ àêòèâíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

∗ Âîçìîæíû èçìåðåíèÿ â ðåæèìå çàäàííîé âûñîòû

∗ Ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î ðåëüåôå, ìèêðîæ¼ñòêîñòè, êîýôôèöèåíòàõ àäãåçèè
è òðåíèÿ

∗ Äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ñòàáèëüíîñòè íåîáõîäèì ïåðåõîä ê äèíàìè÷åñêîìó
ðåæèìó èçìåðåíèé, ïðè ýòîì ìîæíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèåì àìïëèòóäû, ÷àñòîòû è ôàçû
êîëåáàíèé çîíäà íà êîíñîëè
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: êîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Îäíîìåðíûå öåïî÷êè (ëàìåëëû) ãåêñàãëèöèíà íà ïîâåðõíîñòè ïèðîëèòè÷åñêîãî ãðàôèòà (ðàçìåð êàä-

ðà 400× 400 íì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: êîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Èçîáðàæåíèå Al ðåïëèêè CD äèñêà (ðàçìåð êàäðà 15× 15ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: êîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Èçîáðàæåíèå ÷àñòè æèâîé êëåòêè ýïèòåëèÿ ïî÷êè ñâèíüè â áóôåðíîì ðàñòâîðå ïðè òåìïåðàòóðå 37◦C

(ðàçìåð êàäðà 27× 27ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Êîëåáàíèÿ ãðóçà íà óïðóãîì ïîäâåñå

Ðàññìîòðèì ñîñðåäîòî÷åííóþ ìàññó m íà óïðóãîì ïîäâåñå (êàíòèëåâåðå) ñ æåñòêîñòüþ k.
Çàïèøåì çàêîí Íüþòîíà äëÿ äèíàìèêè ñèñòåìû â ïðèñóòñòâèå ïîñòîÿííîé ñèëû òðåíèÿ è
âíåøíåé ñèëû Fâí (íàïðèìåð, ñèëû òÿæåñòè è ïðî÷èõ), íàïðàâëåííîé ïî îñè z

mz̈ = Fóïð − γ ż + Fâí,

ãäå Fóïð = −k ·
(
z(t)− z0(t)

)
� ñèëà óïðóãîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ óäëèíåíèþ, γ � êîýôôè-

öèåíò çàòóõàíèÿ è −γ ż � ñèëà òðåíèÿ.

Ïîñëå ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ ñëàãàåìûõ è ïîäñòàíîâêè Fâí = F0 + F ′
z · z ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

mz̈ + γ ż + (k − F ′
z ) z(t) = k z0(t) + F0, ãäå kýôô = k − F ′

z åñòü ýôôåêòèâíàÿ æ¼ñòêîñòü.

�

piezo actuator
z0(t)

z(t)

FHook

Fext

m

k
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñïîëíèòåëüíûé ìåõàíèçì (actuator, dizzer) âîçáóæäàåò ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ ïîäâåñà

z0(t) = A0 cos ωt = A0 Re
(
e iωt

)
,

ãäå A0 è ω åñòü àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü z-êîîðäèíàòû çîíäà îò âðåìåíè èìååò âèä

z(t) = z∗ + Re
(
a(ω) e iωt

)
,

ãäå z∗ åñòü ñðåäíÿÿ êîîðäèíàòà äåôîðìèðîâàííîãî êàíòèëåâåðà, a(ω) = A(ω)e iφ(ω) åñòü
êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çàâèñèìîñòåé z0(t) è z(t) â óðàâíåíèå

mz̈ + γ ż + (k − F ′
z ) z(t) = k z0(t) + F0

ïîëó÷àåì

−mω2a(ω)e iωt + iωγa(ω)e iωt + (k − F ′
z ) ·
(
z∗ + a(ω)e iωt

)
= kA0e

iωt + F0.

Îòñþäà ñëåäóåò

z∗ =
F0

k − F ′
z

è a(ω) =
ω2
0 A0

(ω2
0 − ω2 − F ′

z/m) + iω ω0/Q
,

ãäå ω0 =
√

k/m åñòü ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà íåíàãðóæåííîãî îñöèëëÿòîðà, Q = ω0m/γ åñòü
äîáðîòíîñòü ñèñòåìû.
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Äëÿ óäîáñòâà âûäåëèì â âûðàæåíèè äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû

a(ω) =
ω2
0 A0

(ω2
0 − ω2 − F ′

z/m) + iω ω0/Q

ìîäóëü A(ω) è ôàçó φ(ω). Ïîñëå óìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè íà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåì

a(ω) =
ω2
0 A0

(ω2
0 − ω2 − F ′

z/m)2 + (ω ω0/Q)2
((ω2

0 − ω2 − F ′
z/m)− iω ω0/Q) (∗).

Òàêèì îáðàçîì,

A(ω) = |a(ω)| =
ω2
0 A0√

(ω2
0 − ω2 − F ′

z/m)2 + (ω ω0/Q)2
,

φ(ω) = arg a(ω) =


− arctg

(
ω ω0Q

−1/(ω2
0 − ω2 − F ′

z/m)
)
, ω <

√
ω2
0 − F ′

z/m;

−π/2, ω =
√

ω2
0 − F ′

z/m;

−π + arctg
(
ω ω0Q

−1/(ω2 − ω2
0 + F ′

z/m)
)
, ω >

√
ω2
0 − F ′

z/m.

z0(t) = A0 cosωt

z(t) = A cos(ωt+ ϕ)

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 5-6 19 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 34 / 62



Èëëþñòðàöèÿ ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ ôàçû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

-10 -5 0 5 10
Re a(ω)/A0

-10

-5

0

5
Im

a
(ω

)/
A

0

ω = 0

ω = ω0 − F ′
z/m

ω → ∞

ϕ(ω)

A(ω)

Q = 10

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 5-6 19 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 35 / 62



Êîëåáàíèÿ ãðóçà ñ ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëîé

Àìïëèòóäíî- è ôàçî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêè ìàÿòíèêà ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé (F ′
z = 0)

A(ω) =
ω2
0 A0√

(ω2
0 − ω2)2 + (ω ω0/Q)2

è φ(ω) = −π + arctg

(
ω ω0/Q

ω2 − ω2
0

)
(ïðè ω > ω0)

0.5 1 1.5
ω/ω0

0

10

20

30

A
(ω

)

10

Q = 30

0.5 1 1.5
ω/ω0

0

ϕ
(ω

)

−π/2

−π

Ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà íåíàãðóæåííîãî ìàÿòíèêà è íàãðóæåííîãî ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì:

ω0 =

√
k

m
è ωres =

√
ω2
0 ·
(
1−

1

2Q2

)
≃ ω0 ·

(
1−

1

4Q2

)
.
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Êîëåáàíèÿ ãðóçà ñ êîîðäèíàòíî-çàâèñÿùåé ñèëîé

Àìïëèòóäíî- è ôàçî÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêè ìàÿòíèêà ñ ïåðåìåííîé ñèëîé (F ′
z ̸= 0)

A(ω) =
ω2
0 A0√

(ω2
0 − ω2−F ′

z/m)2 + (ω ω0/Q)2
è φ(ω) = −π + arctg

(
ω ω0/Q

ω2
0 − ω2−F ′

z/m

)
(ω > ω0)

0.5 1 1.5
ω/ω0

0

5

10

15

A
(ω

)

0.5 1 1.5
ω/ω0

0

ϕ
(ω

)

−π/2

−π

Ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà íàãðóæåííîãî êàíòèëåâåðà â ïðèñóòñòâèè êîîðäèíàòíî-çàâèñÿùåé ñèëû

Ωres =

√
ω2
0 ·
(
1−

1

2Q2

)
−
F ′
z

m
= ω0 ·

√
1−

1

2Q2
−
F ′
z

m
·
m

k
≃ ωres −ω0

F ′
z

2k
.
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Òèïè÷íàÿ ôàçî-÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü

ω0 ω

0

−π/2

−π

F ′
z = 0

F ′
z > 0

δϕ

Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ çàâèñèìîñòè φ(ω) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè ðåçîíàíñà (ω ≃ ω0) ïîëó÷àåì

φ(ω)
∣∣∣
ω=ω0

= −π + arctg

(
ω2
0/Q

−F ′
z/m

)
≃ −π − arctg

(
k

QF ′
z

)
≃ −

π

2
−

QF ′
z

k
ïðè

Q|F ′
z |

k
≪ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñäâèã ôàçû çàâèñèò îò ãðàäèåíòà ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ

δφ ≡ φ(ω)
∣∣∣
ω=ω0

−
(
−
π

2

)
= −

QF ′
z

k
.
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Êîëåáàíèÿ ãðóçà ñ êîîðäèíàòíî-çàâèñÿùåé ñèëîé:
àëüòåðíàòèâíîå ðàññìîòðåíèå

Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ ñäâèãà ÷àñòîòû áîëåå êîìïàêòíûì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äîáðîòíîñòü ìåõàíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âåëèêà (Q ≫ 1) è ñäâèãîì ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû
íàãðóæåííîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ωres ≃ ω0).

Çàïèøåì óðàâíåíèå Íüþòîíà â ñëåäóþùåì âèäå

mz̈ + γż + (k − F ′
z ) z(t) = kz0(t) + F0.

Çàìåíÿÿ k íà k
ýôô

= k − F ′
z , îöåíèì ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó êàíòèëåâåðà â ïðèñóòñòâèè ñèëû,

çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòû

Ω2
res ≃

k
ýôô

m
≃

k

m
−

F ′
z

m
.

Ïîäñòàâèì Ωres = ω0 +∆ω è ñ÷èòàÿ ∆ω ≪ ω0, ïîëó÷èì

(ω0 +∆ω)2 ≃
k

m
−

F ′
z

m
èëè ω2

0 + 2ω0∆ω ≃
k

m
−

F ′
z

k

k

m
,

îòêóäà ñëåäóåò

∆ω

ω0
≃ −

F ′
z

2k
.
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Ïîòåíöèàë Ëåíàðäà�Äæîíñà U(z) = α ·
{
(z0/z)

12 − (z0/z)
6
}

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Repulsive force Attractive force
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z < 0

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèè 5-6 19 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 40 / 62



Èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

Ïî èçìåíåíèþ àìïëèòóäû íà çàäàííîé ÷àñòîòå ìîæíî ñóäèòü î ñäâèãå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû
íàãðóæåííîãî ðåçîíàòîðà ∆ω/ω0 = −F ′

z/2k. Èçìåíåíèå ôàçû êîëåáàíèé ∆φ = −Q F ′
z/k

ïðîïîðöèîíàëüíî ãðàäèåíòó ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çîíäà ñ ïîâåðõíîñòüþ.
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Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà: èçìåðåíèÿ â ðåæèìå
àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè (AM)
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Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà: èçìåðåíèÿ â ðåæèìå ÷àñòîòíîé
ìîäóëÿöèè (FM)
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Ïðîìåæóòî÷íûå âûâîäû: áåñêîíòàêòíûé ðåæèì
èçìåðåíèé

∗ Áîëåå ñëîæíàÿ òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, âêëþ÷àþùàÿ êàê ìèíèìóì äâå ñèñòåìû îáðàò-
íîé ñâÿçè, ÷òî óìåíüøàåò ñêîðîñòü èçìåðåíèé

∗ Ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå ïîâåðõíîñòè ñ àòîìàðíûì ðàçðåøå-
íèåì

∗ Ñäâèã ÷àñòîòû è ôàçû êîëåáàíèé ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çîíäà
ñ ïîâåðõíîñòüþ

∗ Ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåïðîâîäÿùèõ è ïðîâîäÿùèõ îáðàçöîâ, âêëþ÷àÿ
îãðàíè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå îáúåêòû

∗ Â AM-ðåæèìå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå, à êîíòðîëèðóåòñÿ àì-
ïëèòóäà è/èëè ôàçà êîëåáàíèé

∗ Íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ñäâèãà ÷àñòîòû îò âûñîòû ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåñòàáèëüíî-
ñòè

∗ Â FM-ðåæèìå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà èçìåíÿþùåéñÿ ÷àñòîòå â óñëîâèÿõ ìåõàíè÷åñêî-
ãî ðåçîíàíñà, èçìåðÿåòñÿ êîíòðîëèðóåòñÿ ñäâèã ÷àñòîòû, èëè ôàçû, èëè àìïëèòóäû.
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîëóêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Èçîáðàæåíèå ìèêðîñòðóêòóðû (ðàçìåð êàäðà 30× 30 íì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîëóêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè DVD äèñêà (ðàçìåð êàäðà 30× 30ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîëóêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Èçîáðàæåíèå ýðèòðîöèòîâ � êðàñíûõ êðîâÿíûõ òåëåö (ðàçìåð êàäðà 50× 50ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîëóêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Èçîáðàæåíèå äâóõ áàêòåðèé Helicobacter pylori â ïðîöåññå îáðàçîâàíèÿ êîêêîâèäíîé ôîðìû (ðàçìåð

êàäðà 7.2× 7.2ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîëóêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Äâóõñëîéíûå ñòóïåíè íà ïîâåðõíîñòè SrTiO3(001), âûñîòà ñòóïåíè 0.39 íì (ðàçìåð êàäðà 8× 8ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîëóêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Ñïèðàëüíàÿ ñòóïåíü íà ïîâåðõíîñòè Si(111), îáðàçîâàâøàÿñÿ âñëåäñòâèå âûõîäà âèíòîâîé äèñëîêàöèè

íà ïîâåðõíîñòü, è äâóìåðíûå (ãëóáèíîé 0.31 íì) âàêàíñèîííûå îñòðîâêè (ðàçìåð êàäðà 8× 8ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîëóêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Êóïîëîîáðàçíûå è ïèðàìèäàëüíûå Ge-Si îñòðîâêè (ðàçìåð êàäðà 3× 3ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: áåñêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Springer Handbook of Nanotechnology (Ed. B. Bhushan), part C (2010)
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: áåñêîíòàêòíûé ðåæèì AFM
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: áåñêîíòàêòíûé ðåæèì AFM

Èçîáðàæåíèå àòîìíîé ðåøåòêè MoTe2 (ðàçìåð êàäðà 9× 9ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Ðàáîòà âûõîäà è êîíòàêòíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ

Voigtl�ander, Atomic force microscopy (2019)
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Ñêàíèðóþùàÿ åìêîñòíàÿ è êåëüâèíîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ ñ
ïðîâîäÿùèì çîíäîì

Machleidt, Sparrer, Kapusi, Franke, Meas. Sci. Technol. vol. 20, 084017 (2009)

Ïåðâûé ïðîõîä: ñòàíäàðòíîå èçìåðåíèå ðåëüåôà â ïîëóêîíòàêòíîé èëè áåñêîíòàêòíîé ìîäå

Âòîðîé ïðîõîä: ýëåêòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ áåç ìåõàíè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé ïðîâîäÿùåãî çîíäà
â ðåæèìå ïîñòîÿííîé âûñîòû çîíäà íà áîëüøîé âûñîòå (>10-20 íì) äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âñåõ
ñèë, êðîìå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèëû

Ïóñòü φt(t) = U0+U1 sinωt � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë çîíäà, φs(x , y) � ëîêàëüíàÿ êîíòàêò-
íàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó çîíäîì è ïîâåðõíîñòüþ.
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Ïóñòü U = φt − φs(x , y) = U0 +U1 sinωt − φs(x , y) � ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó çîíäîì è
ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò âðåìåíè è ïîëîæåíèÿ çîíäà.

Ýíåðãèÿ çàðÿæåííîé ñèñòåìû ¾çîíä-ïîâåðõíîñòü¿ (äëÿ çàäàííîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ)

W = −
CU2

2

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çîíä

Fz = −
∂W

∂z
=

∂

∂z

(
CU2

2

)
=

U2

2
·
∂C

∂z
, ïðè ýòîì Fz < 0, ïîñêîëüêó

∂C

∂z
< 0.

Ïîñêîëüêó

U2 =
(
U0 − φs(x , y)

)2
+ 2
(
U0 − φs(x , y)

)
· U1 sinωt + U2

1 sin2 ωt,

ïîëó÷àåì

Fz =
∂C

∂z
·
{
1

2

(
U0 − φs(x , y)

)2
+

U2
1

2

}
+

+
∂C

∂z
·
(
U0 − φs(x , y)

)
· U1 sinωt +

∂C

∂z
·
U2
1

4
cos 2ωt.

Ïåðåìåííûé ïîòåíöèàë çîíäà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïåðâîé è âòîðîé ãàðìîíèê äëÿ ñèëû,
äåéñòâóþùåé íà çîíä.
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1. Ïåðâàÿ ôóðüå-ãàðìîíèêà ñèëû

∂C

∂z
·
(
U0 − φs(x , y)

)
· U1 sinωt

ïðèâîäèò ê êîëåáàíèÿì çîíäà íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. Îäíàêî ïðè ñêàíèðîâàíèè ìîæíî ïîä-
ñòðàèâàòü ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïîòåíöèàëà U0 òàê, ÷òîáû àìïëèòóäà êîëåáàíèé çîíäà
íà îñíîâíîé ÷àñòîòå áûëà ðàâíà íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà φs(x , y) âäîëü ïîâåðõíîñòè.

Òàêàÿ òåõíèêà áåñêîíòàêòíûõ èçìåðåíèé íàçûâàåòñÿ ñêàíèðóþùàÿ êåëüâèíîâñêàÿ ìèêðîñêî-
ïèÿ (Kelvin probe scanning force microscopy, KPFM).

2. Âòîðàÿ ôóðüå-ãàðìîíèêà ñèëû

∂C

∂z
·
U2
1

4
cos 2ωt

ïðèâîäèò ê êîëåáàíèÿì çîíäà íà óäâîåííîé ÷àñòîòå ñ àìïëèòóäîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ∂C/∂z.
Ôèêñèðóÿ àìïëèòóäó êîëåáàíèé çîíäà ïðè ñêàíèðîâàíèè, ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î
ðàñïðåäåëåíèè ¼ìêîñòè â ïëîñêîñòè îáðàçöà.

Òàêàÿ òåõíèêà áåñêîíòàêòíûõ èçìåðåíèé íàçûâàåòñÿ ñêàíèðóþùàÿ åìêîñòíàÿ ìèêðîñêîïèÿ
(scanning capacitance microscopy, SCM).
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: èçìåðåíèÿ â êåëüâèíîâñêîé ìîäå

Machleidt, Sparrer, Kapusi, Franke, Meas. Sci. Technol. vol. 20, 084017 (2009)
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: èçìåðåíèÿ â êåëüâèíîâñêîé ìîäå

Òîïîãðàôèÿ è ïîâåðõíîñòíûé ïîòåíöèàë ïëåíêè PS-PVAC (ðàçìåð êàäðà 30× 30ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: èçìåðåíèÿ â êåëüâèíîâñêîé ìîäå

Òîïîãðàôèÿ è ïîâåðõíîñòíûé ïîòåíöèàë äëÿ ÷åøóåê ãðàôåíà íà ïîäëîæêå èç çîëîòà (ðàçìåð êàäðà

30× 30ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: èçìåðåíèÿ â êåëüâèíîâñêîé ìîäå

Òîïîãðàôèÿ è ïîâåðõíîñòíûé ïîòåíöèàë ïëåíêè ôëóîðîàëêàíà F12H20 íà ñëþäå (ðàçìåð êàäðà 30 ×
30ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Ëåêöèÿ 7

Ìàãíèòíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ

Ñêàíèðóþùàÿ õîëëîâñêàÿ è ÑÊÂÈÄ-ìèêðîñêîïèÿ
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Âîçìîæíîñòè ñêàíèðóþùåé ìàãíèòîìåòðèè
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AFM-ìèêðîñêîïèÿ: èçìåðåíèå ïàðàìåòðîâ âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé çîíäà ñ êîîðäèíàòíî-çàâèñÿùåé ñèëîé

Ïî èçìåíåíèþ àìïëèòóäû íà çàäàííîé ÷àñòîòå ìîæíî ñóäèòü î ñäâèãå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû
íàãðóæåííîãî ðåçîíàòîðà ∆ω/ω

0
= −F ′

z/2k. Èçìåíåíèå ôàçû êîëåáàíèé ∆φ = −Q F ′
z/k

ïðîïîðöèîíàëüíî ãðàäèåíòó ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çîíäà ñ ïîâåðõíîñòüþ.
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Ñêàíèðóþùàÿ ìàãíèòíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ

àíãë. magnetic-force microscopy (MFM)

Ïåðâûé ïðîõîä: ñòàíäàðòíîå èçìåðåíèå ðåëüåôà â ïîëóêîíòàêòíîé èëè áåñêîíòàêòíîé ìîäå

Âòîðîé ïðîõîä: áåñêîíòàêòíûå AFM èçìåðåíèÿ ñ ìåõàíè÷åñêèì âîçáóæäåíèåì íàìàãíè÷åííî-
ãî çîíäà â ðåæèìå ïîñòîÿííîé âûñîòû çîíäà íàä ïîâåðõíîñòüþ îáðàçöà âíå îáëàñòè äåéñòâèÿ
ïîâåðõíîñòíûõ ñèë

Íà áîëüøèõ âûñîòàõ âçàèìîäåéñòâèå çîíäà ñ îáðàçöîì áóäåò ïîëíîñòüþ ìàãíèòîñòàòè÷åñêèì
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Ââåäåíèå: óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

ëåêöèÿ 1

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâå

rot H(r , t) =
4π

c
j
0
(r , t) +

1

c

∂

∂t
D(r , t),

rot E(r , t) = −
1

c

∂

∂t
B(r , t),

div D(r , t) = 4π ρ0(r , t),

div B(r , t) = 0,

ãäå j
0
(r , t) � ïëîòíîñòü âíåøíèõ òîêîâ, ρ

0
(r , t) � ïëîòíîñòü âíåøíèõ çàðÿäîâ.

Â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå (∂/∂t = 0) ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñè-
ìûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýëåêòðî- è ìàãíèòîñòàòèêó

rot E(r) = 0 è div D(r) = 4π ρ0(r),

rot H(r) =
4π

c
j
0
(r) è div B(r) = 0.
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Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå B(r) = H(r) + 4πM(r) è çàïèøåì óðàâíåíèÿ ìàãíèòîñòàòèêè ëèáî
â âèäå çàäà÷è äëÿ ïîëÿ B(r)

rot B(r) =
4π

c
j
0
(r) + c rotM(r) è div B(r) = 0,

ëèáî â âèäå çàäà÷è äëÿ ïîëÿ H(r)

rot H(r) =
4π

c
j
0
(r) è div H(r) = −4π div M(r).

Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòèðóþùóþ íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ìàêñâåëëîâñêîå ïîëå) â âèäå
ñóììû

H(r) = H0(r) +HM(r),

ãäå H
0
(r) � âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå çàäàííûìè òîêàìè, è HM(r) � ïîëå, ñî-

çäàâàåìîå íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè:

Ïîëå âíåøíèõ òîêîâ

rot H0(r) =
4π

c
j
0
(r),

div H0(r) = 0.

Ðàçìàãíè÷èâàþùåå ïîëå

rot HM(r) = 0,

div HM(r) = −4π div M(r).

Ïî àíàëîãèè ñ ýëåêòðîñòàòèêîé ìîæíî ââåñòè ïëîòíîñòü ¾ìàãíèòíîãî çàðÿäà¿

ρM(r) = −div M(r).

Áåçâèõðåâîé õàðàêòåð ïîëÿ HM(r) ïîçâîëÿåò ââåñòè ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ(r) è çàïèñàòü

HM(r) = −∇ϕ.
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Ýíåðãèÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Åñëè ôåððîìàãíåòèê ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè M(r) íàõîäèòñÿ âî
âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ H

0
(r), òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îïèñûâàåòñÿ

âûðàæåíèåì çååìàíîâñêîãî òèïà

W = −
∫∫∫

H0(r) ·M(r) dV .

Ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò òåíäåíöèþ ê âûñòðàèâàíèþ ëîêàëüíûõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ôåð-
ðîìàãíåòèêà ïî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ.

Íå ïóòàòü ñ ýíåðãèåé ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñîáñòâåííûì ïîëåì

W = −
1

2

∫∫∫
HM(r) ·M(r) dV .

Ðàññìîòðèì ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ìàëîé ôåððîìàãíèòíîé
÷àñòèöåé, ñ÷èòàÿ

M(r) = m δ(r − r0),

ãäå r
0
� ðàäèóñ-âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé öåíòðó ìàëîé ìàãíèòíîé ÷àñòèöû. Â ýòîì ñëó÷àå

W = −
∫∫∫

H0(r) ·M(r) dV = −
∫∫∫

H0(r) ·m δ(r − r0) dV = −H0(r0) ·m.
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Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà íàìàãíè÷åííûé çîíä

H(r)

m

F

− + − + − +

Ýíåðãèÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíà

W (r0) = −HM(r0) ·m.

Ìû ó÷ëè, ÷òî ðàçìàãíè÷èâàþùåå ïîëå HM(r), ñîçäàâàåìîå ìàãíèòíûìè òåêñòóðàìè â îáðàç-
öå, ïî îòíîøåíèþ ê ìàãíèòíîìó çîíäó ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ïîëåì.

Ïîñêîëüêó ìàãíèòîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæå-
íèÿ ìàãíèòíîãî çîíäà ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî îáðàçöà, íà çîíä ñî ñòîðîíû
îáðàçöà áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà

F (r0) = −∇W (r0) =

{
mx

(
∂HM,x

∂x
0

)
ex +my

(
∂HM,y

∂y
0

)
ey +mz

(
∂HM,z

∂z
0

)
ez

}
x0,y0,z0

.
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Ñäâèã ÷àñòîòû è ôàçû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

H(r)

m

F

− + − + − +

Äëÿ çîíäà, íàìàãíè÷åííîãî ïî îñè z, åñòü òîëüêî íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñèëû

Fz = mz

(
∂HM,z

∂z
0

)
x0,y0,z0

.

Íàëè÷èå êîîðäèíàòíî-çàâèñÿùåé ñèëû îæèäàåìî ïðèâîäèò ê ñäâèãó ÷àñòîòû è ôàçû êîëåá-
ëþùåãîñÿ çîíäà:

δω

ω
0

= −
F ′
z

2k
= −

mz

2k

(
∂2HM,z

∂z2
0

)
x0,y0,z0

è δφ = −Q
F ′
z

2k
= −Q

mz

2k

(
∂2HM,z

∂z2
0

)
x0,y0,z0

.
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Ôåððîìàãíåòèê ñ àíèçîòðîïèåé òèïà ¾ë¼ãêàÿ îñü¿

H(r)

m

M(r)
− − − −

+ + + +

+ + + +

− − − −

− − − −

+ + + +

+ + + +

− − − −

− − − −

+ + + +

z

Hz

H ′′
z > 0 H ′′

z < 0

δϕ

x

U = −2(M1 ·M2)/|r|3

Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ∂2HM,z/∂
2z áóäåò ìàêñèìàëüíî íàä öåíòðàìè ìàã-

íèòíûõ äîìåíîâ è ìèíèìàëüíî íàä äîìåííûìè ñòåíêàìè, ïðè ýòîì çíàê ∂2HM,z/∂z
2 ïðîòè-

âîïîëîæåí çíàêó áëèæàéøåãî ê çîíäó ëîêàëüíîãî ¾ìàãíèòíîãî¿ çàðÿäà. MFM-ñèãíàë áóäåò
èìåòü äâà óðîâíÿ èíòåíñèâíîñòè è ñîîòâåòñòâîâàòü ìàãíèòíûì äîìåíàì ñ ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé ïðîåêöèåé z−êîìïîíåíò íàìàãíè÷åííîñòè.
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Ôåððîìàãíåòèê ñ àíèçîòðîïèåé òèïà ¾ë¼ãêàÿ ïëîñêîñòü¿

H(r)

M(r)

m

F

−

−

−

+

+

+

−

−

−

+

+

+

−

−

−

+

+

+

H ′′
z < 0 H ′′

z > 0

Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ∂2HM,z/∂
2z áóäåò ìàêñèìàëüíî íàä äîìåííûìè

ñòåíêàìè è áëèçêî ê íóëþ íàä öåíòðàìè ìàãíèòíûõ äîìåíîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, MFM-ñèãíàë áóäåò èìåòü òðè óðîâíÿ èíòåíñèâíîñòè, ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâåí-
íîå ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé ñ ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì ñèãíàëîì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
¾ìàãíèòíûì¿ ïîëþñàì, êîòîðûå ëîêàëèçîâàíû âáëèçè äîìåííûõ ñòåíîê.
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ìàãíèòíûå äîìåíû

Ëàáèðèíòíàÿ ñòðóêòóðà
â ïë¼íêàõ CoPt

Ïîëîñàòàÿ äîìåííàÿ ñòðóêòóðà â ìîíîêðèñòàëëàõ BaFeO

Right panel is taken from J. Fritzsche, PhD thesis (K. U. Leuven, 2006)
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ìàãíèòíûå äîìåíû

Òîïîãðàôèÿ è ìàãíèòíî-ñèëîâîå èçîáðàæåíèå ôåððîìàãíèòíûõ êîáàëüòîâûõ ïîëîñîê ñ äîìåííîé

ñòðóêòóðîé (ðàçìåð êàäðà 13× 5ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ìàãíèòíûå ÷àñòèöû

Òîïîãðàôèÿ è ìàãíèòíûå äîìåíû æ¼ñòêîãî HDD äèñêà

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ìàãíèòíûå ÷àñòèöû

Òîïîãðàôèÿ è ìàãíèòíî-ñèëîâîå èçîáðàæåíèå ôåððîìàãíèòíûõ ÷àñòèö â ïàðàìàãíèòíîé ïëåíêå. Ìàã-

íèòíîå èçîáðàæåíèå âûãëÿäèò êàê ìàññèâ ñóáìèêðîííûõ ìàãíèòíûõ äèïîëåé (ðàçìåð êàäðà 4 ×
4ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ìàãíèòíûå ÷àñòèöû

(a)

x

-100 0 100
x, nm

0

1

M
z
/M

0

(b)

(a) (b)
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ìàãíèòíûå ÷àñòèöû

Íà ìàëûõ âûñîòàõ ñîáñòâåííîå ïîëå çîíäà ìîæåò âëèÿòü íà ìàãíèòíóþ ñòðóêòóðó îáðàçöà!

Êàðòû MFM-ñèãíàëà, èëëþñòðèðóþùèå ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ îòäåëüíûõ

ôåððîìàãíèòíûõ Co/Pt äèñêîâ äèàìåòðîì 200 íì ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì çîíäà. Áåëàÿ ïîëîñà

ñîîòâåòñòâóåò 1 ìêì.
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Ìàãíèòíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: ñâåðõïðîâîäÿùèå ïë¼íêè

H(r)

m

H ′′
z < 0

δϕ

x

Meissner state

U = −2(M1 ·M2)/|r|3
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Ìàãíèòíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ: âèõðè è àíòèâèõðè

H(r)

m

H ′′
z > 0 H ′′

z < 0

δϕ

x

Meissner state
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: âèõðè â Nb ïë¼íêàõ

magnetic-force microscopy @ T ≪ Tc vs. scanning vortex microscopy @ T → Tc

Hovhannisyan, Grebenchuk, Larionov, Shishkin, Grebenko,

Kupchinskaya, Dobrovolskaya, Skryabina, Aladyshkin, Dremov,

Golovchanskiy, Samokhvalov, Melnikov, Roditchev and Stolyarov,

Scanning vortex microscopy reveals thickness-dependent pinning

nano-network in superconducting niobium �lms. Commun. Mater.

(2025); doi: 10.1038/s43246-025-00759-6
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ôåððîìàãíèòíûå ñâåðõïðîâîäíèêè

äîìåííûå ñòðóêòóðû è (àíòè)âèõðè â ìîíîêðèñòàëëàõ EuFe2(As0.79P0.21)2

Stolyarov et al., Domain Meissner state and spontaneous vortex-antivortex generation in the ferromagnetic

superconductor EuFe2(As0.79P0.21)2 // Science Advances, v. 4, eaat1061 (2018).
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Ñêàíèðóþùàÿ õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ

scanning Hall probe microscopy (SHPM)

Ýôôåêò Õîëëà (1879) � ïîÿâëåíèå ïîïåðå÷íîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè òðàíñïîðòíîãî
òîêà è ïîïåðå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Äàò÷èê Õîëëà ñ äîïîëíèòåëüíûì ýëåêòðîäîì äëÿ êîíòðîëÿ âûñîòû
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Ñêàíèðóþùàÿ õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ â ÈÔÌ ÐÀÍ

Îáðàçåö: ïëåíêà YBaCuO, Tc = 91K

Äàò÷èê Õîëëà: ìàòåðèàë � InSb, ðàçìåð � 50×100ìêì2, âûñîòà ñêàíèðîâàíèÿ � 100−500ìêì
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Âîïðîñ: êàê âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå òîêîâ âíóòðè îáðàçöà ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé
ïîëåé ðàññåÿíèÿ íàä îáðàçöîì?

Ïðÿìàÿ çàäà÷à: óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà è çàêîí Áèî-Ñàâàðà-Ëàïëàñà

rot B(r) =
4π

c
j (r) è B(r) =

1

c

∫∫∫
[j (r ′)× (r − r ′)]

|r − r ′|3
d3r ′

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: â îáùåì âèäå ðåøåíèÿ íå èìååò. Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
äëÿ äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ

J(x , y) =
c

4πds

∫∫
Bz (x

′, y ′, z = h)
[ez × (r − r ′)]

|r − r ′|3
dx ′dy ′
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Ñêàíèðóþùàÿ õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ
ñ êîíòðîëåì âûñîòû

Ñåíñîð èìååò ïÿòü êîíòàêòîâ: äâà � äëÿ èíæåêöèè òðàíñïîðòíîãî òîêà, äâà � äëÿ èçìåðåíèÿ
õîëëîâñêîãî íàïðÿæåíèÿ è îäèí � äëÿ èçìåðåíèÿ òóííåëüíîãî òîêà.

Îáðàòíàÿ ñâÿçü óäåðæèâàåò íåèçìåííûì òóííåëüíûé òîê è, ñîîòâåòñòâåííî, ôàêòè÷åñêóþ
âûñîòû äàò÷èêà íàä ïîâåðõíîñòüþ.
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ

Ïî ïðîôèëþ çàâèñèìîñòè Bz (x , y) äëÿ îäèíî÷íîãî âèõðÿ ìîæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäå-
ëèòü ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ

Ìàãíèòíûå êîëüöà â çàâèñèìîñòè îò ïîäìàãíè÷èâàþùåãî ïîëÿ ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ðàçíûõ
ìàãíèòíûõ ñîñòîÿíèÿõ è, ñîîòâåòñòâåííî, ïî- ðàçíîìó âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ñâåðõïðîâîäÿùè-
ìè âèõðÿìè è àíòèâèõðÿìè:
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: õîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ
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Ñêàíèðóþùàÿ ÑÊÂÈÄ-ìèêðîñêîïèÿ

SQUID = Superconducting QUantum Interference Device
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Ñâåðõïðîâîäÿùèé êâàíòîâûé èíòåðôåðîìåòð (dc-SQUID)
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Èñïîëüçóåì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå Äæîçåôñîíà: I = Ic sinχ

Ïîëíûé ñâåðõòîê ÷åðåç äâà ïàðàëëåëüíî ïîäêëþ÷åííûõ
îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ äæîçåôñîíîâñêèõ ïåðåõîäà

I = Ic sinχA + Ic sinχB = 2Ic sin

(
χA + χB

2

)
cos

(
χA − χB

2

)
,

χA = θ1− θ2−
2|e|
ℏc

2∫
1

A ·d l , χB = θ3− θ4−
2|e|
ℏc

4∫
3

A ·d l .

Çàïèøåì îáîáùåííûé èìïóëüñ êóïåðîâñêîé ïàðû

2mv s = ℏ∇θ +
2|e|
c
A.

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî êîíòóðàì 1�3 è 2�4, êîòîðûå öåëèêîì ëåæàò âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùåé
îáëàñòè â îáëàñòè íóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîýòîìó v s = 0:

3∫
1

∇θ · d l = θ3 − θ1 = −
2|e|
ℏc

3∫
1

A · d l è

2∫
4

∇θ · d l = θ2 − θ4 = −
2|e|
ℏc

2∫
4

A · d l .
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Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ ïîëóðàçíîñòè ôàç

χA − χB

2
=

(θ
1
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2
)− (θ

3
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4
)

2
−
|e|
ℏc
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1∫
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=
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∮
A · d l ≃

|e|
ℏc

∫∫
H · dS =

πΦ

Φ
0

,

ãäå Φ = H · S � ïîòîê âíåøíåãî ïîëÿ ÷åðåç êîíòóð, Φ
0
= πℏc/|e| � êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà.

Òàêèì îáðàçîì, ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç äâà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåõîäà, ðàâåí

I = 2Ic sin

(
χA + χB

2

)
cos

(
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)
= 2Ic sin
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cos
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Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíîå (ïî ìîäóëþ) çíà÷åíèå sin
(
χA + χB

)
/2 ðàâíî åäèíèöå, òî ïîëó÷àåì

âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî òîêà, êîòîðûé ìîæåò ïðîïóñêàòü äâóõêîíòàêòíûé ýëåìåíò áåç äèñ-
ñèïàöèè

max I∗c = 2Ic

∣∣∣∣cos(πΦ
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)∣∣∣∣ .
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Ìàêñèìàëüíûé äèññèïàòèâíûé òîê çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç êîíòóð

I∗c ≡ max I = 2Ic

∣∣∣∣cos(πΦ

Φ
0

)∣∣∣∣ .
Àíàëèçèðóÿ îñöèëëÿòîðíóþ çàâèñèìîñòü Ic (Φ), ìîæíî ïîëó÷èòü âåëè÷èíó âíåøíåãî ïîëÿ �
ýòî îñíîâíîé ïðèíöèï äæîçåôñîíîâñêîé ìàãíèòîìåòðèè.

Ñâåðõïðîâîäÿùèé äâóõêîíòàêòíûé êâàíòîâûé èíòåðôåðîìåòð ïîñòîÿííîãî òîêà
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ΦL/Φ � 1

Åñëè ó÷åñòü íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàçû ïîïåðåê äæîçåôñîíîâñêèõ ïåðåõîäîâ, òî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ìåäëåííóþ îãèáàþùóþ, îïèñûâàþùóþ ïîÿâëåíèå äæîçåôñîíîâñêèõ âèõðåé âíóò-
ðè ïåðåõîäîâ ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Ëåêöèÿ 8

Ñêàíèðóþùàÿ áëèæíåïîëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ
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Äèôðàêöèîííûé ïðåäåë è îöåíêà ðàçðåøàþùåé

ñïîñîáíîñòè

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè, ëó÷ ñâåòà îò óäàëåííîãî èñòî÷íèêà, ïîïàäàÿ â
êðóãëûé îêóëÿð, ôîðìèðóåò èçîáðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç ðÿäà ñâåòëûõ è òåìíûõ êîíöåíòðè-
÷åñêèõ ïîëîñ âîêðóã ÿðêîé öåíòðàëüíîé òî÷êè � òàê íàçûâàåìóþ äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó.

Êðèòåðèé Ðåëåÿ (Rayleigh):

Åñëè öåíòðàëüíîå ñâåòîâîå ïÿòíî äèôðàêöèîííîé êàðòèíû
îäíîãî èñòî÷íèêà ñâåòà óäàëåíî îò öåíòðàëüíîãî ñâåòîâîãî
ïÿòíà äðóãîãî èñòî÷íèêà ñâåòà íà ðàññòîÿíèå íå ìåíåå ðàäè-
óñà ïåðâîé òåìíîé äèôðàêöèîííîé ïîëîñû, òî ìû íà÷èíàåì
âîñïðèíèìàòü äâà èñòî÷íèêà ñâåòà ðàçäåëüíî: ýòî ðàññòîÿ-
íèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàçðåøåíèåì ïðèáîðà.

Åñëè äâà èñòî÷íèêà ñâåòà óäàëåíû äðóã îò äðóãà íà ðàññòî-
ÿíèå d , ðàññòîÿíèå îò íèõ äî íàñ ðàâíî D, äëèíà ñâåòîâîé
âîëíû ðàâíà λ, à äèàìåòð îêóëÿðà ðàâåí A, òî óñëîâèåì îï-
òè÷åñêîãî ðàçðåøåíèÿ äâóõ èñòî÷íèêîâ â îêóëÿðå áóäåò:

d

D
> 1.22

λ

A
.

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 8 26 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 2 / 39



Çàäà÷à îá èçëó÷åíèè ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ

Er =
kLI cm

2πωεε
0

·
cosθ

r2
·
(

1

kr
sin(ωt − kr) + cos(ωt − kr)

)

Eθ =
k2LI cm

4πωεε
0

·
sinθ

r
·(

1

kr
cos(ωt − kr) +

(
1

k2r2
− 1

)
sin(ωt − kr)

)

Hϕ =
kLI cm

4π
·
sinθ

r
·
(

1

kr
cos(ωt − kr)− sin(ωt − kr)

)

Òåðìèíîëîãèÿ:

Äàëüíÿÿ çîíà èëè çîíà Ôðàóíãîôåðà (∼ 1/r)

Ïðîìåæóòî÷íàÿ çîíà

Áëèæíÿÿ çîíà (∼ 1/r3)
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Ìîäû â ïðÿìîóãîëüíûõ âîëíîâîäàõ

Ïîïåðå÷íàÿ ñòðóêòóðà E-âîëíû(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Ez + κ2 Ez = 0

Ïîïåðå÷íàÿ ñòðóêòóðà Í-âîëíû(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Hz + κ2 Hz = 0

Äëÿ ìåòàëëè÷åñêîãî âîëíîâîäà ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ

κn,m =

√
π2n2

a2
+

π2m2

b2
=⇒ κmin =

π

a

Äèñïåðñèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âîëíîâîäå ω2 = c2 (k2z + κ2)

Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü vãð = dω/dkz = ckz/
√

k2z + κ2

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ îäíîñâÿçíûõ âîëíîâîäîâ: kz = 0 è ωmin = c · π/a (äëÿ âîëíû H
10
)

Äëÿ ω < ωmin è a < λ/2 â ñèñòåìå íåâîçìîæíû ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ìîäû ïîñòîÿííîé
àìïëèòóäû, ïîýòîìó â çàïðåäåëüíûõ âîëíîâîäàõ ñóùåñòâóþò òîëüêî íåðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ
(ýâàíåñöåíòíûå) ìîäû ñ ìíèìûì âîëíîâûì âåêòîðîì � àíàëîã òóííåëüíîãî ýôôåêòà!
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Ïðåîäîëåíèå äèôðàêöèîííîãî ïðåäåëà â áëèæíåé çîíå

çàïðåäåëüíûõ âîëíîâîäîâ
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Áëèæíåïîëüíàÿ ñêàíèðóþùàÿ îïòè÷åñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ

àíãë. near-�eld scanning optical microscopy (NSOM), scanning near-�eld optical microscopy (SNOM)

Transmission mode / Re�ection mode / Collection mode / Illumination+collection mode
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Âîçìîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñâå÷èâàþùåãî

áëèæíåïîëüíîãî ñêàíèðóþùåãî ìèêðîñêîïà

àíãë. shear-force microscopy
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: NSOM

Èçîáðàæåíèå âçÿòî èç ìîíîãðàôèè Ìèðîíîâà
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: NSOM

Îòðàæåíèå ÈÊ èçëó÷åíèÿ îò óëüòðàòîíêîé ïëåíêè îëèãîòèîôåíà (ðàçìåð êàäðà 3× 3 ìêì2).

Èçîáðàæåíèå âçÿòî ñ ñàéòà https://www.ntmdt-si.ru/resources/scan-gallery/
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Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ñêàíèðóþùåãî ÑÂ× ìèêðîñêîïà

àíãë. scanning microwave microscopy, scanning impedance microscopy
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû: ñêàíèðóþùàÿ ÑÂ× ìèêðîñêîïèÿ
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Áëèæíåïîëüíàÿ íåëèíåéíàÿ ñêàíèðóþùàÿ ÑÂ×

ìèêðîñêîïèÿ
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Àëàäûøêèí, Àíäðîíîâ, Ïåñòîâ, Íîçäðèí è äð., Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîãî ÑÂ×

îòêëèêà ñâåðõïðîâîäíèêîâ // Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ. Ðàäèîôèçèêà, òîì. ÕLVI, ñòð. 123-143 (2003)

Þçåôîâè÷ è äð., Ñâåðõïðîâîäèìîñòü ãðàíèö ðàçäåëà ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñëîåâ â äâóõñëîéíûõ è ìíî-

ãîñëîéíûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ òèïà ÀIVBVI // Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, ò. 34, 1249-1258 (2008)
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Ýâîëþöèÿ êàðò íåëèíåéíîãî îòêëèêà àíàëîãè÷íà ýâîëþöèè êàðò, ïîëó÷åííûõ ñêàíèðóþùåé
ëàçåðíîé ìèêðîñêîïèè

Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåãèñòðèðîâàòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû
â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïë¼íêàõ ñ ðàçðåøåíèåì ïîðÿäêà 100 ìêì (≪ λ)

Àëàäûøêèí, Àíäðîíîâ, Ïåñòîâ, Íîçäðèí è äð., Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîãî ÑÂ×

îòêëèêà ñâåðõïðîâîäíèêîâ // Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ. Ðàäèîôèçèêà, òîì. ÕLVI, ñòð. 123-143 (2003).
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Äèôðàêöèîííûé ïðåäåë è

îöåíêà ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè

Êðèòåðèé Ðåëåÿ:

d

D
> 1.22

λ

A
.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè íóæíî óìåíü-
øàòü äëèíó âîëíû λ çîíäèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ!

Äëèíà ýëåêòðîííîé âîëíû â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè

λ =
2πℏ

√
2mE

=⇒ λ[íì] =

√
1.5

E [ýÂ]

Íàïðèìåð, äëÿ E = 150 ýÂ äëèíà âîëíû ðàâíà 0.1 íì,
äëÿ E = 15 êýÂ äëèíà âîëíû ðàâíà 0.01 íì!
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Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ òâ¼ðäûì òåëîì

Òèïè÷íûå ýíåðãèè: îò 1 äî 50 êýÂ

Òèïû âçàèìîäåéñòâèé: óïðóãîå (ñ ñîõðàíåíèåì ýíåðãèè) è íåóïðóãîå (áåç ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè)

Ïîëó÷àåìîå SEM-èçîáðàæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ÿðêîñòüþ è êîíòðàñòíîñòüþ, êîòîðûå çàâèñÿò
îò ¾ôîðìû¿ ïó÷êà ýëåêòðîíîâ, ïàäàþùèõ íà îáðàçåö; õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ
ñ îáðàçöîì; òèïà èñïîëüçóåìîãî äåòåêòîðà è ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â íåì;
ëîêàëüíîãî ñîñòàâà â îáëàñòè ñêàíèðîâàíèÿ; òîïîãðàôèè ïîâåðõíîñòè îáðàçöà.
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Ïî÷òè óïðóãîå ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ

íà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå

k − k0 = K ïðè óñëîâèè |k| = |k0| =
√
2mE

ℏ
.

0

k0k
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Ïî÷òè óïðóãîå ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà ÿäðàõ

è òîðìîçíîå èçëó÷åíèå
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Íåóïðóãîå ðàññåÿíèå è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èçëó÷åíèå
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Ïðî÷èå íåóïðóãèå ïðîöåññû

Âîçáóæäåíèå ôîíîíîâ

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðâè÷íîãî ýëåêòðîíà ïåðåäà¼òñÿ êîëåáàíèÿì àòîìîâ. Óâåëè÷åíèå àì-
ïëèòóäû êîëåáàíèé àòîìîâ îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèé èõ ðàâíîâåñèÿ âûðàæàåòñÿ â ðîñòå òåì-
ïåðàòóðû îáëó÷àåìîãî îáðàçöà.

Ýìèññèÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè

Ïåðâè÷íûå ýëåêòðîíû ìîãóò ïåðåäàâàòü ýíåðãèþ ýëåêòðîíàìè ïðîâîäèìîñòè, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè ìîãóò âûéòè èç ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà è ñòàòü ñâîáîäíûìè.
íåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíî áîëüøóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïåðâè÷íûõ ýëåêòðîíîâ (ïîðÿäêà
äåñÿòêà êýÂ), áîëüøèíñòâî âòîðè÷íûõ ýëåêòðîíîâ èìåþò ýíåðãèè â äèàïàçîíå îò íóëÿ äî äå-
ñÿòêîâ ýëåêòðîí-âîëüò. Òàêèå ÷àñòèöû â ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè íàçûâàþòñÿ âòîðè÷íûìè
ýëåêòðîíàìè. Ñïåêòð âòîðè÷íûõ ýëåêòðîíîâ � íåïðåðûâíûé.

Âîçáóæäåíèå ïëàçìîíîâ

Ïðè ïîïàäàíèè â ìåòàëë ïåðâè÷íûå ýëåêòðîíû âîçáóæäàþò â àíñàìáëå ýëåêòðîíîâ ïðîâîäè-
ìîñòè êîëëåêòèâíûå êîëåáàíèÿ (ïëàçìîíû). Ãåíåðèðîâàíèå ïëàçìîíîâ â ìåòàëëå ñîñòàâëÿåò
ñóùåñòâåííóþ äîëþ íåóïðóãèõ ïîòåðü ýíåðãèè ïåðâè÷íûõ ýëåêòðîíîâ

Âîçáóæäåíèå ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð è êàòîäîëþìèíèñöåíöèÿ

Ïåðâè÷íûé ýëåêòðîí, ïîïàâ â âåùåñòâî, ìîæåò ïåðåäàòü âàëåíòíîìó ýëåêòðîíó ýíåðãèþ, ïðå-
âûøàþùóþ øèðèíó çàïðåùåííîé çîíû. Âàëåíòíûé ýëåêòðîí ïåðåõîäèò â çîíó ïðîâîäèìîñòè,
à â âàëåíòíîé çîíå îñâîáîæäàåòñÿ îäíîýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå, ò.å. îáðàçóåòñÿ ¾äûðêà¿. ×å-
ðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïðîèñõîäèò ðåêîìáèíàöèÿ: ýëåêòðîí èç çîíû ïðîâîäèìîñòè çàïîëíÿåò
¾äûðêó¿, à ïîòåðÿ ýíåðãèè ìîæåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå îáðà-
çîâàíèåì ôîòîíà.
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Îòðàæåííûå è âòîðè÷íûå ýëåêòðîíû
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Ñêàíèðóþùàÿ ýëåêòðîííàÿ ìèêðîñêîïèÿ
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Ìåòîäû ðåãèñòðàöèè âòîðè÷íûõ è îòðàæåííûõ

ýëåêòðîíîâ
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Ìåòîäû ðåãèñòðàöèè âòîðè÷íûõ è îòðàæåííûõ

ýëåêòðîíîâ
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû
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Ïðîñâå÷èâàþùàÿ ýëåêòðîííàÿ ìèêðîñêîïèÿ

àíãë. transmission electron microscopy (TEM)
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Ìèêðîôîòîãðàôèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ãöê-ðåø¼òêè êðèñòàëëà MgO, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ïðîñâå÷èâàþ-

ùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè a = 0.421 íì, ìåæïëîñêîñò-

íîå ðàññòîÿíèå 0.211 íì). (b) � èíâåðòèðîâàííàÿ êàðòèíà ýëåêòðîííîé äèôðàêöèè, ñàìûå èíòåíñèâ-

íûå ïèêè ñîîòâåòñòâóþò ïëîñêîñòÿì (200) è (020). Ðèñóíêè ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåíû Ä. À. Òàòàðñêèì

(ÈÔÌ ÐÀÍ, Íèæíèé Íîâãîðîä).
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Ëîðåíöåâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ

Ìåòîä ïðîñâå÷âàþùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè ïîçâîëÿåò âèçóàëèçèðîâàòü íåîäíîðîäíîå
ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè îáðàçöà ïî íåîäíîðîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîí-
íîé ïëîòíîñòè

À. Þ. Àëàäûøêèí Ëåêöèÿ 8 26 ôåâðàëÿ 2025 (ÌÔÒÈ) 31 / 39



Âèçóàëèçàöèÿ äîìåííîé ñòðóêòóðû â òîíêèõ ôåððîìàãíèòíûõ ïë¼íêàõ
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Âèçóàëèçàöèÿ ðåøåòêè âèõðåé è ñêèðìèîíîâ â òîíêèõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ è ôåððîìàãíèòíûõ
ïë¼íêàõ
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Ôîòîýëåêòðîííàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ
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Ôîòîýëåêòðîííàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çîííîé ñòðóêòóðû îáðàçöîâ,

âêëþ÷àÿ ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîíûå ñîñòîÿíèÿ
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Ôîòîýëåêòðîííàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì

Ïðèíöèï ðàáîòû ïîëóñôåðè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà ýíåðãèé
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû

A. Y. Tupchaya, L. V. Bondarenko, A. A. Yakovlev, A. N. Mihalyuk, D. V. Gruznev, N. S. Denisov, A. V.

Matetsky, A. Yu. Aladyshkin, A. V. Zotov, A. A. Saranin, 2D system incorporating perforated Mg sheet

sandwiched between Pb layer and Si(111) // Applied Surface Science, vol. 589, 152951 (2022).
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Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû
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Ëåêöèÿ 9

Íàíîñòðóêòóðû è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

Ëîêàëèçàöèÿ ÷àñòèöû â ¾ìåëêîé¿ ÿìå

Ôàçîâûå ïåðåõîäû â ìàãíèòíûõ ñèñòåìàõ

Ñïîíòàííàÿ äèìåðèçàöèÿ è ïåðåõîä Ïàéåðëñà

Òåîðåìà Ïîëèà î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ
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Ëîêàëèçàöèÿ ÷àñòèöû â ¾ìåëêîé¿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó â èçîòðîïíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

U(r) =

{
−U

0
ïðè |r | = 0;

0 ïðè |r | ≫ a,

ïðè÷åì âûõîä ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðîèñõîäèò íà ìàñøòàáå,
ðàâíîì a.

a

rU(r)

ψ(r)

� � a

−U0

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñêîëü óãîäíî ¾ìåëêàÿ¿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà ñïîñîáíà çàõâàòèòü
÷àñòèöó, ïîñêîëüêó ìèíèìóìó ïîëíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèå ÷àñòèöû âíóòðè ÿìû.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îòâåò íà âîïðîñ î ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè äîñòóïíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

E =
ℏ2k2

2m
.

Èñïîëüçóåì âåëè÷èíó −U
0
â êà÷åñòâå ãðóáîé îöåíêè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè ëîêàëèçîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â áàðüåðå âîëíîâîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì (k = iκ), ïîëó÷àåì
äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

−U0 ≃ −
ℏ2κ2

2m
=⇒ κ ≃

√
2mU0

ℏ
.

Îöåíèì ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè ÷àñòèöû:

ℓ ≡
1

κ
≃

ℏ
√
2mU0

=⇒ ℓ≫ a ïðè U0 → 0.

a

rU(r)

ψ(r)

� � a

−U0
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìåëêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

U0 ≪
ℏ2

2ma2
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ìàñøòàá ëîêàëèçàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè äîëæåí áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå
õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ÿìû

ℓ≫ a.

Èñïîëüçóåì ýòî óñëîâèå äëÿ îöåíêè ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé ÷àñòèöû
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Îöåíèì àìïëèòóäó âîëíîâîé ôóíêöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñ öåíòðîì â òî÷êå r = 0 è ðàäèóñîì ëîêàëèçàöèè ℓ ≫ a. Óñëîâèå
íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòè ∫

ψ∗(r)ψ(r) dN
r = 1

äà¼ò îöåíêó àìïëèòóäû âîëíîâîé ôóíêöèè â öåíòðå ÿìû

|ψ0| ∼
1

ℓN/2
.
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Çàïèøåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå U(r)

−
ℏ2

2m
∆ψ(r) + U(r)ψ(r) = E ψ(r),

ãäå E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Óìíîæèì êàæäîå ñëàãàåìîå íà ψ∗(r) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî äîñòóï-
íîìó ïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè N

−
ℏ2

2m

∫
ψ∗(r)∆ψ(r) dN

r +

∫
U(r)ψ∗(r)ψ(r) dN

r = E

∫
ψ∗(r)ψ(r) dN

r

èëè

E = −
ℏ2

2m

∫
ψ∗(r)∆ψ(r) dN

r +

∫
U(r)ψ∗(r)ψ(r) dN

r .

Ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà

⟨Eïîò⟩ ≡
∫

U(r)ψ∗(r)ψ(r) dN
r ≃ −U0

∫
|r|≲a

|ψ0|2 dN
r ≃ −U0

(a
ℓ

)N
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî õàðàêòåðíûå èçìåíåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîèñõîäÿò íà ìàñ-
øòàáàõ ïîðÿäêà ℓ, ïîëó÷àåì îöåíêó ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

⟨Eêèí⟩ ≡ −
ℏ2

2m

∫
ψ∗(r)∆ψ(r) dN

r =
ℏ2

2m

∫
|r|≲ℓ

|ψ
0
|2

ℓ2
dN

r ≃
ℏ2

2mℓ2
.
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Çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè E = ⟨Eêèí⟩+⟨Eïîò⟩ îò ðàäèóñà ëîêàëèçàöèè ℓ ïðîáíîé ôóíêöèè

E ≃
ℏ2

2mℓ2
− U0

aN

ℓN
=

ℏ2

2m
·
(

1

ℓ2
−

2maNU
0

ℏ2
1

ℓN

)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è.

0

2m
E
/h̄

2

�a

�∗

1D 2D 3D

Äëÿ îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (N = 1) çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè E îò ðàäèóñà
ëîêàëèçàöèè ℓ âñåãäà èìååò ìèíèìóì ïðè ℓ∗ = ℏ2/(maU

0
) äëÿ ëþáîãî U

0
, ïðè ýòîì ℓ∗ ≫ a

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ U
0
≪ ℏ2/(2ma2).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè çàâèñèìîñòü E îò ℓ äëÿ äâóìåðíîé
è òð¼õìåðíîé ÿì (N = 2 è 3) íå èìååì ìèíèìóìà â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ℓ ≫ a è U

0
→ 0.

Ðàçìåðíûé àíàëèç óêàçûâàåò íà íåâîçìîæíîñòü ëîêàëèçàöèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ÷àñòèö
â ìåëêèõ äâóìåðíûõ è òð¼õìåðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ.
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Ýíåðãèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ìîäåëè ÂÊÁ

1. Ýíåðãèÿ ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíîìåðíîé ÿìå äëÿ ℓ = ℓ∗ ðàâíà

E∗ ≃
ℏ2

2m
·
(

1

ℓ∗2
−

2maU
0

ℏ2
1

ℓ∗

)
≃ −

ma2U2

0

2ℏ2
.

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò

� ñî ñïåêòðîì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû â ÿìå âèäà D δ(x), ãäå D = aU
0
� àìïëèòóäà

äåëüòà-ôóíêöèè;

� ñ êâàçèêëàññè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëÿ îäíîìåðíîé ÿìû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû (Ëàíäàó è
Ëèôøèö, ò. III, �45)

E (1D) ≃ −
m

2ℏ2

 +∞∫
−∞

U(x) dx

2

.

2. Ýíåðãèÿ ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äâóìåðíîé êâàçèêëàññè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
îïðåäåëÿåòñÿ íåàíàëèòè÷åñêèì ïî U

0
âûðàæåíèåì (Ëàíäàó è Ëèôøèö, ò. III, �45)

E (2D) ≃ −
ℏ2

ma2
exp

−
ℏ2

m

∣∣∣∣∣∣
+∞∫

−∞

U(r) rdr

∣∣∣∣∣∣
−1
 .
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Çàäà÷à Ôð¼ëèõà-Êóïåðà è ñâåðõïðîâîäèìîñòü

Îáðàçîâàíèå ïàðíûõ ñîñòîÿíèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè è ñïèíàìè âáëèçè ïîâåðõ-
íîñòè Ôåðìè

kx

ky

|k ↑〉

|k′ ↑〉

|− k ↓〉

|− k′ ↓〉

h̄ω

Îöåíêà ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè è êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â ìîäåëè ÁÊØ

∆0 = 2ℏωD exp

(
−

1

ρ(EF )V

)
è Tc = 1.14

ℏωD

kB
exp

(
−

1

ρ(EF )V

)
Åñëè ℏωD ∼ 100K è áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ρ(EF )V ∼ 0.2, òî Tc ∼ 0.8K.

Ñðàâíèòå ñ ýíåðãèåé ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äâóìåðíîé ÿìå

E (2D) ≃ −
ℏ2

ma2
exp

−
ℏ2

m

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∫

−∞

U(r) rdr

∣∣∣∣∣∣∣
−1

 .
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Ôàçîâûå ïåðåõîäû â ìàãíèòíûõ ñèñòåìàõ

Ïóñòü êëàññè÷åñêèå ìàãíèòíûå ìîìåíòû, èìåþùèå ëèøü îäíó îòëè÷íóþ îò íóëÿ êîìïîíåíòó,
ðàñïîëàãàþòñÿ â óçëàõ îäíîìåðíîé èëè äâóìåðíîé êâàäðàòíîé ðåø¼òêè (ìîäåëü Èçèíãà).
Ýíåðãèÿ òàêîé ñèñòåìû â íóëåâîì âíåøíåì ïîëå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

U = −
∑
i,j

J σi σj ,

ãäå i è j � èíäåêñû ñîñåäíèõ óçëîâ, J � êîíñòàíòà îáìåííîãî èëè ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ, σi = ±1 � âåëè÷èíà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà íà i−îì óçëå.
Èíûìè ñëîâàìè, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ðàâíà −J, åñëè
ìîìåíòû ïàðàëëåëüíû, è +J, åñëè îíè àíòèïàðàëëåëüíû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè J > 0 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò ôåððî-
ìàãíèòíîìó óïîðÿäî÷åíèþ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ è â íóëåâîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè

Êàêóþ ñòðóêòóðó è ýíåðãèþ èìååò íèçøåå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû?

Óñëîâèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå

F = U − T · S → min,
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Îäíîìåðíûé ñëó÷àé:

Äëÿ öåïî÷êè ìàãíèòíûõ àòîìîâ âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé ñîîòâåò-
ñòâóåò òàêîé êîíôèãóðàöèè, êîãäà ìàãíèòíûå ìîìåíòû â ÷àñòè öåïî÷êè ïåðåâåðíóòû:

Ôîðìèðîâàíèå óåäèí¼ííîé ¾äîìåííîé ñòåíêè¿ ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû íà âåëè÷èíó

∆U = 2J.

Ïîñêîëüêó ¾äîìåííàÿ ñòåíêà¿ ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëþáîì èç N óçëîâ öåïî÷êè, èçìåíåíèå
ýíòðîïèè, ñâÿçàííîå ñ ïîÿâëåíèåì îäèíî÷íîé äîìåííîé ñòåíêè, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîð-
ìóëå Áîëüöìàíà

∆S = kB lnw ,

ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà è w = N � ÷èñëî âîçìîæíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé äëÿ çàäàííîãî
ìàêðîñîñòîÿíèÿ.

Èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìàãíèòíîé ñèñòåìû ïðè îáðàçîâàíèè îäèíî÷íîé äîìåííîé
ñòåíêè â îäíîì èç óçëîâ ðåø¼òêè ðàâíî

∆F = ∆U − T ·∆S = 2J − kBT lnN.
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Èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ðàâíî

∆F = 2J − kBT lnN.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N > N∗, ãäå

N∗ = exp

(
2J

kBT

)
,

èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ∆F áóäåò îòðèöàòåëüíûì äëÿ ëþáûõ T è J. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííûõ öåïî÷åê ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ ðàçóïîðÿäî÷åííîå ìàãíèòíîå
ñîñòîÿíèå ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè äîìåííûìè ñòåíêàìè è íóëåâûì ñðåäíèì ìàãíèòíûì
ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì, ÷åì îäíîðîäíîå ôåððîìàãíèòíîå ñîñòî-
ÿíèå.

Îïðåäåëèì êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ôàçîâîãî ïåðåõîäà èç óñëîâèÿ ∆F = 0

kBTc =
2J

lnN
→ 0 ïðè N → ∞.

Âûâîä: ôàçîâûé ïåðåõîä â óïîðÿäî÷åííîå ìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà
íåâîçìîæåí!
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Äâóìåðíûé ñëó÷àé:

Âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äîìåí, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí Na, ãäå N � ÷èñëî óçëîâ íà ãðàíèöå äîìåíà è a � ïîñòîÿííàÿ
ðåø¼òêè:

(a) (b)

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè, ñâÿçàííîå ñ ôîðìèðîâàíèåì îäíîãî äîìåíà, ðàâíî

∆U = 2JN.

Äëÿ îöåíêè ýíòðîïèè íåîáõîäèìî îöåíèòü ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà
òàêàÿ ãðàíèöà. Åñëè äîìåííàÿ ñòåíêà äîøëà äî êàêîãî-òî óçëà, òî ñóùåñòâóåò òðè ñïîñîáà
ïðîäîëæèòü ýòó ãðàíèöó. ×èñëî ñïîñîáîâ îáðàçîâàíèÿ äîìåíà ñ ïåðèìåòðîì N ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ðàâíî 3N (áåç ó÷¼òà ñàìîïåðåñå÷åíèé), òîãäà

∆S = kB lnw ≃ kBN ln 3.
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Èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè îáðàçîâàíèè òàêîãî äîìåíà äëèíîé Na ðàâíî

∆F = ∆U − T ·∆S ≃ 2JN − kBT N ln 3 ≃ N
(
2J − kBT ln 3

)
.

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó Êþðè ìàãíèòíîãî ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà

kBTc =
2J

ln 3
≃ 1.82 J =⇒ ∆F =

NkB
ln 3

(
Tc − T

)
Òàêèì îáðàçîì, ïðè T < Tc èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, ñëåäî-
âàòåëüíî, ôîðìèðîâàíèå ìàãíèòíûõ äîìåíîâ è ðàçðóøåíèå óïîðÿäî÷åííîãî ôåððîìàãíèòíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíûì. Ïðè T > Tc èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà áóäåò ïåðåõîäèòü â ðàçìàãíè÷åííîå
ñîñòîÿíèå ñ õàîòè÷íî ðàñïðåäåëåííûìè äîìåíàìè ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé íàìàã-
íè÷åííîñòüþ.

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (Îíñàãåð, 1944) äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ:

kBTc = 2.26 J

Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèôøèö, Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà, ÷. 1. � Ì.: Ôèçìàòëèò. � 2001. � �151.

Äæ. Çàéìàí, Ïðèíöèïû òåîðèè òâ¼ðäîãî òåëà. � Ïåð. ñ àíãë. � Ì.: Ìèð. � 1974.

Äëÿ òðåõìåðíûõ ðåø¼òîê òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è Èçèíãà ïîêà íå íàéäåíî.
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Ïåðåõîä Áåðåçèíñêîãî-Êîñòåðëèöà-Òàóëåñà (ÁÊÒ)

Ïåðåõîä Áåðåçèíñêîãî-Êîñòåðëèöà-Òàóëåñà � ýòî ôàçîâûé ïåðåõîä â äâóìåðíîé XY -ìîäåëè
(çàêðåïëåííûõ ðîòàòîðîâ). Ýòî ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàííûõ ïàð âèõðü-àíòèâèõðü ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â ñîñòîÿíèå ñ íåñïàðåííûìè âèõðÿìè è àíòèâèõðÿìè ïðè íåêîòîðîé
êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå. Àíàëîãè÷íûå ïåðåõîäû íàáëþäàþòñÿ â òîíêèõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ
ïë¼íêàõ.

Äæîí Êîñòåðëèö è Äýâèä Òàóëåñ � ëàóðåàòû Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå 2016 ãîäà (ñîâ-
ìåñòíî ñ Õîëäåéíîì). Âàäèì Áåðåçèíñêèé ñêîí÷àëñÿ â 1980 ãîäó â âîçðàñòå 44 ëåò.

Âûâîä 1: ôàçîâûé ïåðåõîä â óïîðÿäî÷åííîå ìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå â îäíîìåðíîé X−Y ìîäåëè
íåâîçìîæåí!

Âûâîä 2: ñâåðõïðîâîäèìîñòü â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ íåâîçìîæíà, â ÷èñòî äâóìåðíûõ ñèñòå-
ìàõ ïîäàâëåíà èç-çà ôëóêòóàöèîííîãî ôîðìèðîâàíèÿ ñâîáîäíûõ ïàð âèõðü-àíòèâèõðü!
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Ñïèíîäàëüíûé ðàñïàä òâåðäûõ ðàñòâîðîâ

Ðàññìîòðèì äâóõêîìïîíåíòíûé òâ¼ðäûé ðàñòâîð, â êîòîðîì êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíò A è
B íåîäíîðîäíà. Áóäåò ëè ïðîöåññ ðåëàêñàöèè ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ çà ñ÷¼ò äèôôóçèè
ïðèâîäèòü ê íàðàñòàíèþ èëè óìåíüøåíèþ ýòîé íåîäíîðîäíîñòåé êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò?

(a) (b) (c)

domain
wall

Ýòà ìîäåëü àíàëîãè÷íà äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, â êîòîðîé àòîìû ñîðòîâ A è B ìîæíî
àññîöèèðîâàòü ñ óçëàìè ðåøåòêè ñî ñïèíàìè ââåðõ è âíèç.

Áóäåì ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ ñîñåäåé, äëÿ ÷åãî ââåä¼ì ýíåðãèè âçàèìîäåé-
ñòâèÿ îäíîòèïíûõ (−EAA è −EBB) è ðàçíîòèïíûõ (−EAB) àòîìîâ, ÿâíî óêàçûâàÿ, ÷òî ýíåðãèÿ
ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé, à ââåä¼ííûå íàìè âåëè-
÷èíû EAA, EBB è EAB , ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Ðàçíîñòü ìåæäó ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ
ðàçíîòèïíûõ àòîìîâ è ñðåäíåé ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîòèïíûõ àòîìîâ áóäåì íàçûâàòü
ýíåðãèåé ñìåøåíèÿ (mixing)

Emix ≡ EAB −
(EAA + EBB)

2
.
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Ïóñòü C è 1 − C åñòü ëîêàëüíûå îáú¼ìíûå àòîìîâ ñîðòîâ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì
âíóòðåííþþ ýíåðãèþ òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ â âèäå

U = −
N

2

{
EAA · pAA + EBB · pBB + 2EAB · pAB

}
.

Çäåñü N � ïîëíîå ÷èñëî àòîìîâ, ìíîæèòåëü 1/2 ÿâíî ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïàðû àòîìîâ. Ôîðìóëà ñâÿçûâàåò âíóòðåííþþ
ýíåðãèþ ñèñòåìû ñ âåðîÿòíîñòÿìè îáíàðóæåíèÿ ïàðû îäèíàêîâûõ èëè ðàçëè÷íûõ àòîìîâ íà
ñîñåäíèõ óçëàõ ðåøåòêè: pAA = C2, pBB = (1− C)2 è pAB = C(1− C).

Ââåäåì ïàðàìåòð

η ≡ C −
1

2
,

êîòîðûé îïèñûâàåò îòëè÷èå ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè àòîìîâ ñîðòà A (èëè óçëîâ ñî ñïèíîì
ââåðõ â ìàãíèòíîé çàäà÷å) îò ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè äëÿ ïîëíîñòüþ ïåðåìåøàííîãî (èëè
íåìàãíèòíîãî) ðàñïëàâà. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, èñïîëüçóÿ η

U = −
N

2

{
EAA

(
1

4
+ η + η2

)
+ EBB

(
1

4
− η + η2

)
+ 2EAB

(
1

4
− η2

)}
.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Emix , ïåðåïèøåì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ â âèäå

U ≃ U0 + N
(EBB − EAA)

2
η + N Emix η

2, ãäå U0 = −N
(EAA + EBB + 2EAB)

8
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Emix > 0, ìèíèìóìó âíóòðåííåé ýíåðãèè

U ≃ U0 + N
(EBB − EAA)

2
η + N Emix η

2

ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ ïåðåìåøàííîå ñîñòîÿíèå (η = 0 èëè C = 1/2). Èíûìè ñëîâàìè,
èìååòñÿ òåíäåíöèÿ ê îáðàçîâàíèþ ñâåðõñòðóêòóðû èç ÷åðåäóþùèõñÿ àòîìîâ. Òàêèå òâ¼ðäûå
ðàñòâîðû íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷èâàþùèìèñÿ (Ga-As, Ño-Pt è äð.) � àíàëîã àíòèôåððîìàã-
íèòíîãî ñîñòîÿíèÿ.

0
η

U

Emix > 0

Emix < 0

Äëÿ òâ¼ðäûõ ðàñòâîðîâ ñ Emix < 0 ïåðåìåøàííîå ñîñòîÿíèå (η = 0) ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó
âíóòðåííåé ýíåðãèè, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò òåíäåíöèþ ê ðàñïàäó è ïðîñòðàíñòâåííî-
ìó ðàçäåëåíèþ êîìïîíåíò (Fe-Cr, Co-Cu, Au-Ni è äð.). Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû âåùåñòâ ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà Tc , âûøå êîòîðîé âå-
ùåñòâà ñìåøèâàþòñÿ, à ïðè T < Tc ðàñòâîð ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ôàçû, îäíà èç êîòîðûõ
îáîãàùåíà êîìïîíåíòîì A, à äðóãàÿ ñîäåðæèò, â îñíîâíîì, àòîìû ñîðòà B � àíàëîã ôåððî-
ìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ýòîò ñëó÷àé è äëÿ äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü EAA = EBB .
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Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå T ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó
ñâîáîäíîé ýíåðãèè F = U − T · S, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ýíòðîïèþ S .

Äëÿ îöåíêè ýíòðîïèè ïðèìåíèì ôîðìóëó Áîëüöìàíà S = kB lnw , êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ýíòðî-
ïèþ è ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé w , à òàêæå ôîðìóëó Ñòèðëèíãà lnN! ≃ N lnN

S = kB ln
N!

NA!NB !
≃ kB

{
N ln N − NA ln NA − NB ln NB

}
≃

≃ −kB N
{
C ln C + (1− C) ln (1− C)

}
,

ãäå NA � ÷èñëî àòîìîâ ñîðòà A, NB � ÷èñëî àòîìîâ ñîðòà B è N = NA + NB åñòü ïîëíîå
÷èñëî àòîìîâ òâ¼ðäîãî ðàñòâîðà. Ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëüíà Smax = kBN ln 2 äëÿ ïîëíîñòüþ
ïåðåìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ (C = 1/2) è ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ ïðè C = 0 èëè C = 1.

Âûðàçèì ýíòðîïèþ ÷åðåç η è ðàçëîæèì çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè îò ïàðàìåòðà η ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

S ≃ kB N

(
ln 2− 2η2 −

4

3
η4
)
.

Çàïèøåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â ñëåäóþùåì âèäå

F = U − T S = U0 + N (Emix + 2kBT ) η2 +
4

3
N kBT η4.

Ñðàâíèòå ñ ôóíêöèîíàëîì ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà

fs = fn,0 + α̃ (−Tc + T ) |Ψ|2 +
β

2
|Ψ|4 +

1

4m∗

∣∣∣( − iℏ∇ −
2e

c
A
)
Ψ
∣∣∣2 +

B2

8π
.
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Câîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàñïàäàþùåãîñÿ òâåðäîãî ðàñòâîðà

F = U − T S = U0 + N (Emix + 2kBT ) η2 +
4

3
N kBT η4.

0
η = C − 1/2

0

(F
−
U
0
)/
(2
k
B
T
N
)

−η∗2 η∗2

T < TcT = Tc T > Tc

.

Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâóåò ñìåíå çíàêà ó êâàäðàòè÷íîãî ñëà-
ãàåìîãî, ïîýòîìó Emix + 2kB Tc = 0 èëè

Tc = −
Emix

2kB
.
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Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà

Tc = −
Emix

2kB
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè T ≲ Tc íîðìèðîâàííóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F ′ ≡
F

2kBTc N
≃ U′

0 +

(
T

Tc

− 1

)
η2 +

2

3
η4,

ãäå U′
0
= U

0
/(2kBTcN).

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè (dF/dη = 0), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíöåíòðàöèé(

T

Tc

− 1

)
η +

4

3
η3 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò

η∗1 = 0 è η∗2 =

√
3

4

(
1−

T

Tc

)
.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè T > Tc ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåøàííîìó
ñîñòîÿíèþ (η = 0); ïðè T < Tc ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííî�
ðàçäåë¼ííûì êîìïîíåíòàì (η = ±η∗

2
), ðàçäåëåííûì èíòåðôåéñîì � äîìåííîé ñòåíêîé.
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Ôàçîâûé ïåðåõîä Ïàéåðëñà

Ðàíåå ìû ïîëó÷èëè çîííûé ñïåêòð â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé ñâÿçè

E(k) = V0 +
1

2

ℏ2

2m∗

{
k2 +

(
k −

2πn

a

)
2
}

±
1

2

√√√√( ℏ2

2m∗

)2
{
k2 −

(
k −

2πn

a

)
2
}
2

+ 4|Vn|2,

ãäå k � êâàçèèìïóëüñ, n � íîìåð çîíû Áðèëëþýíà, a � ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè, V
0
è Vn � íóëåâàÿ

è n−àÿ ôóðüå-êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

E(k)

k

0 2π/a 4π/a−2π/a−4π/a

h̄2k2/2m

0−π/a π/a

E(k)
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Öåïî÷êà àòîìîâ ñ ïåðèîäîì a

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó � öåïî÷êó N àòîìîâ ñ ïåðèîäîì a è ïîë-
íîé äëèíîé L = N a.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåïî÷êà ñâåðíóòà â êîëüöî. Ýòî äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå
áåãóùèõ ïëîñêèõ âîëí âèäà e±ikx , ãäå x � êîîðäèíàòà âäîëü öåïî÷êè àòîìîâ. Ïðèìåíèì
ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Áîðíà-Êàðìàíà

ψ(x) = ψ(x + L).

Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ðàçðåø¼ííûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà kn íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

knL = 2πn,

ãäå n � öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ. Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòð ðàçðåø¼ííûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ýêâèäè-
ñòàíòíûì. Îòìåòèì, ÷òî íà äëèíå öåïî÷êè L óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî äëèí âîëí (λ = 2π/k
è ïîýòîìó L/λ = n).

Èíòåðâàë ∆k ìåæäó ñîñåäíèìè ðàçðåø¼ííûìè çíà÷åíèÿìè âîëíîâîãî âåêòîðà ðàâåí

∆k ≡ kn − kn−1 =
2π

L
.
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Ïóñòü Nstates åñòü ïîëíîå ÷èñëî äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ðàçðåø¼ííîé çîíå.
Ïîñêîëüêó øèðèíà ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà ðàâíà π/a− (−π/a) = 2π/a, òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé
ñ ó÷¼òîì ñïèíîâîãî âûðîæäåíèÿ ðàâíî

Nstates = 2 ·
2π

a
·
1

∆k
= 2 ·

2π

a
·
L

2π
= 2N.

×èñëî äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé â êàæäîé çîíå ðàâíî óäâîåííîìó ÷èñëó àòîìîâ â öåïî÷êå.

0−π/a π/a

E(k)

k
∆k
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Åñëè êàæäûé àòîì ñïîñîáåí îòäàòü îäèí âàëåíòíûé ýëåêòðîí, òî ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ
ðàâíî N, Ñëåäîâàòåëüíî, â çîíå ïðîâîäèìîñòè áóäåò çàïîëíåíà ïîëîâèíà äîñòóïíûõ ñîñòîÿ-
íèé. Ïðè íàëè÷èè ìàëîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ (|eU| → 0) ýëåêòðîííàÿ ñèñòåìà áóäåò âåñòè
ñåáÿ êàê ñèñòåìà ñ ìåòàëëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ.

0−π/a π/a−π/2a π/2a

E(k)

k

EF
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Åñëè êàæäûé àòîì ñïîñîáåí îòäàòü äâà âàëåíòíûõ ýëåêòðîíà, òî â çîíå ïðîâîäèìîñòè áóäóò
çàïîëíåíû âñå äîñòóïíûå ñîñòîÿíèÿ. Çàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ îòäåëåíû îò íåçàïîëíåííîé
çîíû ùåëüþ êîíå÷íîé øèðèíû. Ïðè ìàëûõ íàïðÿæåíèÿõ è íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (|eU| < 2|Vn|
è kBT ≪ 2|Vn|) ñèñòåìà íåñïîñîáíà ê ïåðåíîñó òîêà (ñîñòîÿíèå èçîëÿòîðà).

0−π/a π/a

E(k)

k

EF2|Vn|
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Öåïî÷êà àòîìîâ ñ ïåðèîäîì 2a

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó îäíîâàëåíòíûõ àòîìîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åòíûå è íå÷åò-
íûå àòîìû â ñèëó íåêîòîðûõ îáñòîÿòåëüñòâ â öåïî÷êå ñäâèíóëèñü äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà,
òàê ÷òî ïåðèîä ñòðóêòóðû óäâîèëñÿ.

Åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì òàêîé äèìåðèçàöèè ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ïåðèîäà ñòðóê-
òóðû (a → 2a) è óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà çîíû Áðèëëþýíà (π/a → π/2a). Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæå-
íèå ãðàíèöû çîíû Áðèëëþýíà äèìåðèçîâàííîé öåïî÷êè â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ôåðìèåâñêèì
âîëíîâûì âåêòîðîì íåäèìåðèçîâàííîé öåïî÷êè

k∗
Br =

π

2a
è k∗

Br = kF .

Î÷åâèäíî, ÷òî â ôóðüå-ñïåêòðå ïîòåíöèàëà ïîÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòà V ∗, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âîëíîâîìó âåêòîðó π/(2a). Î÷åâèäíî, ÷òî àìïëèòóäà V ∗ òåì áîëüøå, ÷åì ñèëüíåå ñìåùåíèå
àòîìîâ èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ¾æ¼ñòêîé¿ öåïî÷êè. Áåçóñëîâíî, òàêîå èçìåíåíèå êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîâûøàåò óïðóãóþ ýíåðãèþ èîííîãî îñòîâà, îäíàêî ïðè êðàéíå ìàëîì
ñìåùåíèè ¾÷¼òíûõ¿ àòîìîâ èçìåíåíèå óïðóãîé ýíåðãèè ìîæåò áûòü íåçíà÷èòåëüíûì. Â òî
æå âðåìÿ óäâîåíèå ïåðèîäà ïîòåíöèàëà ñîïðîâîæäàåòñÿ êàðäèíàëüíîé ïåðåñòðîéêîé ýëåê-
òðîííîé ñòðóêòóðû.
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Ïåðåõîä Ïàéåðëñà (Peierls transition) � ïåðåñòðîéêà ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû îäíîìåðíîãî ïðî-
âîäíèêà èç-çà ñïîíòàííîãî óäâîåíèÿ ïåðèîäà (1930-å ãã.).

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåõîäà ýíåðãèÿ ïîëîâèíû ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ñ âîëíîâûìè âåêòî-
ðàìè |k| < π/2a óìåíüøàåòñÿ, ýíåðãèÿ îñòàâøåéñÿ ïîëîâèíû ñîñòîÿíèé ñ π/2a < |k| < π/a
� óâåëè÷èâàåòñÿ, îäíàêî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âñåõ ñîñòîÿíèé íå èçìåíèòñÿ.

k

π/a−π/a π/2a

2m∗a2(E − V0)/(π
2h̄2)

2|V1|2

k

π/a−π/a π/2a−π/2a

2m∗a2(E − V0)/(π
2h̄2)

2|V1|2

2|V1/2|2

Åñëè èçíà÷àëüíî áûëà çàïîëíåíà ïîëîâèíà ñîñòîÿíèé (êàê äëÿ öåïî÷êè ìîíîâàëåíòíûõ àòî-
ìîâ), òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ïîíèçèòñÿ!
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Ìåòàôîðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

+ 100 - 100
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Îöåíêà âûèãðûøà ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû

Èñïîëüçóåì ìîäåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà

E(k) =
1

2

ℏ2

2m∗

{
k2 +

(
k −

2π

a

)
2
}

±
1

2

√√√√( ℏ2

2m∗

)2
{
k2 −

(
k −

2π

a

)
2
}
2

+ 4|V |2.

Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, íîðìèðóÿ ýíåðãèþ íà E
0

= ℏ2/(2m∗a2) è
âîëíîâîé âåêòîð � íà a−1

E(k) =
1

2

{
(ka)2 + (ka− 2π)2

}
±

1

2

√{
(ka)2 − (ka− 2π)2

}
2

+ 4|V |2.

Äëÿ îöåíêè ñïåêòðà èñõîäíîé öåïî÷êè âäàëè îò ãðàíèöû çîíû Áðèëëþýíà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
íàëè÷èåì ùåëè ïðè k = ±π/a è ôîðìàëüíî ïîëîæèòü V = 0

E1(k) ≃
1

2

{
(ka)2 + (ka− 2π)2

}
+

1

2

{
(ka)2 − (ka− 2π)2

}
2

≃ (ka)2.

Äëÿ îöåíêè ñïåêòðà äèìåðèçîâàííîé öåïî÷êè ñëåäóåò çàìåíèòü a → 2a è ïîëîæèòü V
1/2

̸= 0

E2(k) =
1

2

{
(ka)2 + (ka− π)2

}
±

1

2

√(
(ka)2 − (ka− π)2

)
2

+ 4|V
1/2

|2 ≃

(ka)2 − πka+
π2

2
−

√(
πka−

π2

2

)2

+ |V
1/2

|2.
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Âûèãðûø ýíåðãèè

δE(k) = E1(k)− E2(k) = −
(
π2

2
− πka

)
+

√(
π2

2
− πka

)2

+ |V
1/2

|2 > 0 äëÿ |ka| <
π

2
.

Âû÷èñëèì ïîëíûé âûèãðûø ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû â ðàçìåðíîì âèäå

∆Etotal = 2 · E0 ·

 ∑
|k|≤π/(2a)

E1(k)−
∑

|k|≤π/(2a)

E2(k)

 = 2E0 ·
∑

|k|≤π/2a

δE (k) =

=
4E

0

∆k
·

π/2a∫
0

−
(
π2

2
− πka

)
+

√√√√(π2
2

− πka

)2

+
|V

1/2
|2

E2

0

 dk.

Ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ q = π2/2− πka è dq = −πa dk, òîãäà

∆Etotal =
4E

0
L

2π

0∫
−π2/2

−q +

√√√√q2 +
|V

1/2
|2

E2

0

 dq

(−πa)
=

=
2E

0
L

π2a

π2/2∫
0

−q +

√√√√q2 +
|V

1/2
|2

E2

0

 dq > 0.

Âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë∫ (
−x +

√
x2 + a2

)
dx =

x

2

√
x2 + a2 +

a2

2
ln

(
x +

√
x2 + a2

)
−

x2

2
.
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Ðàçíîñòü ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ äëÿ èñõîäíîé è äèìåðèçîâàííîé öåïî÷åê

∆Etotal ≃
L

π

|V1/2|2

ℏvF
ln

(
2
ℏvFq

∗

|V1/2|

)
> 0.

Ìû ïîëó÷èëè âàæíûé ðåçóëüòàò: ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîé ñèñòåìû c ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïîëî-
æåíèåì àòîìîâ ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ñ äèìåðèçîâàííûì ïîòåíöèàëîì
ñèñòåìû è ðàçíèöà ýíåðãèé ∆E ïðîïîðöèîíàëüíà èñêàæåíèþ ðåø¼òêè ïîñðåäñòâîì êâàäðà-
òà ôóðüå�êîìïîíåíòû èñêàæåííîãî ïîòåíöèàëà V 2

1/2
. Ìû íå ó÷èòûâàëè óâåëè÷åíèå óïðóãîé

ýíåðãèè ñèñòåìû èç�çà èñêàæåíèÿ ðåø¼òêè, êîòîðàÿ òàêæå äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà
V 2

1/2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû âûèãðûø ýíåðãèè
ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ìîæåò ïðåâûñèòü ïîòåðè óïðóãîé ýíåðãèè è òîãäà ñèñòåìà ñïîíòàííî
ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå ñ óäâîåííûì ïåðèîäîì. Îïèñàííûé ïðîöåññ èçâåñòåí êàê ïåðåõîä Ïàé-
åðëñà. Êàê ñëåäñòâèå ïåðåñòðîéêè ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà è îòêðûòèÿ ïàéåðëñîâñêîé ùåëè,
ñèñòåìà ïåðåéäåò â èçîëèðóþùåå ñîñòîÿíèå.

Âûâîä: ìåòàëëè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ íåâîç-
ìîæíà!
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Âîëíû çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè

àíãë. charge density waves (CDW)

Chatterjee, Zhao, Iavarone et al. Emergence of coherence in the charge-density wave state of 2H-NbSe2 //

Nature Commun. vol. 6, 6313 (2015).

Âûâîä: êðàòíîå èçìåíåíèå ïåðèîäà (óäâîåíèå, óòðîåíèå è ò.ï.) ñòðóêòóðû äëÿ îäíîìåðíûõ
è äâóìåðíûõ ðåêîíñòðóêöèþ ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà ðåêîíñòðó-
èðîâàííûõ ñèñòåì.
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Òåîðåìà Ïîëèà î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ

Ïóñòü ýëåêòðîí ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ïî óçëàì N−ìåðíîé êâàäðàòíîé ðåø¼òêè,
ïåðåñêàêèâàÿ ñ îäíîãî óçëà íà áëèæàéøèå ñîñåäíèå óçëû ñ âåðîÿòíîñòüþ w . Îöåíèì âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà âåðíåòñÿ íà óçåë, èç êîòîðîãî íà÷àëîñü áëóæäàíèå, ÷åðåç âðåìÿ t,
ñîâåðøèâ n = t/τ ïðûæêîâ, ãäå τ = 1/w � âðåìÿ æèçíè ÷àñòèöû íà óçëå.

Ââåä¼ì ïàðàìåòð pn(ℓ), êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü äîñòèãíóòü óçëà ℓ èç íà÷àëüíîãî
óçëà ðîâíî çà n ïàð ïåðåñêîêîâ, âêëþ÷àÿ ìíîãîêðàòíûå âîçâðàùåíèÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå.
Ïîñêîëüêó â ìîìåíò íà÷àëà îòñ÷¼òà âðåìåíè ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè,
òî p

0
(0) = 1 ïî îïðåäåëåíèþ. Òàêæå ââåä¼ì ïàðàìåòð fn � âåðîÿòíîñòü îäíîêðàòíîãî âîçâðà-

ùåíèÿ â íà÷àëüíûé óçåë ðîâíî çà n ïàð øàãîâ.

n = 2

n = 5
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Ìîæíî çàïèñàòü öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

p1(0) = f1 · 1, p2(0) = f1 · p1(0) + f2 · 1 è ò. ä.,

êîòîðûå îáúåäèíèì â îäíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

pn(0) = f1 pn−1(0) + . . .+ fm pn−m(0) + . . .+ fn p0(0) =
n∑

m=1

fm pn−m(0).

Ââåä¼ì äâà ïàðàìåòðà

F =
∞∑
n=1

fn è P =
∞∑
n=1

pn, (∗)

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé óçåë â õîäå
áëóæäàíèé ñ îäíîêðàòíûìè è ìíîãîêðàòíûìè âîçâðàùåíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Âûïîëíèì ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó n è ïðèâåäåì ñîîòíîøåíèå (*) ê âèäó

P =
∞∑
n=1

pn =
∞∑
n=1

n∑
m=1

fm pn−m =

=
∞∑

m=1

fm ·
∞∑
k=0

pk =
∞∑

m=1

fm ·
(
1+

∞∑
k=1

pk

)
= F (1+ P) =⇒ F = 1−

1

P
.
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Äëÿ îöåíêè F è P äëÿ ðåø¼òî÷íûõ ìîäåëåé ðàçíîé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíîå
ñîîòíîøåíèå, ðàññìàòðèâàÿ êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó äèôôóçèè â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé è îä-
íîðîäíîé ñðåäû ðàçìåðíîñòè N.

Ïóñòü p(r , t) åñòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé r â ìîìåíò âðå-
ìåíè t. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ p(r , t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂t
p(r , t) = D ∆p(r , t),

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

p(r , t)
∣∣∣
r=0, t=0

= δ(r).

Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ðàçìåðíîñòè N, D ≃ a2/τ � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, a �
ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è äèôôóçèè ìåòîäîì Ôóðüå, äëÿ ÷åãî ïðåäñòàâèì èñêîìóþ
ôóíêöèþ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì

p(r , t) =
1

(2π)N/2

∫
p
k
(t) e−ik·r dN

k.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóðüå-êîìïîíåíòû p
k
(t) óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

ṗ
k
= −D k

2 p
k
(t) =⇒ p

k
(t) = C e−Dt k2 ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C = (2π)−N/2 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå N-ìåðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû
èìååò âèä

p(r , t) =
1

(2π)N

∫
e−Dt·k2 e−ik·r dN

k.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â íà÷àëüíîé òî÷êå r = 0 ÷åðåç âðåìÿ t

p(0, t) =
1

(2π)N

∫
e−Dt·k2 dN

k ∼
1

(Dt)N/2
.

Ýòî è åñòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ñ ó÷¼òîì ìíîãîêðàòíûõ
âîçâðàùåíèé.

Ïîäñòàâèì t = 2τn (âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íà n ïàð ïåðåñêîêîâ, â äèñêðåòíîé ìîäåëè) è ïîëó-
÷èì îöåíêó âåðîÿòíîñòè êàê ôóíêöèè ÷èñëà ïåðåñêîêîâ n

pn(0) = p(0, t)
∣∣∣
t=2τn

∼
1

(2Dτn)N/2
è P ∼

∑
n

pn(0) ∼
1

(2Dτ)N/2

∑
n

1

nN/2

Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä â ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè äëÿ N = 3 ñõîäèòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷-
íîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ÷àñòèöû õîòÿ áû îäèí ðàç âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó è êîíå÷íîé æå
âåðîÿòíîñòè ïîêèíóòü íà÷àëüíóþ òî÷êó íàâñåãäà.

Â ñèñòåìàõ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè (N = 1 è 2) ðÿä ðàñõîäèòñÿ (P → ∞) è ïîýòîìó

F = 1−
1

P
→ 1.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê òåîðåìå Ïîëèà: âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ ÷àñòèöû â íà÷àëü-
íóþ òî÷êó õîòÿ áû îäèí ðàç â ïðîöåññå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïî óçëàì îäíî- è äâóìåðíûõ
ðåø¼òîê ðàâíà åäèíèöå!
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